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第 15 章 非阿贝尔规范理论

已经成功证明了, 描述真实世界的量子场论都是非阿贝尔规范理论, 这些理论所基于的规

范不变性原理要比量子电动力学的𝑈(1)规范不变性更加普遍. 我们在8.1节的末尾概述了规范

场的存在以及它的一些性质, 源于它们在定域变换下的不变性原理, 而这些理论与电动力学共

享了这一迷人的特征. 在电动力学中, 电荷为𝑒𝑛的场𝜓𝑛(𝑥)经历了Λ(𝑥)任意的规范变换𝜓𝑛(𝑥) →
exp(𝑖𝑒𝑛Λ(𝑥))𝜓𝑛(𝑥). 由于𝜕𝜇𝜓𝑛(𝑥)并非像𝜓𝑛(𝑥)那样变换, 我们必须要引入场𝐴𝜇(𝑥), 这个场有规范

变换性质𝐴𝜇(𝑥) → 𝐴𝜇(𝑥) + 𝜕𝜇Λ(𝑥), 我们用它来构建规范协变导数𝜕𝜇𝜓𝑛(𝑥) − 𝑖𝑒𝑛𝐴𝜇(𝑥)𝜓𝑛(𝑥), 这

个协变导数像𝜓𝑛(𝑥)那样变换, 因而可以用它和𝜓𝑛(𝑥)构建规范不变拉格朗日量. 以类似的方法, 广

义相对论中的引力场𝑔𝜇𝜈(𝑥), 它的存在以及一些性质源于广义坐标变换下的一个对称性原理.* 给

定这些不同的先例后, 很自然地应该将定域规范不变性拓广至定域非阿贝尔规范变换下的不变性.

在杨振宁和Mills1954年的原始工作中,[1] 非阿贝尔规范群被取成了同位旋旋转的𝑆𝑈(2)群, 而

类似于光子场的矢量场则解释成相互作用很强的单位同位旋矢量介子的场. 这一设想立刻就遇到

了障碍, 即这些矢量玻色子的质量必须为零, 就像光子一样, 而任何这样的粒子似乎应该早就被探

测到了. 另一问题是, 像当时所有的强相互作用理论一样, 没有什么方法可以处理它; 理论过大的

耦合常数似乎阻止了使用任何的微扰论.

规范理论不久就被推广至任意的非阿贝尔规范群,[2] 并且继续在数学上研究它们的量子化, 尤

其是Feynman,[3] Faddeev和Popov,[4] 以及De Wittt,[5] 部分的出发点是作为更难的量子化广义相

对论问题的热身练习. 他们证明了通过简单地观察拉格朗日量所获得朴素Feynman规则需要被额

外的“鬼”圈补足. 然而, 直到20世纪60年代后期, 这些理论的物理相关性才开始得以理解. 最后发

现, 所有可观测的基本粒子相互作用都是由定域规范对称性所附带的矢量粒子生成的; 相应的自

旋1粒子要么非常重, 这是规范对称性自发破缺的结果, 要么被“困住”了, 这是耦合常数在大尺度

上升高后的结果. 这些事情将分别是第21章和第18章的课题. 在本章, 我们将探索非阿贝尔规范理

论的公式化表述, 并研究如何推导出它们的Feynman规则.

15.1 规范不变性

我们假定我们理论的拉格朗日量在物质场𝜓ℓ(𝑥)的一组无限小变换

𝛿𝜓ℓ(𝑥) = i 𝜖𝛼(𝑥)(𝑡𝛼)
𝑚
ℓ 𝜓𝑚(𝑥) (15.1.1)

下不变, 其中𝑡𝛼为某组独立的常数矩阵
**, 并且无限小参量𝜖𝛼(𝑥)为实, 允许该参量(像电动力学

*当然, 定域规范不变性与广义协变性都可以以一种平庸的方式实现, 即把𝐴𝜇(𝑥)和𝑔𝜇𝜈(𝑥)分别取为用来表征相位选

择和坐标系选择的非动力学c-数函数. 当我们将𝐴𝜇(𝑥)和𝑔𝜇𝜈(𝑥)处理成在计算𝑆-矩阵元时要积掉的动力学场时, 这些对

称性在物理上变得重要.
**在本书中, 我们一般将用字母𝛼, 𝛽等来标记对称性生成元, 这些字母取自希腊字母表的开头, 以便与取自希腊字母

的中间用来标记时空坐标的𝜇, 𝜈等相区分. 在后面, 我们通常会用取自拉丁字母表开头的字母𝑎, 𝑏等来标记破缺对称性

的生成元, 而用取自拉丁字母表中间的字母𝑖, 𝑗等来标记未破缺对称性的生成元.
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· 2 · 第 15章 非阿贝尔规范理论

中的规范变换那样)依赖于时空中的位置. 我们假定这些对称变换是一Lie群的无限小部分; 正如

在2.2节中所证明的, 这要求𝑡𝛼服从对易关系

[𝑡𝛼, 𝑡𝛽] = i𝐶𝛾𝛼𝛽𝑡𝛾 , (15.1.2)

其中𝐶𝛾𝛼𝛽是一组实数, 称为群的结构常数. 对易子的反对称立刻就告诉我们, 结构常数同样是反

对称的:

𝐶𝛾𝛼𝛽 = −𝐶𝛾𝛽𝛼 . (15.1.3)

另外, 从Jacobi等式

0 =
[︁
[𝑡𝛼, 𝑡𝛽], 𝑡𝛾

]︁
+
[︁
[𝑡𝛾 , 𝑡𝛼], 𝑡𝛽

]︁
+
[︁
[𝑡𝛽, 𝑡𝛾 ], 𝑡𝛼

]︁
(15.1.4)

我们看到这些𝐶满足进一步的约束

0 = 𝐶𝛿𝛼𝛽𝐶
𝜖
𝛿𝛾 + 𝐶𝛿𝛾𝛼𝐶

𝜖
𝛿𝛽 + 𝐶𝛿𝛽𝛾𝐶

𝜖
𝛿𝛼 . (15.1.5)

任何一组满足方程(15.1.3)和(15.1.5)的常数𝐶𝛾𝛼𝛽至少定义了一组矩阵𝑡
A
𝛼:

(𝑡A𝛼)
𝛽
𝛾 ≡ −i𝐶𝛽𝛾𝛼 , (15.1.6)

它们满足含有结构常数𝐶𝛾𝛼𝛽的对易关系(15.1.2):

[𝑡A𝛼, 𝑡
A
𝛽] = i𝐶𝛾𝛼𝛽𝑡

A
𝛾 . (15.1.7)

这称为结构常数为𝐶𝛼𝛽𝛾的Lie群的“伴随”(或“正则”)表示.

例如, 在原始的Yang-Mills理论中, 物质场是由质子场𝜓𝑝和中子𝜓𝑛组成的二重态

𝜓 =

(︃
𝜓𝑝

𝜓𝑛

)︃

而𝑡𝛼, 其中𝛼 = 1, 2, 3, 是同位旋矩阵

𝑡1 =
1

2

(︃
0 1

1 0

)︃
, 𝑡2 =

1

2

(︃
0 −i

i 0

)︃
, 𝑡3 =

1

2

(︃
1 0

0 −1

)︃
.

它们满足

𝐶𝛾𝛼𝛽 = 𝜖𝛾𝛼𝛽

的对易关系(15.1.2), 其中, 同往常一样, 如果𝛾, 𝛼, 𝛽是1,2,3的偶置换或奇置换, 则𝜖𝛾𝛼𝛽分别

是+1或−1, 如果是其它情况, 则𝜖𝛾𝛼𝛽为零. 我们发现这与3维旋转群的Lie代数(2.4.18)相同; 这

里的矩阵构建了我们所公认的该Lie代数的自旋1/2表示. 伴随表示的矩阵(15.1.6)在这里是(处在

行和列标记为1,2,3的基下):

𝑡A1 =

⎡⎢⎣ 0 0 0

0 0 −i

0 i 0

⎤⎥⎦ , 𝑡A2 =

⎡⎢⎣ 0 0 i

0 0 0

−i 0 0

⎤⎥⎦ , 𝑡A3 =

⎡⎢⎣ 0 −i 0

i 0 0

0 0 0

⎤⎥⎦ .

这是旋转群Lie代数的自旋1表示.
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我们现在来考察构建在变换(15.1.1)下不变的拉格朗日量需要什么. 如果不存在作用在场上

的导数项, 这个任务将是非常简单的——物质场的任何函数, 只要它在𝜖𝛼为常数的变换(15.1.1)下

是不变的, 那么它在𝜖𝛼为时空坐标的任意实函数的变换(15.1.1)下也将是不变的. 如果拉格朗日量

包含场的导数项(正如它所必须的), 就不会是这种情况, 这是因为有了位置相关函数𝜖𝛼(𝑥). 物质场

的导数就不会像场本身那样进行变换. 对方程(15.1.1)取微分给出

𝛿
(︁
𝜕𝜇𝜓ℓ(𝑥)

)︁
= i 𝜖𝛼(𝑥)(𝑡𝛼)

𝑚
ℓ

(︁
𝜕𝜇𝜓𝑚(𝑥)

)︁
+ i
(︁
𝜕𝜇𝜖

𝛼(𝑥)
)︁
(𝑡𝛼)

𝑚
ℓ 𝜓𝑚(𝑥) . (15.1.8)

为了使拉格朗日量不变, 我们需要一个场𝐴𝛼𝜇, 它的变换规则中包含一项𝜕𝜇𝜖
𝛼, 这一项可以用

来抵消方程(15.1.8)中的第二项. 既然这个场携带一个𝛼指标, 我们希望它也经历一个类似方

程(15.1.1)的矩阵变换, 只不过将𝑡𝛼替换成伴随矩阵表示(15.1.6). 因此, 我们先试验性地取新“规

范”场的变换关系为

𝛿𝐴𝛽𝜇 = 𝜕𝜇𝜖
𝛽 + i 𝜖𝛼(𝑡A𝛼)

𝛽
𝛾𝐴

𝛾
𝜇

或者, 利用方程(15.1.6),

𝛿𝐴𝛽𝜇 = 𝜕𝜇𝜖
𝛽 + 𝐶𝛽𝛾𝛼𝜖

𝛼𝐴𝛾𝜇 . (15.1.9)

这使得我们可以构建“协变导数”:†(︀
𝐷𝜇𝜓(𝑥)

)︀
ℓ
= 𝜕𝜇𝜓ℓ(𝑥)− i𝐴𝛽𝜇(𝑥)(𝑡𝛽)

𝑚
ℓ 𝜓𝑚(𝑥) . (15.1.10)

按计划, 方程(15.1.10)第二项中的𝐴𝛽𝜇, 它的变换中的𝜕𝜇𝜖
𝛽项抵消了第一项变换中正比于𝜕𝜇𝜖

𝛽的那

一项, 给我们留下

𝛿(𝐷𝜇𝜓)ℓ = i 𝜖𝛼 (𝑡𝛼)
𝑚
ℓ 𝜕𝜇𝜓𝑚 − i𝐶𝛽𝛾𝛼 𝜖

𝛼𝐴𝛾𝜇 (𝑡𝛽)
𝑚
ℓ 𝜓𝑚

+𝐴𝛾𝜇 (𝑡𝛾)
𝑚
ℓ (𝑡𝛼)

𝑛
𝑚 𝜓𝑛

或者, 使用方程(15.1.2)

𝛿(𝐷𝜇𝜓)ℓ = i 𝜖𝛼 (𝑡𝛼)
𝑚
ℓ (𝐷𝜇𝜓)𝑚 , (15.1.11)

使得𝐷𝜇𝜓像𝜓本身那样变换.

我们也需要关心一下规范场的导数. 为了消除𝜕𝜈𝐴
𝛽
𝜇的变换中的𝜕𝜈𝜕𝜇𝜖

𝛽项, 就像在电动力学

中那样, 我们对𝜇和𝜈做反对称化处理. 然而, 在𝜕𝜈𝐴
𝛽
𝜇−𝜕𝜇𝐴𝛽𝜈的变换中, 我们仍然有正比于𝜖(𝑥)的

一阶导数的项, 这些项产生于方程(15.1.9)中的第二项. “协变旋度”, 即𝐹 𝛾𝜈𝜇, 在它的变换规则中所

有这样的𝜖(𝑥)导数都互相抵消掉了, 构建它的最简单方法就是考察作用在物质场𝜓上的两个协变

导数的对易子: (︁
[𝐷𝜈 , 𝐷𝜇]𝜓

)︁
ℓ
= −i (𝑡𝛾)

𝑚
ℓ 𝐹 𝛾𝜈𝜇𝜓𝑚 , (15.1.12)

其中

𝐹 𝛾𝜈𝜇 ≡ 𝜕𝜈𝐴
𝛾
𝜇 − 𝜕𝜇𝐴

𝛾
𝜈 + 𝐶𝛾𝛼𝛽𝐴

𝛼
𝜈𝐴

𝛽
𝜇 . (15.1.13)

方程(15.1.12)使得𝐹 𝛾𝜈𝜇必须像伴随表示下的物质场那样进行变换这件事变得显然:

𝛿 𝐹 𝛽𝜈𝜇 ≡ i 𝜖𝛼(𝑡A𝛼)
𝛽
𝛾𝐹

𝛾
𝜈𝜇 = 𝜖𝛼𝐶𝛽𝛾𝛼𝐹

𝛾
𝜈𝜇 . (15.1.14)

†正如将要在下一节所讨论的, 在写下方程(15.1.10)的同时, 我们心照不宣地假定任何像电荷这样的耦合常数因子

都被吸收进𝑡𝛽中, 因而也被吸收进结构常数中.
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读者可以通过直接计算(利用关系(15.1.5))验证(15.1.13)中所定义的量𝐹𝛼𝜈𝜇确实有简单的变换规

则(15.1.14).

由于某些原因, 知道这些无限小规范变换可以被提升为有限的变换是有用的. 群元可以被一

组实函数Λ𝛼(𝑥)参数化, 进而使得它以如下的矩阵变换作用在一个一般的物质场上

𝜓ℓ(𝑥) → 𝜓ℓΛ(𝑥) =
[︁
exp

(︁
i 𝑡𝛼Λ

𝛼(𝑥)
)︁]︁ 𝑚

ℓ
𝜓𝑚(𝑥) . (15.1.15)

我们希望协变导数以相同的方式进行变换:

(𝜕𝜇 − i 𝑡𝛼𝐴
𝛼
𝜇Λ)𝜓Λ = exp(i𝑡𝛼Λ

𝛼)(𝜕𝜇 − i𝑡𝛼𝐴
𝛼
𝜇)𝜓 , (15.1.16)

所以我们必须给𝐴𝛼𝜇强加变换规则𝐴
𝛼
𝜇 → 𝐴𝛼𝜇Λ, 使得

𝜕𝜇 exp(i𝑡𝛽Λ
𝛽)− i 𝑡𝛽 exp(i𝑡𝛼Λ

𝛼)𝐴𝛽𝜇Λ = −i exp(i𝑡𝛼Λ
𝛼)𝑡𝛽𝐴

𝛽
𝜇

或者, 以另一种形式

𝑡𝛼𝐴
𝛼
𝜇Λ = exp(i𝑡𝛽Λ

𝛽)𝑡𝛼𝐴
𝛼
𝜇 exp(−i𝑡𝛽Λ

𝛽)− i
[︁
𝜕𝜇 exp(i𝑡𝛽Λ

𝛽)
]︁
exp(−i𝑡𝛽Λ

𝛽) . (15.1.17)

在Λ𝛼(𝑥)是一个无限小𝜖𝛼(𝑥)的极限下, 方程(15.1.15)和(15.1.17)退化成之前的变换规则(15.1.1)和

(15.1.9).

从方程(15.1.17)中, 我们可以看到, 通过对Λ𝛽(𝑥)的合适选择, 总可以使𝐴𝛼𝜇Λ(𝑥)在任意一个点

处为零, 记该点𝑥 = 𝑧. (简单地令Λ𝛼(𝑧)为零, 并在𝑥 = 𝑧处令𝜕Λ𝛼(𝑥)/𝜕𝑥𝜇 = −𝐴𝛼𝜇(𝑥).) 另外, 总可

以对Λ𝛽(𝑥)进行选择, 使得𝐴𝛼𝜇Λ(𝑥)的任意一个时空分量对于所有的𝛼至少在任意一个给定点邻近

的有限区域内处处为零. 例如, 为了使𝐴𝛼3Λ(𝑥)为零, 我们必须要解参量Λ𝛽(𝑥)的如下一阶常微分

方程组:

𝜕3 exp(i𝑡𝛽Λ
𝛽) = −i exp(i𝑡𝛽Λ

𝛽)𝑡𝛼𝐴
𝛼
3 , (15.1.18)

该方程组至少在任意一个给定点邻近的有限区域内有一个解.

然而, 一般而言, 不可能通过选择Λ𝛼(𝑥)使得𝐴𝛼𝜇Λ(𝑥)的4个分量在一个有限区域内都为零. 由

于这个原因, 我们将不得不止步于偏微分方程组

𝜕𝜇 exp(i𝑡𝛽Λ
𝛽) = −i exp(i𝑡𝛽Λ

𝛽)𝑡𝛼𝐴
𝛼
𝜇 , (15.1.19)

除非满足一定的可积性条件, 否则这个方程组是解不出来的. 特别地, 如果𝐴𝛼𝜇Λ处处为零, 那

么𝐹𝛼𝜇𝜈Λ也将是如此, 但是, 由于场强的变换是齐次的, 仅当𝐹𝛼𝜇𝜈为零时, 𝐹𝛼𝜇𝜈Λ才能等于零. 如

果存在一个规范变换使得𝐴𝛼𝜇处处为零, 则称该规范场为“纯规范”场. 不难证明, 𝐹𝛼𝜇𝜈处处为零

是𝐴𝛼𝜇(𝑥)在任意单连通区域可作为纯规范场进行表述的充分必要条件.[6]

* * *

在这里构造在规范变换下简单变换的客体, 与在广义相对论中构造广义坐标变换下协变的客

体, 这两种构造之间存在着深刻的类比. 正如我们使用规范场构造物质场的协变导数𝐷𝜇𝜓ℓ, 它有

着与物质场本身相同的规范变换性质, 我们使用仿射联络Γ𝜇𝜈𝜆(𝑥)来构造张量𝑇
𝜌𝜎···

𝜅𝜆···的协变导

数:

𝑇 𝜌···𝜅··· ;𝜈 ≡ 𝜕𝜈𝑇
𝜌···

𝜅··· + Γ𝜌𝜈𝜆𝑇
𝜆···

𝜅··· + · · · − Γ𝜇𝜈𝜅𝑇
𝜌···

𝜇··· − · · · ,
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其本身也是张量. 另外, 从规范场的导数中, 我们构造出了场强𝐹𝛼𝜇𝜈 , 它的变换性质与属于规范群

伴随表示的物质场的变换性质相同; 相应地, 从仿射联络的导数中, 我们可以构造一个量:

𝑅𝜆𝜇𝜈𝜅 =
𝜕Γ𝜆𝜇𝜈
𝜕𝑥𝜅

− 𝜕Γ𝜆𝜇𝜅
𝜕𝑥𝜈

+ Γ𝜂𝜇𝜈Γ
𝜆
𝜅𝜂 − Γ𝜂𝜇𝜅Γ

𝜆
𝜈𝜂 ,

这个量作为一个张量变换, 即Riemann-Christoffel曲率张量. 两个规范协变导数𝐷𝜇和𝐷𝜈 , 它们的

对易子可以表示成场强张量𝐹𝛼𝜇𝜈的形式; 类似地, 相对于𝑥𝜈和𝑥𝜅的两个协变导数, 它们的对易子

也可以表示成曲率张量的形式:

𝑇 𝜆···𝜇··· ;𝜈;𝜅 − 𝑇 𝜆···𝜇··· ;𝜅;𝜈 = 𝑅𝜆𝜎𝜈𝜅𝑇
𝜎···

𝜇··· + · · · −𝑅𝜎𝜇𝜈𝜅𝑇
𝜆···

𝜇··· − · · · .

存在一个规范, 使得该规范下的规范场在一个有限单连通区域内为零, 该规范存在的充要条件

是场强张量为零, 而存在一个坐标系使得仿射联络在一个有限单连通区域内为零的充要条件是,

Riemann-Christoffel曲率张量为零. 这个类比在一个重要方面上失效了: 在广义相对论中, 仿射联

络本身是用度规张量的一阶导数构建的, 而在规范理论中, 规范场无法表示成更基本的场.

15.2 规范理论拉格朗日量与单Lie群

规范场张量𝐹𝛼𝜇𝜈 , 物质场𝜓以及它们的规范协变导数, 它们的变换规则不包含变换参

量𝜖𝛼(𝑥)的导数, 所以如果只用这些元素构建拉格朗日量, 并且如果它在𝜖𝛼为常数的整体变换

下不变, 那么它在𝜖𝛼(𝑥)为一般的位置相关函数的规范变换就是不变的. 因此, 我们假定拉格朗日

量满足这些条件: 即,

L = L (𝜓,𝐷𝜇𝜓,𝐷𝜈𝐷𝜇𝜓, · · · , 𝐹𝛼𝜇𝜈 , 𝐷𝜌𝐹
𝛼
𝜇𝜈) (15.2.1)

以及不变性条件:

𝜕L

𝜕𝜓ℓ
i(𝑡𝛼)

𝑚
ℓ 𝜓𝑚 +

𝜕L

𝜕(𝐷𝜇𝜓ℓ)
i(𝑡𝛼)

𝑚
ℓ (𝐷𝜇𝜓)𝑚

+
𝜕L

𝜕(𝐷𝜈𝐷𝜇𝜓)ℓ
i(𝑡𝛼)

𝑚
ℓ (𝐷𝜈𝐷𝜇𝜓)𝑚 + · · ·+ 𝜕L

𝐹 𝛽𝜇𝜈
𝐶𝛽𝛾𝛼𝐹

𝛾
𝜇𝜈

+
𝜕L

𝜕𝐷𝜌𝐹 𝛽𝜇𝜈
𝐶𝛽𝛾𝛼𝐷𝜌𝐹

𝛾
𝜇𝜈 + · · · = 0 . (15.2.2)

另一方面, 除了出现在𝐹𝛼𝜇𝜈以及规范协变导数𝐷𝜇中的规范场, 拉格朗日量可以不依赖于规范场本

身. 特别地, 质量项−1
2𝑚

2
𝛼𝛽𝐴𝛼𝜇𝐴𝛽

𝜇被排除了.

我们现在将要集中考察拉格朗日量中只依赖于𝐹𝛼𝜇𝜈的项. 如同电动力学中一样, 对于任何自

旋为一的无质量粒子,拉格朗日量必须要包含一个自由粒子项,这一项是𝜕𝜇𝐴
𝛼
𝜈−𝜕𝜈𝐴𝛼𝜇的二次项,

而规范不变性则表明这一自由粒子项应该作为场强张量𝐹𝛼𝜇𝜈的二次项的一部分出现. Lorentz不

变性与流守恒表明它的形式为

L𝐴 = −1
4 𝑔𝛼𝛽𝐹

𝛼
𝜇𝜈𝐹

𝛽𝜇𝜈 (15.2.3)

其中𝑔𝛼𝛽是常数矩阵. 如果我们不假定宇称(或者CP或T)守恒, 那么我们也可在拉格朗日量引入如

下的项

L ′
𝐴 = −1

2 𝜃𝛼𝛽 𝜖
𝜇𝜈𝜌𝜎𝐹𝛼𝜇𝜈𝐹

𝛽
𝜌𝜎
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其中𝜃𝛼𝛽是另一个常数矩阵. 这一项实际上是全导数项, 因而并不影响场方程或Feynman规则. 然

而, 这样的项会有非微扰的量子力学效应, 我们会在23.6节讨论它.

在继续考察矩阵𝑔𝛼𝛽的性质之前, 值得关注如下的事实, 在不引入相互作用的前提下, 不可能

引入规范场𝐴𝛼𝜇的动能项, 方程(15.2.3)中的这一项源于方程(15.1.13)所定义的场强𝐹𝛼𝜇𝜈的二次部

分. 这是非阿贝尔规范理论类似广义相对论的又一方面, 在广义相对论中, 引力场拉格朗日量的动

能部分被包含在Einstein-Hilbert拉格朗日密度——
√
𝑔𝑅/8π𝐺之中, 这一项也包含引力场的自能.

两种情况下的原因是相似的: 引力场与自身相作用是因为它与任何携带能量和动量的物质相作用,

而规范场与自身相作用是因为它与任何按照规范群的非平庸表示(在伴随表示的情况下)变换的物

质相作用. 这与电动力学的情况相反, 在电动力学中, 光子不携带它所相互作用的量子数——电

荷, 因而对于电磁场有可能引入不需要相互作用的动能项−1
4𝐹𝜇𝜈𝐹

𝜇𝜈 .

数值矩阵𝑔𝛼𝛽可以取成对称的, 并且为了给出实的拉格朗日量必须取成实的. 为了使这一项满

足规范不变性要求(15.2.2), 对于所有的𝛿, 我们必须有:

𝑔𝛼𝛽𝐹
𝛼
𝜇𝜈𝐶

𝛽
𝛾𝜎𝐹

𝛾𝜇𝜈 = 0 .

为了在不对𝐹之间附加任何的泛函关系的情况下使其成立, 矩阵𝑔𝛼𝛽必须满足条件:

𝑔𝛼𝛽𝐶
𝛽
𝛾𝛿 = −𝑔𝛾𝛽𝐶𝛽𝛼𝛿 . (15.2.4)

在矩阵𝑔𝛾𝛽上还有一个更重要的条件. 如同电动力学中一样, 正则量子化规则与量子标量积的

正定性要求拉格朗日量(15.2.3)中的矩阵𝑔𝛼𝛽必须是正定的. (即, 对于所有实的𝑢, 𝑔𝛼𝛽𝑢
𝛼𝑢𝛽必须

是正的, 而仅当对于所有的𝛼有𝑢𝛼 = 0时, 𝑔𝛼𝛽𝑢
𝛼𝑢𝛽才为零.) 这类似于在实场𝜑的动能拉格朗日

量−1
2𝑍𝜕𝜇𝜑𝜕

𝜇𝜑− 1
2𝑚

2𝜑2中要求, 常数𝑍必须是正定的.

矩阵𝑔𝛼𝛽上的这些要求有着深远的含义. 它们构成了如下三个相互等价的条件中的一个:

a: 存在满足不变性条件(15.2.4)的实对称正定矩阵𝑔𝛼𝛽.

b: 该Lie代数存在一组基(即, 一组生成元𝑡𝛼 = S𝛼𝛽𝑡𝛽, 其中S是实的非奇异矩阵), 使得结构常

数𝐶𝛼𝛽𝛾不仅关于下指标𝛽和𝛾是反对称的, 并且对所有三个指标𝛼, 𝛽和𝛾也是反对称的. (在这一基

下, 不在上下指标𝛼, 𝛽等之间作区分将是方便的, 并将𝐶𝛼𝛽𝛾写成𝐶𝛼𝛽𝛾 .)

c: 该Lie代数是𝑈(1)子代数与互相交换的紧致单代数的直和.*

本章附录A给出了条件a, b和c相互等价的证明.[7]

在继续讨论这一结果的物理含义之前, 就完备性条件再说几点将是有用的. 我们不会在这里

使用这个条件, 但是紧Lie代数构成了紧Lie群的生成元: 即群的不变体积有限的群. 例如, 旋转群

*一些定义: Lie代数G的子代数H是线性空间, 该线性空间由G的生成元𝑡𝛼的特定实线性组合𝑡𝑖 = S𝑖𝛼𝑡𝛼张开,

使得H本身是Lie代数, 也就是说, 𝑡𝑖彼此之间的对易子的形式是[𝑡𝑖, 𝑡𝑗 ] = i𝑐𝑘𝑖𝑗𝑡𝑘. 如果整个代数G的任何元素与子

代数H的任何元素的对易子处在子代数H内, 则称子代数H是不变的. 单纯(简称“单”)Lie代数是没有不变子代数

的Lie代数. G的𝑈(1)子代数是仅有一个生成元的代数, 并且该生成元与整个代数G的所有生成元都对易. 半单Lie代

数是不含有不变阿贝尔子代数的代数, 其中不变阿贝尔子代数是指生成元彼此对易的不变子代数. 半单Lie代数是

单Lie代数(但不是𝑈(1))的直和. 如果矩阵Tr{𝑡A𝛼 𝑡
A
𝛽} = −𝐶𝛾

𝛼𝛿𝐶
𝛿
𝛽𝛾是正定的, 则称单Lie代数或半单Lie代数是紧

致(简称“紧”)的. 单纯性与紧致性的含义与重要性将在下面进一步讨论. 称Lie代数G是子群H𝑛的直和是指, 有可能找

到Lie代数G的一个基, 其生成元为𝑡𝑛𝑎, 使得结构常数采取形式

𝐶ℓ𝑐
𝑛𝑎𝑚𝑏 = 𝛿ℓ𝑚𝛿𝑚𝑛𝐶

(𝑛)𝑐
𝑎𝑏 ,

其中𝐶(𝑛)𝑐
𝑎𝑏是子代数H𝑛的结构常数.
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是紧致的; Lorentz群则不是. 作为一个不紧的单Lie代数的例子, 考察对易关系

[𝑡1, 𝑡2] = −i 𝑡3 , [𝑡2, 𝑡3] = i 𝑡1 , [𝑡3, 𝑡1] = i 𝑡2 .

这里的结构常数是实的, 但不是全反对称的; 它的非零分量是

𝐶3
12 = −𝐶3

21 = −1 , 𝐶1
23 = −𝐶1

32 = 1 , 𝐶2
31 = −𝐶2

13 = 1 .

方程(15.A.10)所给出的度规在这里是对角的, 其中元素为:

𝑔11 = 𝑔22 = −𝑔33 = −2 .

这不是正定矩阵, 所以Lie代数不是紧致的. 事实上它是非紧群𝑂(2, 1)的Lie代数, 该群是两维空间

一维时间中的Lorentz群.

两组相差一个实非奇异线性变换的生成元被视为张开了同一个Lie代数, 并且生成了同一个

群. 这对于生成元的复线性变换是不成立的. 特别地, 通过在合适的基下改变生成元的相位, 任

何单Lie代数都可以变成紧致的形式. 例如, 对于上例的Lie代数, 只需定义新的生成元𝑡′1 = i𝑡1,

𝑡′2 = i𝑡2, 𝑡
′
3 = 𝑡3, 对于这些生成元, 对易关系是

[𝑡′1, 𝑡
′
2] = i 𝑡′3 , [𝑡′2, 𝑡

′
3] = i 𝑡′1 , [𝑡′3, 𝑡

′
1] = i 𝑡′2 .

结构常数现在就变成了实的并且是全反对称的: 𝐶𝑎𝑏𝑐 = 𝜖𝑎𝑏𝑐. 这时𝑔𝑎𝑏 = 2𝛿𝑎𝑏, 并且代数是紧致的.

当然, 我们辨认出这是熟悉的三维旋转的紧致群𝑂(3)的代数. 为了看到, 对于任何的单Lie代数, 这

总是可能的, 注意到方程(15.A.10)定义的矩阵𝑔𝑎𝑏是实的, 对称且非奇异的, 使得可以通过一个实

正交变换将其变成非零元在主对角线上的对角形式. 然后, 只需要给这一基下对应𝑔𝑎𝑏负对角元的

所有生成元乘以因子i即可.

我们不加证明地指出, 紧Lie群的有限维表示都是幺正的, 相应地, 紧Lie代数的有限维表示都

是厄密的. 更进一步, 很容易看到, 通过独立的有限维厄密矩阵𝑡𝛼而拥有任意的非平庸表示的唯

一Lie代数是𝑈(1)与紧致单Lie代数的直和. 为了证明这一点, 我们可以简单地定义

𝑔𝛼𝛽 ≡ Tr{𝑡𝛼𝑡𝛽} .

这个矩阵显然是正定的, 这是因为𝑔𝛼𝛽𝑢
𝛼𝑢𝛽 = Tr{(𝑢𝛼𝑡𝛼)2}对于任意实的𝑢𝛼都是正的, 而仅

当𝑢𝛼𝑡𝛼 = 0时才为零, 除非所有的𝑢𝛼都为零, 否则这是不可能的, 这是因为𝑡𝛼假定是独立的. 进一

步的, 该𝑔𝛼𝛽满足不变性条件(15.2.4), 这一点可以通过给对易关系(15.1.2)乘以𝑡𝛿再取迹看到; 这给

出

i𝐶𝛾𝛼𝛽 Tr{𝑡𝛾𝑡𝛿} = Tr{[𝑡𝛼, 𝑡𝛽] 𝑡𝛿} = Tr{𝑡𝛿𝑡𝛼𝑡𝛽 − 𝑡𝛽𝑡𝛼𝑡𝛿} ,

这显然关于𝛽和𝛿是反对称的. 证实了a后, 我们可以通过之上的定理推出条件c, 这使得Lie代数必

须是紧致单纯子代数与𝑈(1)子代数的直和.

现在我们回到规范理论的物理. 在本节, 从构建拉格朗日量中的规范场动能性的必要性, 我们

已经推断出存在正定实对称矩阵𝑔𝛼𝛽, 它满足不变性条件(15.2.4), 并且在本章的附录A中我们已经

证明了这个结果等价于Lie代数上的一个条件, 即它是紧致单纯子代数与𝑈(1)子代数的直和. 对于

我们的目的, 关于这一结果重要的是, 单Lie代数都是某些类型有限且维数有限的代数. 例如, 很容

易看到不存在生成元少于3个的单Lie代数, 这是因为在一维或二维中, 无法存在有3个指标的全反
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对称结构常数. 有了三个生成元, 通过取𝐶3
12, 𝐶

2
31以及𝐶

1
23非零, 可以避免不变子代数. 在结构

常数是实的且全反对称的基下, 显然仅有一种可能性:

𝐶𝛼𝛽𝛾 = 𝑐 𝜖𝛼𝛽𝛾 .

这里的𝑐是一任意的非零常数, 可以通过生成元的标度变换, 𝑡𝛼 → 𝑡𝛼/𝑐, 消掉它, 所以Lie代数是

[𝑡𝛼, 𝑡𝛽] = i 𝜖𝛼𝛽𝛾𝑡𝛾 .

这可以视为三维旋转群𝑂(3)的Lie代数, 以及二维中的幺正幺模群𝑆𝑈(2)的Lie代数, 并且在杨振宁

和Mills的原始非阿贝尔理论中用它作为基. 以同样的方式继续下去, 当生成元个数为4, 5, 6或7时,

单Lie代数是不存在的, 生成元个数为8时有一个单Lie代数, 依次类推. 数学家(尤其是Killing(基

灵)和E. Cartan(埃利·嘉当))已经能够编录所有的单Lie代数. 单Lie代数的紧致形式构成了几个“典

型”Lie群代数的无限类——幺正幺模群, 幺正正交群以及幺正辛群——再加上五个例外Lie群. 本

章的附录B给出了这个目录.

在附录A中同样证明了, 在等价条件a, b或c下, 度规采取形式

𝑔𝑚𝑎,𝑛𝑏 = 𝑔−2
𝑚 𝛿𝑚𝑛𝛿𝑎𝑏 (15.2.5)

其中𝑔𝑚是实的, 而𝑚和𝑛用来标记单纯子代数或𝑈(1)子代数, 而𝑎和𝑏用来标记这些不变子代数的各

个生成元. 我们可以通过重新调节规范场消掉常数𝑔−2
𝑚

𝐴𝜇𝑚𝑎 → 𝐴𝜇𝑚𝑎 ≡ 𝑔−1
𝑚 𝐴𝜇𝑚𝑎 , (15.2.6)

但另一方面, 为了保持𝐷𝜇𝜓和𝐹𝛼
𝜇𝜈的公式(15.1.10)和(15.1.13)不变, 我们必须重新定义矩阵𝑡𝛼以及

结构常数

𝑡𝑚𝑎 → 𝑡𝑚𝑎 = 𝑔𝑚𝑡𝑚𝑎 , (15.2.7)

𝐶
(𝑚)
𝑐𝑎𝑏 → 𝐶

(𝑚)
𝑐𝑎𝑏 = 𝑔𝑚𝐶

(𝑚)
𝑐𝑎𝑏 . (15.2.8)

即, 我们总可以定义规范场的标度(现在扔掉波浪符)使得方程(15.2.5)中的𝑔𝑚为1:

𝑔𝑎𝑏 = 𝛿𝑎𝑏 , (15.2.9)

但另一方面, 对于每个单纯子代数或𝑈(1)子代数, 变换矩阵𝑡𝛼和结构常数𝐶𝛼𝛽𝛾就要包含一个未知

的乘子𝑔𝑚. 这些因子是规范理论的耦合常数. 或者, 在每个单纯子代数或𝑈(1)子代数中采取虽然

任意但固定的归一化, 这有时更加方便一些, 在这种情况下, 就像因子𝑔−2
𝑚 出现在方程(15.2.5)中,

耦合常数将出现在规范场拉格朗日量(15.2.3)中.

15.3 场方程与守恒律

在方程(15.2.3)中使用矩阵𝑔𝛼𝛽的方程(15.2.9), 全拉格朗日密度是

L = − i
4 𝐹𝛼𝜇𝜈𝐹𝛼

𝜇𝜈 + L𝑀 (𝜓,𝐷𝜇𝜓) , (15.3.1)
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在没有规范场时, L𝑀 (𝜓, 𝜕𝜇𝜓)将是“物质”拉格朗日密度. 原则上, 我们可以引入L𝑀对𝐹𝛼𝜇𝜈以及高

阶协变导数𝐷𝜈𝐷𝜇𝜓, 𝐷𝜆𝐹𝛼𝜇𝜈等的相关性, 但是, 因为与电动力学相同的原因, 我们在这里将这些

不可重整项排除在外: 正如12.3节所讨论的, 在普通的能量下, 这样的项将被某些非常大的质量项

的负幂次高度抑制. 由于这个原因, 对于弱作用, 电磁作用和强作用的标准模型, 它的拉格朗日量

的一般形式为(15.3.1).

规范场的运动方程在这里是

𝜕𝜇
𝜕L

𝜕(𝜕𝜇𝐴𝛼𝜈)
= −𝜕𝜇𝐹𝛼𝜇𝜈 =

𝜕L

𝜕𝐴𝛼𝜈

= −𝐹𝛾𝜈𝜇𝐶𝛾𝛼𝛽𝐴𝛽𝜇 − i
𝜕L𝑀

𝜕𝐷𝜈𝜓
𝑡𝛼𝜓

因而

𝜕𝜇𝐹𝛼
𝜇𝜈 = −J𝛼

𝜈 , (15.3.2)

其中J𝛼
𝜈是流:

J𝛼
𝜈 ≡ −𝐹𝛾𝜈𝜇𝐶𝛾𝛼𝛽𝐴𝛽𝜇 − i

𝜕L𝑀

𝜕𝐷𝜈𝜓
𝑡𝛼𝜓 . (15.3.3)

流J𝛼
𝜈在平常的意义下守恒

𝜕𝜈J𝛼
𝜈 = 0 , (15.3.4)

这一点即可以从𝜓的运动方程和不变性条件(15.2.2)中看到,也可以,更简单地,从场方程(15.3.2)中

直接得出.

方程(15.3.2)和(15.3.4)中导数是普通导数, 不是规范协变导数𝐷𝜈 , 所以这些方程的规范不变

性晦涩不明. 用场强的规范协变导数重写方程(15.3.2), 这可以使得规范不变性变得显然

𝐷𝜈𝐹𝛼
𝜇𝜈 ≡ 𝜕𝜆𝐹𝛼

𝜇𝜈 − i(𝑡A𝛽)𝛼𝛾𝐴𝛽𝜆𝐹𝛾
𝜇𝜈

= 𝜕𝜆𝐹𝛼
𝜇𝜈 − 𝐶𝛼𝛾𝛽𝐴𝛽𝜆𝐹𝛾

𝜇𝜈 . (15.3.5)

这样, 方程(15.3.2)变成

𝐷𝜇𝐹𝛼
𝜇𝜈 = −𝐽𝛼𝜈 , (15.3.6)

其中𝐽𝛼
𝜈仅是物质场的流

𝐽𝛼
𝜈 ≡ −i

𝜕L𝑀

𝜕𝐷𝜈𝜓
𝑡𝛼𝜓 . (15.3.7)

如果L𝑀是规范不变的, 上式就是规范协变的. 另外, 通过用算符𝐷𝜈作用方程(15.3.6), 利用对易关

系

[𝐷𝜈 , 𝐷𝜇]𝐹𝛼
𝜌𝜎 = −i (𝑡A𝛾)𝛼𝛽𝐹𝛾𝜈𝜇𝐹𝛽

𝜌𝜎 = −𝐶𝛾𝛼𝛽𝐹𝛾𝜈𝜇𝐹𝛽𝜌𝜎 ,

我们看到𝐽𝛼
𝜈满足规范协变守恒律

𝐷𝜈𝐽𝛼
𝜈 = 0 , (15.3.8)

而不是整个流J𝛼
𝜈所满足的平常的守恒律(15.3.4). 另外, (利用方程(15.1.5))可以直接导出等式:

𝐷𝜇𝐹𝛼𝜈𝜆 +𝐷𝜈𝐹𝛼𝜆𝜇 +𝐷𝜆𝐹𝛼𝜇𝜈 = 0 , (15.3.9)

无论规范场是否满足场方程, 这总是成立的.
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这些结果有助于强调在15.1节提到的非阿贝尔规范理论与广义相对论之间的深刻类比.

在广义相对论中, 类似于𝐽𝜇, 存在物质的能动量张量𝑇 𝜈𝜇, 它满足广义协变守恒律𝑇
𝜈
𝜇;𝜈 , 并且

在Einstein场方程的广义协变形式, 𝑅𝜈𝜇 − 1
2𝛿
𝜈
𝜇𝑅 = −8π𝐺𝑇 𝜈𝜇中, 它在方程的右边. 然而, 𝑇 𝜈𝜇在

通常的意义下并不守恒: 𝜕𝜈𝑇
𝜈
𝜇并不为零. 另一方面, 将Einstein方程左边的非线性项移至右边给

出场方程[8] (︂
𝑅𝜈𝜇 −

1

2
𝛿𝜈𝜇𝑅

)︂
LINEAR

= −8π𝐺 𝜏𝜈𝜇 ,

其中𝜏𝜈𝜇不是张量

𝜏𝜈𝜇 ≡ 𝑇 𝜈𝜇 +
1

8π𝐺

(︂
𝑅𝜈𝜇 −

1

2
𝛿𝜈𝜇𝑅

)︂
NONLINEAR

,

类似于J𝛼
𝜈 . 同J𝛼

𝜈一样, 𝜏𝜈𝜇在通常的意义下守恒

𝜕𝜈𝜏
𝜈
𝜇 = 0

并可以视为能量和动量的流:

𝑃𝜇 =

∫︁
𝜏0𝜇 d

3𝑥 .

因为引力场携带能量和动量, 它包含一个纯引力项; 没有这一项, 𝜏𝜈𝜇无法守恒. 类似地, 对于非

阿贝尔群(那些𝐶𝛾𝛼𝛽 ̸= 0的群), 规范场携带它们所作用的量子数, 所以J𝛼
𝜈包含一个规范场项(方

程(15.3.3)右边的第一项). 因为J𝛼
𝜈在通常的意义下守恒, 它可以视为这些量子数的流, 其中对称

性生成元由下面的时间无关量给出

𝑇𝛼 =

∫︁
J𝛼

0 d3𝑥 . (15.3.10)

(另外, 齐次方程(15.3.9)包含协变导数, 就像广义相对论的Bianchi(比安奇)等式.) 相反, 这些复杂

性都没有出现在量子电动力学中, 这是因为光子不携带它所作用的量子数, 电荷.

15.4 量子化

我们现在开始量子化前两节所描述的规范理论. 拉格朗日密度取为(15.3.1)的形式:

L = −1
4𝐹𝛼𝜇𝜈𝐹𝛼

𝜇𝜈 + L𝑀 (𝜓,𝐷𝜈𝜓) , (15.4.1)

其中

𝐹𝛼𝜇𝜈 ≡ 𝜕𝜇𝐴𝛼𝜈 − 𝜕𝜈𝐴𝛼𝜇 + 𝐶𝛼𝛽𝛾𝐴𝛽𝜇𝐴𝛾𝜈 ,

𝐷𝜇𝜓 ≡ 𝜕𝜇𝜓 − i𝑡𝛼𝐴𝛼𝜇𝜓 .

我们不能简单地令对易子等于i乘以相对应的Poisson括号就将这个理论量子化. 问题是约束中的

一个. 用7.6节所描述的Dirac术语来说, 存在一个初级约束

Π𝛼0 ≡
𝜕L

𝜕(𝜕0𝐴𝛼0)
= 0 (15.4.2)

以及𝐴𝛼
0的场方程所提供的次级约束:

−𝜕𝜇
𝜕L

𝜕(𝜕𝜇𝐴𝛼0)
+

𝜕L

𝜕𝐴𝛼0
= 𝜕𝜇𝐹𝛼

𝜇0 + 𝐹𝛾
𝜇0𝐶𝛾𝛼𝛽𝐴𝛽𝜇 + 𝐽𝛼

0

= 𝜕𝑘Π𝛼
𝑘 +Π𝛾

𝑘𝐶𝛾𝛼𝛽𝐴𝛽𝑘 + 𝐽𝛼
0 = 0 , (15.4.3)



15.4 量子化 · 11 ·

其中Π𝛼
𝑘 ≡ 𝜕L /𝜕(𝜕0𝐴𝛼𝑘) = 𝐹𝛼

𝑘0是共轭于𝐴𝛼𝑘的“动量”, 其中𝑘在1, 2, 3之间取值. Π𝛼0与𝜕𝑘Π𝛼
𝑘 +

Π𝛾
𝑘𝐶𝛾𝛼𝛽𝐴𝛽𝑘 + 𝐽𝛼

0的Poisson括号为零(这是因为后一个量独立于𝐴𝛼
0), 所以它们是第一类约束,

这些约束不能用Dirac括号替换Poisson括号进行处理.

正如电动力学的情况, 我们通过选择规范来处理这些约束. 电动力学采用的Coulomb规范在

这里将会导致一个令人不快的复杂性,* 所以我们转而在所谓的轴向规范下进行处理, 它基于条件

𝐴𝛼3 = 0 . (15.4.4)

这样, 规范场的正则变量就是𝐴𝛼𝑖, 𝑖现在在1和2之间取值, 再加上它们的正则共轭

Π𝛼𝑖 ≡
𝜕L

𝜕(𝜕0𝐴𝛼𝑖)
= −𝐹𝛼0𝑖 = 𝜕0𝐴𝛼𝑖 − 𝜕𝑖𝐴𝛼0 + 𝐶𝛼𝛽𝛾𝐴𝛽0𝐴𝛾𝑖 . (15.4.5)

场𝐴𝛼0不是独立的正则变量, 而是通过约束(15.4.3)以其它变量定义的. 为了看到这一点, 注意

到“电”场场强𝐹𝛼
𝜇0是

𝐹𝛼
𝑖0 = Π𝛼𝑖 , 𝐹𝛼

30 = 𝜕3𝐴𝛼
0 , (15.4.6)

所以约束(15.4.3)变成

− (𝜕3)
2𝐴𝛼

0 = 𝜕𝑖Π𝛼𝑖 +Π𝛾𝑖𝐶𝛾𝛼𝛽𝐴𝛽𝑖 + 𝐽𝛼
0 , (15.4.7)

这个方程(在合理的边界条件下)可以很容易地解出, 并以Π𝛾𝑖, 𝐴𝛽𝑖和𝐽𝛼
0的泛函给出𝐴𝛼

0. (我们使

用了求和约定, 指标𝑖, 𝑗等对1和2求和.) 应该注意的是, 物质场𝜓ℓ的正则共轭是

𝜋ℓ =
𝜕L

𝜕(𝜕0𝜓ℓ)
=

𝜕L𝑀

𝜕(𝐷0𝜓ℓ)
, (15.4.8)

所以物质流的时间分量可以仅用物质场的正则变量表示

𝐽𝛼
0 = −i

𝜕L𝑀

𝜕(𝐷0𝜓ℓ)
(𝑡𝛼)

𝑚
ℓ 𝜓𝑚 = −i𝜋ℓ(𝑡𝛼)

𝑚
ℓ 𝜓𝑚 . (15.4.9)

因此方程(15.4.7)将给定时刻的𝐴𝛼
0定义为同一时刻的正则变量Π𝛾𝑖, 𝐴𝛽𝑖, 𝜋ℓ和𝜓𝑚的泛函.

既然我们已经找出了这一规范下的正则变量, 我们现在可以着手构建哈密顿量了. 哈密顿密

度是a

H = Π𝛼𝑖𝜕0𝐴𝛼𝑖 + 𝜋ℓ𝜕0𝜓ℓ − L

= Π𝛼𝑖(𝐹𝛼0𝑖 + 𝜕𝑖𝐴𝛼0 − 𝐶𝛼𝛽𝛾𝐴𝛽0𝐴𝛾𝑖) + 𝜋ℓ𝜕0𝜓ℓ

− 1
2 𝐹𝛼0𝑖𝐹𝛼0𝑖 +

1
4 𝐹𝛼𝑖𝑗𝐹𝛼𝑖𝑗 +

1
2 𝐹𝛼𝑖3𝐹𝛼𝑖3

− 1
2 𝐹𝛼03𝐹𝛼03 − L𝑀 . (15.4.10)

利用方程(15.4.4)和(15.4.6), 这变成

H = H𝑀 +Π𝛼𝑖(𝜕𝑖𝐴𝛼0 − 𝐶𝛼𝛽𝛾𝐴𝛽0𝐴𝛾𝑖) +
1
2 Π𝛼𝑖Π𝛼𝑖

+ 1
4 𝐹𝛼𝑖𝑗𝐹𝛼𝑖𝑗 +

1
2 𝜕3𝐴𝛼𝑖𝜕3𝐴𝛼𝑖 − 1

2 𝜕3𝐴𝛼0𝜕3𝐴𝛼0 , (15.4.11)

*除了纯代数上的困难外, Coulomb规范(同其他许多规范一样)还有一个称为Gribov(格里波夫)多值性的问题:[9] 即

便附加A𝛼在无限远处为零的条件, 对于Coulomb规范条件∇ ·A𝛼 = 0的每个解, 存在另一个解, 与其相差有限的规范

变换. Gribov多值性不会在这里影响我们, 因为我们是在轴向规范下进行量子化的, 在轴向规范下, 这个问题是不存在

的, 并且我们仅用其它规范, 例如Lorentz规范, 来生成微扰展开.

a原书方程(15.4.10)有笔误, 𝐹𝛼𝑖𝑗𝐹𝛼𝑖𝑗的系数应该是
1
4
而非 1

2
. ——译者注
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其中H𝑀是物质哈密顿密度:

H𝑀 ≡ 𝜋ℓ𝜕0𝜓ℓ − L𝑀 . (15.4.12)

沿用9.2节所导出的一般规则, 我们现在可以用这一哈密顿密度计算作为路径积分的矩阵元,

该路径积分是对𝐴𝛼𝑖, Π𝛼𝑖, 𝜓ℓ和𝜋ℓ的路径积分, 含有权重因子exp(i𝐼), 其中

𝐼 =

∫︁
d4𝑥

[︁
Π𝛼𝑖𝜕0𝐴𝛼𝑖 + 𝜋ℓ𝜕0𝜓ℓ − H + 𝜖项

]︁
, (15.4.13)

在𝐼中, “𝜖项”仅用来给出传播子分母中正确的无限小虚项. (参看9.2节.) 我们注意到方程(15.4.7)和

(15.4.9)给出的𝐴𝛼
0是正则变量的泛函, 而该泛函关于Π𝛼𝑖和𝜋ℓ是线性的. 那么, 对方程(15.4.11)的

观察表明了, (假定L𝑀至多是𝐷𝜇𝜓的平方)完整作用量(15.4.13)的被积函数至多是Π𝛼𝑖和𝜋ℓ的二次.

因此, 通过高斯积分的通常规则, 我们可以算出对这些正则“动量”的路径积分. 这一步骤的麻烦是

方程(15.4.13)中Π𝛼𝑖的二阶项系数是𝐴𝛼𝑖的函数, 所以高斯积分将会产生一个可怕的场相关行列式

因子. 另外, 此时的整个体系看起来没有丝毫的可能是Lorentz不变的.

我们不在这条道路上继续前行, 取而代之, 我们将使用一个类似于在9.6节的电动力学路径积

分公式中使用过的技巧. 注意到, 如果我们暂且认为𝐴𝛼0是独立变量, 那么作用量(15.4.13)显然

是𝐴𝛼0的二次型, 其中二阶项𝐴𝛼0(𝑥)𝐴𝛽0(𝑦)的系数等于场无关核(𝜕3)
2𝛿4(𝑥 − 𝑦). 正如我们在第九

章的附录中所看到的, 这种对𝐴𝛼0(𝑥)的高斯积分, 除去一个常数因子外, 等于被积函数在指数变量

稳定“点”的值. 但是, 这里的作用量变分导数是

𝛿𝐼

𝛿𝐴𝛼0
= − 𝜕H

𝜕𝐴𝛼0
= 𝐽𝛼

0 + 𝜕𝑖Π𝛼𝑖 + 𝐶𝛽𝛼𝛾Π𝛽𝑖𝐴𝛾𝑖 − 𝜕23𝐴𝛼0 ,

所以作用量的“稳定”点是约束方程(15.4.7)的解. 因此, 取代用𝐴𝛼0作为方程(15.4.7)的解, 我们同

样可以就把它当做独立的积分变量进行处理.

现在,视𝐴𝛼0为独立变量时,哈密顿量
∫︀
d3𝑥H显然是Π𝛼𝑖的二次型,其中二阶项Π𝛼𝑖(𝑥)Π𝛽𝑗(𝑦)的

系数由场无关核1
2𝛿

4(𝑥 − 𝑦)𝛿𝑖𝑗给出. 假定这对于物质场𝜋ℓ同样是成立的, 通过令𝜋ℓ和Π𝛼𝑖等于对应

方程(15.4.1)的作用量的稳定“点”, 我们可以计算出对𝜋ℓ和Π𝛼𝑖的路径积分至相差一个常数因子,

𝜋ℓ和Π𝛼𝑖的稳定“点”是:

0 =
𝛿𝐼

𝛿𝜋ℓ
= 𝜕0𝜓ℓ −

𝜕H𝑀

𝜕𝜋ℓ
,

0 =
𝛿𝐼

𝛿Π𝛼𝑖
= 𝜕0𝐴𝛼𝑖 −Π𝛼𝑖 − 𝜕𝑖𝐴𝛼0 + 𝐶𝛼𝛽𝛾𝐴𝛽0𝐴𝛾𝑖 = 𝐹𝛼0𝑖 −Π𝛼𝑖 .

将其代回方程(15.4.13)给出

𝐼 =

∫︁
d4𝑥

[︁
H𝑀 + 1

2 𝐹𝛼0𝑖𝐹𝛼0𝑖

− 1
4 𝐹𝛼𝑖𝑗𝐹𝛼𝑖𝑗 − 1

2𝜕3𝐴𝛼𝑖𝜕3𝐴𝛼𝑖 +
1
2(𝜕3𝐴𝛼0)

2
]︁

=

∫︁
d4𝑥L , (15.4.14)

其中L是我们所出发的拉格朗日量(15.3.1)! 换句话说, 我们要做的是对𝜓ℓ(𝑥)以及𝐴𝛼𝜇(𝑥)的全

部4个分量的路径积分, 其中的权重因子由方程(15.4.14)和(15.3.1)给出且是显然协变的, 但是强加

了轴向规范协变条件, 即插入了因子 ∏︁
𝑥,𝛼

𝛿
(︁
𝐴𝛼3(𝑥)

)︁
. (15.4.15)
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只要𝒪𝐴,𝒪𝐵 · · ·是规范不变的, 我们就有

⟨𝑇{𝒪𝐴𝒪𝐵 · · · }⟩VACUUM ∝
∫︁ [︃∏︁

ℓ,𝑥

d𝜓ℓ(𝑥)

]︃[︃∏︁
𝛼,𝜇,𝑥

d𝐴𝛼𝜇(𝑥)

]︃
×𝒪𝐴𝒪𝐵 · · · exp{i𝐼 + 𝜖项}

∏︁
𝑥,𝛼

𝛿(𝐴𝛼3(𝑥)) , (15.4.16)

其中𝐼是方程(15.4.14)给出的Lorentz不变且规范不变的作用量.

* * *

为了将来的参考, 我们注意到, 方程(15.4.16)中对规范场积分的体积元
∏︀
𝛼,𝜇,𝑥 d𝐴𝛼𝜇(𝑥)是规范

不变的, 也就是说 ∏︁
𝛼,𝜇,𝑥

d𝐴Λ𝛼𝜇(𝑥) =
∏︁
𝛼,𝜇,𝑥

d𝐴𝛼𝜇(𝑥) , (15.4.17)

其中𝐴Λ𝛼𝜇是用规范变换作用𝐴𝛼𝜇(𝑥)后的结果, 规范变换的参量是Λ𝛼(𝑥). 证明对于单位元附近的

变换, 即无限小的变换参量𝜆𝛼(𝑥), 这是成立的就足够了. 在这一情况下

𝐴𝜆𝛼
𝜇 = 𝐴𝛼

𝜇 + 𝜕𝜇𝜆𝛼 + 𝐶𝛼𝛽𝛾𝐴𝛽
𝜇𝜆𝛾 ,

所以体积元之间的关系为 ∏︁
𝛼,𝜇,𝑥

d𝐴𝜆𝛼𝜇(𝑥) = Det(N )
∏︁
𝛼,𝜇,𝑥

d𝐴𝛼𝜇(𝑥) ,

其中N 是“矩阵”:

N𝛼𝜇𝑥,𝛽𝜈𝑦 =
𝛿𝐴𝜆𝛼𝜇(𝑥)

𝛿𝐴𝛽𝜈(𝑦)
= 𝛿4(𝑥− 𝑦) 𝛿𝜈𝜇

[︁
𝛿𝛼𝛽 + 𝐶𝛼𝛽𝛾𝜆𝛾(𝑥)

]︁
.

因为迹𝐶𝛼𝛼𝛾为零, 所以到𝜆𝛾的一阶, N 的行列式为1.

在本章, 我们将假定对物质场积分的体积元
∏︀
𝑛,𝑥 d𝜓𝑛(𝑥)也是规范不变的. 这里有一个很重要

的微妙, 在第22章我们将回到这个问题上, 但是, 正如那里所证明的, 这一假定对于我们目前的强

作用和电弱作用的非阿贝尔规范理论是适用的.

15.5 De Witt-Faddeev-Popov方法

我们的路径积分公式(15.4.16)是在一个有利于正则量子化的规范下导出的, 但是从这一公式

导出的Feynman规则会隐藏理论潜在的旋转不变性与Lorentz不变性. 为了导出显然Lorentz不变

的Feynman规则, 我们需要改变规范.

我们首先注意到的是, 方程(15.4.16)是(相差一个不重要的常数因子)一大类泛函积分中的一

个特殊情况, 这类泛函积分的形式为:

I =

∫︁ [︃∏︁
𝑛,𝑥

d𝜑𝑛(𝑥)

]︃
G [𝜑]𝐵

[︁
𝑓 [𝜑]

]︁
DetF [𝜑] , (15.5.1)
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其中𝜑𝑛(𝑥)是一组规范场和物质场;
∏︀
𝑛,𝑥 d𝜑𝑛(𝑥)是体积元; 而G [𝜑]是𝜑𝑛(𝑥)的泛函, 并满足规范不变

条件:

G [𝜑𝜆]
∏︁
𝑛,𝑥

d𝜑𝜆𝑛(𝑥) = G [𝜑]
∏︁
𝑛,𝑥

d𝜑𝑛(𝑥) , (15.5.2)

其中𝜑𝜆𝑛(𝑥)是用一个规范变换作用在𝜑上的结果, 该规范变换的参量是𝜆𝛼(𝑥). (通常情况下, 当

这一点满足时, 泛函G与体积元分别是不变的, 但在这里我们所需要的只有方程(15.5.2).) 另外,

𝑓𝛼[𝜑;𝑥]是这些场的“规范固定泛函”, 它不是规范不变的且依赖于𝑥和𝛼; 𝐵[𝑓 ]是针对𝑥和𝛼的一般函

数𝑓𝛼(𝑥)所定义的某个数值泛函; 而F是“矩阵”:

F𝛼𝑥,𝛽𝑦[𝜑] ≡
𝛿𝑓𝛼[𝜑𝜆;𝑥]

𝛿𝜆𝛽(𝑦)

⃒⃒⃒⃒
𝜆=0

. (15.5.3)

(与我们通常函数的泛函或泛函的泛函的记法一致, 𝐵
[︁
𝑓 [𝜑]

]︁
所依赖的𝑓𝛼[𝜑;𝑥]值是: 对未表示出的

变量𝛼和𝑥的所有值所取的值, 而表示出的变量, 函数𝜑𝑛(𝑥), 保持不变.) 方程(15.5.1)并不代表方

程(15.4.16)最大可能的推广; 在15.7节我们将看到, 由于某些原因, 需要并存在进一步的推广. 这

里我们从方程(15.5.1)出发, 这是因为它将协助推动15.7节的形式体系, 并且就处理处在最方便规

范下的非阿贝尔规范理论而言, 它是足够的.

我们必须要验证路径积分(15.4.16)确实是方程(15.5.1)的一个特殊情况. 在方程(15.4.16)中,

场𝜑𝑛(𝑥)由𝐴𝛼𝜇(𝑥)和物质场𝜓ℓ(𝑥)构成, 并且

𝑓𝛼[𝐴,𝜓;𝑥] = 𝐴𝛼3(𝑥) , (15.5.4)

𝐵[𝑓 ] =
∏︁
𝑥,𝛼

𝛿
(︁
𝑓𝛼(𝑥)

)︁
, (15.5.5)

G [𝐴,𝜓] = exp{i 𝐼 + 𝜖项}𝒪𝐴𝒪𝐵 · · · , (15.5.6)∏︁
𝑛,𝑥

d𝜑𝑛(𝑥) =

[︃∏︁
ℓ,𝑥

d𝜓ℓ(𝑥)

]︃[︃∏︁
𝛼,𝜇,𝑥

d𝐴𝜇𝛼(𝑥)

]︃
. (15.5.7)

(我们现在去掉上下标𝛼, 𝛽, · · ·之间的区别.) 比较方程(15.4.16)与方程(15.5.1)—(15.5.3), 这表明了

除去因子DetF [𝜑]之外, 这些路径积分实际上是相同的. 对于特定的规范固定泛函(15.5.4), 这一

因子是场无关的: 如果𝐴3
𝛼(𝑥) = 0, 那么在参量为𝜆𝛼(𝑥)的规范变换下, 𝐴3

𝛼(𝑥)的变化是

𝐴3
𝜆𝛼(𝑥) = 𝜕3 𝜆𝛼(𝑥) =

∫︁
d4𝑦 𝜆𝛼(𝑦) 𝜕3𝛿

4(𝑥− 𝑦) ,

使得方程(15.5.3)在这里变成场无关“矩阵”

F𝛼𝑥,𝛽𝑦[𝜑] = 𝛿𝛼𝛽 𝜕3𝛿
4(𝑥− 𝑦) .

因此, 方程(15.5.1)中的行列式在这一规范下也是场无关的. 正如第9章所论述过的, 泛函积分中的

场无关因子仅影响期望值与𝑆-矩阵的真空涨落部分, 因而与𝑆-矩阵元连通部分的计算是无关的.

将任意非阿贝尔理论的泛函积分(15.4.16)视为一般路径积分(15.5.1)的一个特殊情况, 其

中的关键之处在于, 在这一形式下我们可以自由地改变规范. 特别地, 我们有一个定理, 即积

分(15.5.1)实际上(在一个很宽泛的限制下)独立于规范固定泛函𝑓𝛼[𝜑;𝑥], 它仅通过一个不相关的常

数因子与泛函𝐵[𝑓 ]的选择相关.
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证明: 将方程(15.5.1)中的所有积分变量𝜑替换成一个新的积分变量𝜑Λ, 其中的Λ𝛼(𝑥)是任意(但固

定)一组规范变换参量:

I =

∫︁ [︃∏︁
𝑛,𝑥

d𝜑Λ𝑛(𝑥)

]︃
G [𝜑Λ]𝐵

[︁
𝑓 [𝜑Λ]

]︁
DetF [𝜑Λ] . (15.5.8)

(这一步在数学上是平庸的, 就像将积分
∫︀∞
−∞ 𝑓(𝑥)d𝑥变成

∫︀∞
−∞ 𝑓(𝑦)d𝑦, 并且没有使用我们关于规范

不变性的假定.) 现在使用已假定的测度Πd𝜑乘以泛函G [𝜑]的规范不变性(15.5.2), 将其重写为

I =

∫︁ [︃∏︁
𝑛,𝑥

d𝜑𝑛(𝑥)

]︃
G [𝜑]𝐵

[︁
𝑓 [𝜑Λ]

]︁
DetF [𝜑Λ] . (15.5.9)

既然Λ𝛼(𝑥)是任意的, 这时左边不能与它相关. 因此, 在一个合适的权重因子𝜌[Λ](会在后面选定)下

积掉Λ𝛼(𝑥)会给出

I

∫︁ [︃∏︁
𝛼,𝑥

dΛ𝛼(𝑥)

]︃
𝜌[Λ] =

∫︁ [︃∏︁
𝑛,𝑥

d𝜑𝑛(𝑥)

]︃
G [𝜑]𝐶[𝜑] , (15.5.10)

其中

𝐶[𝜑] ≡
∫︁ [︃∏︁

𝛼,𝑥

dΛ𝛼(𝑥)

]︃
𝜌[Λ]𝐵

[︁
𝑓 [𝜑Λ]

]︁
DetF [𝜑Λ] . (15.5.11)

现在, 方程(15.5.3)给出

F𝛼𝑥,𝛽𝑦[𝜑𝜆] =
𝛿𝑓𝛼[(𝜑Λ)𝜆;𝑥]

𝛿𝜆𝛽(𝑦)

⃒⃒⃒⃒
𝜆=0

. (15.5.12)

我们假定这些变换构成群; 即, 我们可以将先进行参量为Λ𝛼(𝑥)的规范变换再进行参量为𝜆𝛼(𝑥)的

规范变换后的结果, 写成规范变换参量为Λ̃𝛼(𝑥; Λ, 𝜆)的单次“乘积”规范变换作用后的结果,

(𝜑Λ)𝜆 = 𝜑Λ̃(Λ,𝜆) . (15.5.13)

利用偏(泛函)微分的链式法则, 我们就有

F𝛼𝑥,𝛽𝑦[𝜑Λ] =

∫︁
I𝛼𝑥,𝛾𝑧[𝜑,Λ]R

𝛾𝑧
𝛽𝑦[Λ]d

4𝑧 , (15.5.14)

其中

I𝛼𝑥,𝛾𝑧[𝜑,Λ] ≡
𝛿𝑓𝛼[𝜑Λ̃;𝑥]

𝛿Λ̃𝛾(𝑧)

⃒⃒⃒⃒
Λ̃=Λ

=
𝛿𝑓𝛼[𝜑Λ;𝑥]

𝛿Λ𝛾(𝑧)
(15.5.15)

以及

R𝛾𝑧
𝛽𝑦[Λ] =

𝛿Λ̃𝛾(𝑧; Λ, 𝜆)

𝛿𝜆𝛽(𝑦)

⃒⃒⃒⃒
𝜆=0

. (15.5.16)

由此得出

DetF [𝜑Λ] = DetI [𝜑,Λ] DetR[Λ] . (15.5.17)

我们注意到, DetI [𝜑,Λ]就是积分变量从Λ𝛼(𝑥)变换到(𝜑固定的)𝑓𝛼[𝜑Λ;𝑥]的雅克比行列式. 因此,

如果我们将权重函数𝜌(Λ)选为

𝜌(Λ) = 1
⧸︁
DetR[Λ] (15.5.18)
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那么

𝐶[𝜑] =

∫︁ [︃∏︁
𝛼,𝑥

dΛ𝛼(𝑥)

]︃
DetI [𝜑,Λ]𝐵

[︁
𝑓 [𝜑Λ]

]︁
=

∫︁ [︃∏︁
𝛼,𝑥

d𝑓𝛼(𝑥)

]︃
𝐵[𝑓 ] ≡ 𝐶 , (15.5.19)

它显然是独立于𝜑的. (读者可以认为方程(15.5.18)给出了群的参量空间上的不变(Haar)测度.) 这

样, 最终我们有

I =
𝐶
∫︀ [︁∏︀

𝑛,𝑥 d𝜑𝑛(𝑥)
]︁
G [𝜑]∫︀ [︁∏︀

𝛼,𝑥 dΛ
𝛼(𝑥)

]︁
𝜌[Λ]

. (15.5.20)

这个结果显然与我们对𝑓𝛼[𝜑;𝑥]的选择无关, 它已经被简化成单变量的积分, 并且它仅通过常

数𝐶与𝐵[𝑓 ]相关, 这正是所要证明的.

在继续应用这个定理之前, 我们应该暂停一下, 关注推导中的一个技巧点. 由于同一个原因,

方程(15.5.20)的分子和分母中的积分都是病态定义的. 因为假定G [𝜑]是规范不变的, 所以它对𝜑的

积分不可能收敛的; 将𝜑变成𝜑𝜆的“轨道”能够抵达所有可能的𝜆𝛼(𝑥), 而G [𝜑]沿着所有这样的轨道

都是常数. 同样, 分母中的积分也是发散的, 这是因为𝜌[Λ]ΠdΛ就是普通群积分的不变体积元, 并

且它沿着“轨道”Λ → Λ̃(Λ, 𝜆)是常数. 通过在一个有限的时空晶格内表述该理论, 方程(15.5.20)中

分子和分母的发散都可以被消除掉, 在这一情况下, 规范群的体积就是整体Lie群本身的体积乘以

晶格格位的数目. 对于方程(15.5.20)左边的原始定义(15.5.1)而言, 由于规范固定因子𝐵[𝑓 ]消除了

这一发散, 我们可以推测, 随着晶格格位的数目趋于无穷, 它在方程(15.5.20)右边的分子和分母之

间抵消了.

现在, 切入主题. 我们已经看到, 轴向规范下的真空期望值(15.4.16)由一般形式的路径积

分(15.5.1)给出. 装备了之上的定理后, 对于𝑓𝛼[𝐴,𝜓;𝑥]和𝐵[𝑓 ]的(几乎)任意选择, 我们得到结论

⟨𝑇{𝒪𝐴𝒪𝐵 · · · }⟩𝑉 ∝
∫︁ ⎡⎣∏︁

ℓ,𝑥

d𝜓ℓ(𝑥)

⎤⎦[︃∏︁
𝛼,𝜇,𝑥

d𝐴𝛼
𝜇(𝑥)

]︃

×𝒪𝐴𝒪𝐵 · · · exp{i𝐼 + 𝜖项}𝐵
[︁
𝑓 [𝐴,𝜓]

]︁
DetF [𝐴,𝜓] . (15.5.21)

因此, 我们现在可以在一个更加方便的规范下用方程(15.5.21)推导Feynman规则.

我们知道如何计算的路径积分是高斯型乘以多项式的路径积分, 所以我们一般会取

𝐵[𝑓 ] = exp

(︂
− i

2𝜉

∫︁
d4𝑥 𝑓𝛼(𝑥)𝑓𝛼(𝑥)

)︂
, (15.5.22)

其中𝜉是任意的实参量. 在这一选择下, 因子𝐵在方程(15.5.21)中的效应仅是给有效拉格朗日量增

加一项

LEFF = L − 1

2𝜉
𝑓𝛼𝑓𝛼 . (15.5.23)

Lorentz不变的规范固定函数𝑓𝛼的最简单选择与电动力学中的选择相同:

𝑓𝛼 = 𝜕𝜇𝐴𝛼
𝜇 . (15.5.24)
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这样, 裸规范场的传播子就可以像量子电动力学中那样进行计算. 有效作用量的自由矢量玻色子

部分可以写成

𝐼0𝐴 = −
∫︁

d4𝑥

[︂
1

4
(𝜕𝜇𝐴𝛼𝜈 − 𝜕𝜈𝐴𝛼𝜇)(𝜕

𝜇𝐴𝛼
𝜈 − 𝜕𝜈𝐴𝛼

𝜇)

+
1

2𝜉
(𝜕𝜇𝐴𝛼

𝜇)(𝜕𝜈𝐴𝛼
𝜈) + 𝜖项

]︂
= −1

2

∫︁
d4𝑥D𝛼𝜇𝑥,𝛽𝜈𝑦𝐴𝛼

𝜇(𝑥)𝐴𝛽
𝜈(𝑦) ,

其中

D𝛼𝜇𝑥,𝛽𝜈𝑦 = 𝜂𝜇𝜈
𝜕2

𝜕𝑥𝜆𝜕𝑦𝜆
𝛿4(𝑥− 𝑦)𝛿𝛼𝛽

−
(︂
1− 1

𝜉

)︂
𝜕2

𝜕𝑥𝜇𝜕𝑦𝜈
𝛿4(𝑥− 𝑦)𝛿𝛼𝛽 + 𝜖项

= (2π)−4𝛿𝛼𝛽

∫︁
d4𝑝

[︂
𝜂𝜇𝜈(𝑝

2 − i𝜖)−
(︂
1− 1

𝜉

)︂
𝑝𝜇𝑝𝜈

]︂
𝑒i𝑝·(𝑥−𝑦) .

取方括号中矩阵的倒数, 我们就得到了传播子:

Δ𝛼𝜇,𝛽𝜈(𝑥, 𝑦) = (D−1)𝛼𝜇𝑥,𝛽𝜈𝑦

= (2π)−4

∫︁
d4𝑝

[︂
𝜂𝜇𝜈 + (𝜉 − 1)

𝑝𝜇𝑝𝜈
𝑝2

]︂
𝑒i𝑝·(𝑥−𝑦)

𝑝2 − i𝜖
. (15.5.25)

这既是Landau规范的推广, 也是Feynman规范的推广, 可以通过取𝜉 = 0和𝜉 = 1分别回到这两个

规范. 当𝜉 → 0时, 除了𝑓𝛼 = 0附近, 泛函(15.5.22)振荡的非常剧烈, 所以这个泛函的作用就像𝛿-函

数, 给泛函积分强加了Landau规范条件𝜕𝜇𝐴
𝜇 = 0, 它很自然地导出了满足条件𝜕𝜇Δ𝛼𝜇,𝛽𝜈 = 0所相

应的传播子. 对于不为零的𝜉值, 泛函𝐵[𝑓 ]并不挑出规范场, 使得𝐴𝛼𝜇满足任何特定规范条件, 但是

通常将传播子(15.5.25)称为“广义Feynman规范”或“广义𝜉-规范”下的传播子. 一个很好的计算物

理振幅的策略是, 保持𝜉任意, 而在计算的最后检验结果是不是𝜉-无关的.

附加一个条件后, Feynman规则现在是显然的: 顶点的贡献可以从原始拉格朗日L的相互

作用项中读出来, 而规范场传播子由方程(15.5.25)给出, 物质场传播子像往常那样计算. 确切些,

L中的三线性相互作用

−1
2 𝐶𝛼𝛽𝛾(𝜕𝜇𝐴𝛼𝜈 − 𝜕𝜈𝐴𝛼𝜇)𝐴𝛽

𝜇𝐴𝛾
𝜈

对应与三个矢量玻色子线相连的顶点,这些线携带(入)动量𝑝, 𝑞, 𝑘以及Lorentz和规范指标𝜇𝛼, 𝜈𝛽, 𝜌𝛾,

那么, 根据动量空间Feynman规则, 这种顶点对被积函数的贡献是

i(2π)4𝛿4(𝑝+ 𝑞 + 𝑘) [−i𝐶𝛼𝛽𝛾 ]
[︁
𝑝𝜈𝜂𝜇𝜆 − 𝑝𝜆𝜂𝜇𝜈 + 𝑞𝜆𝜂𝜈𝜇 − 𝑞𝜇𝜂𝜈𝜆 + 𝑘𝜇𝜂𝜆𝜈 − 𝑘𝜈𝜂𝜆𝜇

]︁
. (15.5.26)

另外, L中的𝐴4相互作用项,

−1
4 𝐶𝜖𝛼𝛽𝐶𝜖𝛾𝛿 𝐴𝛼𝜇𝐴𝛽𝜈𝐴𝛾

𝜇𝐴𝛿
𝜈 ,

它对应与四个矢量玻色子线相连的顶点. 如果这些线携带(入)动量𝑝, 𝑞, 𝑘, ℓ, 以及Lorentz和规范指

标𝜇𝛼, 𝜈𝛽, 𝜌𝛾和𝜎𝛿, 那么这种顶点对被积函数的贡献是

i(2π)4𝛿4(𝑝+ 𝑞 + 𝑘 + ℓ) ×
[︁
− 𝐶𝜖𝛼𝛽 𝐶𝜖𝛾𝛿(𝜂𝜇𝜌𝜂𝜈𝜎 − 𝜂𝜇𝜎𝜂𝜈𝜌)

− 𝐶𝜖𝛼𝛾 𝐶𝜖𝛼𝛽(𝜂𝜇𝜎𝜂𝜌𝜈 − 𝜂𝜇𝜈𝜂𝜎𝜌)− 𝐶𝜖𝛼𝛿 𝐶𝜖𝛽𝛾(𝜂𝜇𝜈𝜂𝜌𝜎 − 𝜂𝜇𝜌𝜂𝜎𝜈)
]︁
. (15.5.27)
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(回忆起结构常数𝐶𝛼𝛽𝛾包含耦合常数因子, 所以因子(15.5.26)和(15.5.27)关于耦合常数分别是一阶

和二阶的.)

在这一Feynman规则中, 还有一个困难我们没有处理, 即, 方程(15.5.21)中出现了因子detF ,

对于一般的规范, 它不是常数. 我们现在转向这个因子的考察.

15.6 鬼

我们现在来考察方程(15.5.21)中的因子F对非阿贝尔规范场论Feynman规则的影响. 为了

能将这个影响处理成Feynman规则的修正, 回顾我们在9.5节所证明的一个事实, 即, 任何矩

阵F𝛼𝑥,𝛽𝑦的行列式可以表示为一个路径积分

DetF ∝
∫︁ [︃∏︁

𝛼,𝑥

d𝜔*
𝛼(𝑥)

]︃[︃∏︁
𝛼,𝑥

d𝜔𝛼(𝑥)

]︃
exp(i𝐼𝐺𝐻) , (15.6.1)

其中

𝐼𝐺𝐻 ≡
∫︁

d4𝑥 d4𝑦 𝜔*
𝛼(𝑥)𝜔𝛽(𝑦)F𝛼𝑥,𝛽𝑦 . (15.6.2)

这里的𝜔*
𝛼和𝜔𝛼是一组独立的反对易经典变量, 并且比例常数是场无关的. (为了再次给出因

子DetF , 我们必须将场变量𝜔𝛼和𝜔
*
𝛼选成费米场变量; 如果我们将这些场变量选成玻色的, 那

么路径积分(15.6.1)就会正比于(DetF )−1.) 场𝜔*
𝛼和𝜔𝛼不非得通过复共轭相关联, 我们甚至会

在15.7节看到, 由于某些原因, 我们需要假定𝜔*
𝛼和𝜔𝛼是独立的实变量. 因子DetF的全部效应等同

于把𝐼𝐺𝐻纳入到全部的有效作用量中, 并对“场”𝜔和𝜔*积分. 即, 对于任意的规范固定函数𝑓𝛼(𝑥),

⟨𝑇{𝒪𝐴 · · · }⟩𝑉 ∝
∫︁ [︃∏︁

𝑛,𝑥

d𝜓𝑛(𝑥)

]︃[︃∏︁
𝛼,𝜇,𝑥

d𝐴𝛼𝜇(𝑥)

]︃

×
[︃∏︁
𝛼,𝑥

d𝜔𝛼(𝑥) d𝜔
*
𝛼(𝑥)

]︃
exp

(︁
i 𝐼MOD[𝜓,𝐴, 𝜔, 𝜔

*]
)︁
𝒪𝐴 · · · , (15.6.3)

其中𝐼MOD是修正作用量

𝐼MOD =

∫︁
d4𝑥

[︂
L − 1

2𝜉
𝑓𝛼𝑓𝛼

]︂
+ 𝐼𝐺𝐻 . (15.6.4)

场𝜔𝛼和𝜔
*
𝛼(至少在协变规范下)是Lorentz标量, 但它们满足费米统计. 这里并没有真的违反

自旋统计关系, 这是因为在初态或末态中不存在描述这些场的粒子. 由于这个原因, 𝜔𝛼和𝜔
*
𝛼称

为“鬼”粒子和“反鬼”粒子的场. 对方程(15.6.2)的观察表明, 这个作用量反应了称为“鬼数”的守恒

量, 𝜔𝛼的鬼数等于1, 𝜔*
𝛼的鬼数等于−1, 而对于所以其它的场则是零.

当“矩阵”F可以表示成

F = F0 + F1 , (15.6.5)

其中F0与场无关且是耦合常数的零阶项, 而F1与场相关且正比于一个或多个耦合常数, 这时鬼场

的Feynman规则最简单. 在这一情况下, 鬼场传播子就是

Δ𝛼𝛽(𝑥, 𝑦) = −(F−1
0 )𝛼𝑥,𝛽𝑦 (15.6.6)
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而鬼场顶点直接从相互作用项中读出

𝐼 ′𝐺𝐻 =

∫︁
d4𝑥 d4𝑦 𝜔*

𝛼(𝑥)𝜔𝛽(𝑦)(F1)𝛼𝑥,𝛽𝑦 . (15.6.7)

例如, 在上一节所讨论的广义𝜉-规范中, 我们有

𝑓𝛼 = 𝜕𝜇𝐴
𝜇
𝛼 , (15.6.8)

并且, 对于无限小的规范参量𝜆𝛼, 方程(15.1.9)给出:

𝐴𝜇𝛼𝜆 = 𝐴𝜇𝛼 + 𝜕𝜇𝜆𝛼 + 𝐶𝛼𝛾𝛽𝜆𝛽𝐴
𝜇
𝛾

使得

F𝛼𝑥,𝛽𝑦 =
𝛿𝜕𝜇𝐴

𝜇
𝛼𝜆(𝑥)

𝛿𝜆𝛽(𝑦)

⃒⃒⃒⃒
𝜆=0

= � 𝛿4(𝑥− 𝑦) + 𝐶𝛼𝛾𝛽
𝜕

𝜕𝑥𝜇

[︁
𝐴𝜇𝛾(𝑥)𝛿

4(𝑥− 𝑦)
]︁
. (15.6.9)

这就是(15.6.5)的形式, 其中

(F0)𝛼𝑥,𝛽𝑦 = �𝛿
4(𝑥− 𝑦) 𝛿𝛼𝛽 , (15.6.10)

(F1)𝛼𝑥,𝛽𝑦 = −𝐶𝛼𝛽𝛾
𝜕

𝜕𝑥𝜇

[︁
𝐴𝛾𝜇(𝑥)𝛿

4(𝑥− 𝑦)
]︁
. (15.6.11)

从方程(15.6.6)和(15.6.10)中, 我们看到鬼场传播子是

Δ𝛼𝛽(𝑥, 𝑦) = 𝛿𝛼𝛽(2π)
−4

∫︁
d4𝑝 (𝑝2 − 𝑖𝜖)−1 𝑒i𝑝·(𝑥−𝑦) , (15.6.12)

所以, 在这一规范下, 鬼场的行为就像零质量的无自旋费米子, 它按照规范群的伴随表示进行变

换. 利用方程(15.6.7)和(15.6.11)并分部积分, 我们发现这一作用量中的鬼场相互作用项变成

𝐼 ′𝐺𝐻 =

∫︁
d4𝑥 𝐶𝛼𝛽𝛾

𝜕𝜔*
𝛼

𝜕𝑥𝜇
𝐴𝜇𝛾 𝜔𝛽 . (15.6.13)

这一相互作用所对应的顶点与一个出鬼线, 一个入鬼线以及一个矢量玻色子线相连. 如果这些线

分别携带(入)动量𝑝, 𝑞, 𝑘以及规范指标𝛼, 𝛽, 𝛾, 并且规范场携带矢量指标𝜇, 那么这种顶点对积分的

贡献由动量空间Feynman规则给定为

i(2π)4𝛿4(𝑝+ 𝑞 + 𝑘) × i𝑝𝜇𝐶𝛼𝛽𝛾 . (15.6.14)

鬼粒子绕圈传播, 圈上的每一顶点与单个矢量玻色子线传播, 就像平常对费米场变量所做的那样,

对于每一个圈都要补充一个额外的负号.

鬼圈额外的负号表明, 每个鬼场𝜔𝛼, 连同相应的反鬼场𝜔
*
𝛼, 代表的是某种负自由度. 这些负自

由度是必要的, 这是因为我们在使用协变规范场传播子时, 我们确实对物理自由度重复计数了; 物

理的自由度是𝐴𝜇𝛼(𝑥)的全部分量, 减去描述规范变换所需要的参量Λ𝛼(𝑥).

总结一下, 在广义𝜉-规范下, 修正作用量(15.6.4)可以写成

𝐼MOD =

∫︁
d4𝑥LMOD , (15.6.15)
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其中的修正拉格朗日密度是:

LMOD = LM − 1

4
𝐹𝜇𝜈𝛼 𝐹𝛼𝜇𝜈 −

1

2𝜉
(𝜕𝜇𝐴

𝜇
𝛼)(𝜕𝜈𝐴

𝜈
𝛼)

− 𝜕𝜇𝜔
*
𝛼𝜕

𝜇𝜔𝛼 + 𝐶𝛼𝛽𝛾(𝜕𝜇𝜔
*
𝛼)𝐴

𝜇
𝛾𝜔𝛽 . (15.6.16)

重点是(如果物质拉格朗日量是可重整的)这个拉格朗日量是可重整的, 在基础的意义上, 就是说

它的项所包含的场与导数的乘积, 其总量纲(按质量幂次计)小于等于4. (方程(15.6.16)中的动能

项−𝜕𝜇𝜔*
𝛼𝜕

𝜇𝜔𝛼确定了场𝜔和𝜔
*的量纲, 它们是质量的一次, 和普通的标量场以及规范场相同.) 然

而, 这里的可重整性并不止于幂次计数; 同样必要的是, 存在一个抵消项吸收了每个发散. 在下一

节, 我们将考察一个显著的对称性, 在17.2节, 我们将用这个对称性证明非阿贝尔场论在这一意义

下确实是可重整的, 并且,这个对称性甚至可以取代我们一直讨论的Faddeev-Popov-De Witt方法.

15.7 BRST对称性

尽管前两节所描述的Faddeev-Popov-De Witt方法使得理论的Lorentz不变性变得显然, 但它

仍然依赖于选取一个规范, 因而它很自然地隐藏了理论的底层规范不变性. 在尝试证明理论的可

重整性时, 这将是一个严重的问题——规范不变性约束了拉格朗日量中可作为抵消项以吸收紫外

发散的项的形式, 但是一旦我们选择了规范, 我们如何知道规范不变性是否仍然会约束无穷大所

产生的方式?

然而, 值得注意的是, 即使在我们选择规范之后, 路径积分仍然含有一个与规范不变性相关

的对称性. 发现这一对称性的是Becchi(贝奇), Rouet(鲁埃), 以及Stora(斯托拉)[10], (Tyutin(秋

金)[11]同时独立地发现了这一对称性), 在1975年, Faddeev, Popov和De Witt的工作的几年之后,

他们发现了这一对称性, 为了纪念这些发现者, 这一对称性被称为BRST对称性. 这一对称性在一

定程度上将以它的原始发现历程展现出来, 它在这一过程中是作为Faddeev, Popov和De Witt方

法的副产物出现的, 然而, 正如我们将看到的, 它也可以视为Faddeev-Popov-De Witt方法的替代

品.

我们在方程(15.6.3)和(15.6.4)中已经看到, 对于非阿贝尔规范场论, 它的Feynman规则可以从

对物质场, 规范场和鬼场的路径积分中获得, 路径积分中的作用量进行了修正, 我们可以将其写成

𝐼MOD = 𝐼EFF + 𝐼𝐺𝐻 =

∫︁
d4𝑥LMOD , (15.7.1)

LMOD ≡ L − 1

2𝜉
𝑓𝛼𝑓𝛼 + 𝜔*

𝛼Δ𝛼 , (15.7.2)

其中有一个我们现在引入的量

Δ𝛼(𝑥) ≡
∫︁

d4𝑦 F𝛼𝑥,𝛽𝑦[𝐴,𝜓]𝜔𝛽(𝑦) . (15.7.3)

它对应于(15.5.21)中规范固定泛函的选择:

𝐵[𝑓 ] ∝ exp

(︂
− i

2𝜉

∫︁
d4𝑥 𝑓𝛼𝑓𝛼

)︂
. (15.7.4)
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对于我们当前的目的, 将𝐵[𝑓 ]重写成Fourier积分将是有帮助的:

𝐵[𝑓 ] =

∫︁ [︃∏︁
𝛼,𝑥

dℎ𝛼(𝑥)

]︃
exp

[︂
i𝜉

2

∫︁
d4𝑥ℎ𝛼ℎ𝛼

]︂
exp

[︂
i

∫︁
d4𝑥 𝑓𝛼ℎ𝛼

]︂
. (15.7.5)

我们现在必须要做对场ℎ𝛼(通常称为“Nakanishi-Lautrup”场[11a]), 以及物质场, 规范场, 鬼场和反

鬼场做路径积分, 其中作用量是一个新的修正作用量

𝐼NEW =

∫︁
d4𝑥

(︁
L + 𝜔*

𝛼Δ𝛼 + ℎ𝛼𝑓𝛼 + 1
2𝜉ℎ𝛼ℎ𝛼

)︁
. (15.7.6)

这一修正作用量不是规范不变的——相反, 如果我们要在路径积分中能够使用它, 它不是规

范不变的反而更好. 然而, 它在”BRST”对称变换下不变, 该对称变换由一无限小常数𝜃参数化,

𝜃与𝜔𝛼, 𝜔
*
𝛼以及所有的费米物质场反对易. 对于给定的𝜃, BRST变换是

𝛿𝜃𝜓 = i𝑡𝛼𝜃𝜔𝛼𝜓 , (15.7.7)

𝛿𝜃𝐴𝛼𝜇 = 𝜃𝐷𝜇𝜔𝛼 = 𝜃[𝜕𝜇𝜔𝛼 + 𝐶𝛼𝛽𝛾𝐴𝛽𝜇𝜔𝛾 ] , (15.7.8)

𝛿𝜃𝜔
*
𝛼 = −𝜃ℎ𝛼 , (15.7.9)

𝛿𝜃𝜔𝛼 = −1
2𝜃 𝐶𝛼𝛽𝛾𝜔𝛽𝜔𝛾 , (15.7.10)

𝛿𝜃ℎ𝛼 = 0 . (15.7.11)

(回忆, 在费米路径积分中, 𝜔𝛼和𝜔
*
𝛼之间不存在联系, 使得方程(15.7.9)不必须是方程(15.7.10)的

共轭.) 因为ℎ𝛼是BRST-不变的, 所以, 我们可以按照自己的意愿将方程(15.7.5)中的高斯因

子exp(12 𝑖𝜉
∫︀
ℎ𝛼ℎ𝛼)替换为ℎ𝛼的任意光滑泛函, 这会产生一个任意的泛函𝐵[𝑓 ], 但是不会影响作

用量的BRST不变性. 然而, 为了图形计算以及重整化的目的, 保持𝐵[𝑓 ]为高斯型将是有帮助的.

在检查作用量(15.7.1)的不变性时, 先注意到变换(15.7.7)—(15.7.11)的幂零性将是很有帮助

的; 即, 如果𝐹是𝜓,𝐴, 𝜔, 𝜔*以及ℎ的任意泛函, 并且我们用

𝛿𝜃𝐹 ≡ 𝜃𝑠𝐹 (15.7.12)

定义𝑠𝐹 , 那么*

𝛿𝜃(𝑠𝐹 ) = 0 , (15.7.13)

或者等价地,

𝑠(𝑠𝐹 ) = 0 . (15.7.14)

当𝛿𝜃作用在单个场上时, 验证这一幂零性是直接的. 首先, 作用在物质场上,

𝛿𝜃𝑠𝜓 = i𝑡𝛼 𝛿𝜃(𝜔𝛼𝜓) = −1
2 i𝐶𝛼𝛽𝛾𝑡𝛼𝜃𝜔𝛽𝜔𝛾𝜓 − 𝑡𝛼𝑡𝛽𝜔𝛼𝜃𝜔𝛽𝜓

= −1
2 i𝐶𝛼𝛽𝛾𝑡𝛼𝜃𝜔𝛽𝜔𝛾𝜓 + 𝑡𝛼𝑡𝛽𝜃𝜔𝛼𝜔𝛽𝜓 .

右边第二项中的乘积𝜔𝛼𝜔𝛽关于𝛼和𝛽是反对称的, 所以我们可以将这一项中的𝑡𝛼𝑡𝛽替换成
1
2 [𝑡𝛼, 𝑡𝛽],

这一项随之与第一项相抵消:

𝑠𝑠𝜓 = 0 . (15.7.15)

*在BRST对称性的原始工作中, 泛函𝐵[𝑓 ]的形式停留在了(15.7.4), 使得方程(15.7.9)中的ℎ𝛼被替换成了−𝑓𝛼/𝜉, 并
且, 仅当作用在𝜔𝛼以及规范场和物质场的函数上时, BRST变换才是幂零的, 但对于𝜔*

𝛼的函数则不是.
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下一步, 作用在规范场上, 我们有

𝛿𝜃𝑠𝐴𝛼𝜇 = 𝛿𝜃𝐷𝜇𝜔𝛼

= 𝜕𝜇𝛿𝜃𝜔𝛼 + 𝐶𝛼𝛽𝛾𝛿𝜃𝐴𝛽𝜇𝜔𝛾 + 𝐶𝛼𝛽𝛾𝐴𝛽𝜇𝛿𝜃𝜔𝛾

= 𝜃
(︁
− 1

2𝐶𝛼𝛽𝛾𝜕𝜇(𝜔𝛽𝜔𝛾) + 𝐶𝛼𝛽𝛾(𝜕𝜇𝜔𝛽)𝜔𝛾

+ 𝐶𝛼𝛽𝛾𝐶𝛽𝛿𝜖𝐴𝛿𝜇𝜔𝜖𝜔𝛾 − 1
2𝐶𝛼𝛽𝛾𝐶𝛾𝛿𝜖𝐴𝛽𝜇𝜔𝛿𝜔𝜖

)︁
= 𝜃
(︁

1
2𝐶𝛼𝛽𝛾(𝜕𝜇𝜔𝛽)𝜔𝛾 +

1
2𝐶𝛼𝛽𝛾(𝜕𝜇𝜔𝛾)𝜔𝛽

− 𝐶𝛼𝛽𝛾𝐶𝛾𝛿𝜖𝐴𝛿𝜇𝜔𝜖𝜔𝛽 − 1
2𝐶𝛼𝛽𝛾𝐶𝛾𝛿𝜖𝐴𝛽𝜇𝜔𝛿𝜔𝜖

)︁
.

最后一式中, 由于𝐶𝛼𝛽𝛾关于𝛽和𝛾是反对称的, 所以前两项相互抵消了, 而第三项和第四项由于雅

克比等式(15.1.5)相互抵消, 所以

𝑠𝑠𝐴𝛼𝜇 = 0 . (15.7.16)

方程(15.7.9)和(15.7.11)立刻证明了

𝑠𝑠𝜔*
𝛼 = 0 (15.7.17)

和

𝑠𝑠ℎ𝛼 = 0 . (15.7.18)

最后,b

𝛿𝜃𝑠𝜔𝛼 = −1
2𝐶𝛼𝛽𝛾𝛿𝜃(𝜔𝛽𝜔𝛾)

= 1
4𝜃
(︁
𝐶𝛼𝛽𝛾𝐶𝛽𝛿𝜖 𝜔𝛿𝜔𝜖𝜔𝛾 − 𝐶𝛼𝛽𝛾𝐶𝛾𝛿𝜖 𝜔𝛽𝜔𝛿𝜔𝜖

)︁
= −1

2𝜃 𝐶𝛼𝛽𝛾𝐶𝛾𝛿𝜖𝜔𝛿𝜔𝜖𝜔𝛽 .

但是, 乘积𝜔𝛽𝜔𝛿𝜔𝜖是反对称的, 所以雅克比等式(15.1.5)表明它也为零

𝑠𝑠𝜔𝛼 = 0 . (15.7.19)

现在考察两个场𝜑1和𝜑2的乘积, 它们中的一个是𝜓,𝐴, 𝜔, 𝜔*或ℎ, 也可以二者都是, 并且它们不

一定在同一时空点上. 那么

𝛿𝜃(𝜑1𝜑2) = 𝜃(𝑠𝜑1)𝜑2 + 𝜑1𝜃(𝑠𝜑2) = 𝜃
[︁
(𝑠𝜑1)𝜑2 ± 𝜑1𝑠𝜑2

]︁
,

其中, 当𝜑1是玻色场时, 符号±取正号, 当𝜑1是费米场时, 则取负号. 即,

𝑠(𝜑1𝜑2) = (𝑠𝜑1)𝜑2 ± 𝜑1𝑠𝜑2 .

正如我们所看到的, 由于𝛿𝜃(𝑠𝜑1) = 𝛿𝜃(𝑠𝜑2) = 0, BRST变换在𝑠(𝜑1𝜑2)上的效果是

𝛿𝜃𝑠(𝜑1𝜑2) = (𝑠𝜑1)𝜃(𝑠𝜑2)± 𝜃(𝑠𝜑1)(𝑠𝜑2) .

b原书最后一个等号处有符号错误, 但不影响结果. ——译者注
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然而, 𝑠𝜑总有一个与𝜑相反的统计, 所以将右边第一项中的𝜃移至左边会引入一个符号因子∓:

𝛿𝜃𝑠(𝜑1𝜑2) = 𝜃
[︁
∓ (𝑠𝜑1)(𝑠𝜑2)± (𝑠𝜑1)(𝑠𝜑2)

]︁
= 0 .

以这一方式继续下去, 我们会看到, BRST变换作用在不同时空点的场的任何乘积上都是幂零的:

𝛿𝜃 𝑠(𝜑1𝜑2𝜑3 · · · ) = 0 .

任何泛函𝐹 [𝜑]都能写成这种乘积再加上c-数系数的多重积分之和, 这样

𝛿𝜃 𝑠𝐹 [𝜑] = 𝜃𝑠𝑠𝐹 [𝜑] = 0 . (15.7.20)

这样就补全了BRST变换幂零性的证明.

现在我们回到作用量(15.7.6)的BRST不变性验证. 首先, 注意到, 对于任何仅是物质场和规范

场的泛函, BRST变换就是一个规范变换, 该规范变换的参量是无限小参量

𝜆𝛼(𝑥) = 𝜃𝜔𝛼(𝑥) . (15.7.21)

因此, 方程(15.7.6)中的第一项自动是BRST不变的:

𝛿𝜃

∫︁
d4𝑥L = 0 . (15.7.22)

为了计算BRST变换在作用量(15.7.6)其它部分上的效果, 要注意到它在规范固定函数上的效应就

是规范变换(15.7.21), 所以

𝛿𝜃𝑓𝛼[𝑥;𝐴,𝜓] =

∫︁
𝛿𝑓𝛼[𝑥;𝐴𝜆, 𝜓𝜆]

𝛿𝜆𝛽(𝑦)

⃒⃒⃒⃒
𝜆=0

𝜃 𝜔𝛽(𝑦) d
4𝑦

= 𝜃

∫︁
F𝛼𝑥,𝛽𝑦[𝐴,𝜓]𝜔𝛽(𝑦) d

4𝑦

或者以(15.7.3)的形式

𝛿𝜃𝑓𝛼[𝑥;𝐴,𝜓] = 𝜃Δ𝛼(𝑥;𝐴,𝜓, 𝜔) . (15.7.23)

(注意, F是一个玻色量, 所以在这里将𝜃移至左边时没有符号变化.) 另外, 回忆起𝛿𝜃𝜔
*
𝛼 =

−𝜃ℎ𝛼和𝛿𝜃ℎ𝛼 = 0. 因此, 在“新”作用量(15.7.6)的被积函数中, 除L以外的项可以写成

𝜔*
𝛼Δ𝛼 + ℎ𝛼𝑓𝛼 + 1

2𝜉ℎ𝛼ℎ𝛼 = 𝑠
(︁
𝜔*
𝛼𝑓𝛼 + 1

2𝜉𝜔
*
𝛼ℎ𝛼

)︁
(15.7.24)

或者, 以另一种形式

𝐼NEW =

∫︁
d4𝑥L + 𝑠Ψ , (15.7.25)

其中

Ψ ≡ −
∫︁

d4𝑥 (𝜔*
𝛼𝑓𝛼 + 1

2𝜉𝜔
*
𝛼ℎ𝛼) . (15.7.26)

BRST变换的幂零性立刻告诉我们𝑠Ψ和
∫︀
d4𝑥L都是BRST不变的.

在某种意义上, 这一结果的逆方向也是成立的: 我们会在17.2节看到, 对于服从BRST不变性

以及拉格朗日量(15.7.25)其它对称性的可重整拉格朗日量, 除了各种常系数的值会有一个变化外,
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它必须采取方程(15.7.25)的形式. 但这还不足以确立这些理论的可重整性. BRST对称变换以非线

性的方式作用在场上, 而在这一情形下, 拉格朗日量的对称性与矩阵元和Green函数的对称性之间

不存在简单的联系. 利用下一章所发展的外场方法, 我们将在17.2节证明, Feynman振幅中的紫外

发散项(尽管有限部分不在此列)确实服从一种重整化后的BRST不变性, 这使得可重整性的证明

完整了.

方程(15.7.25)表明, 任何规范理论的物理部分都包含在, BRST算符的核(即, 一般的BRST不

变项
∫︀
d4𝑥L + 𝑠Ψ)模掉BRST变换的像(即, 形式为𝑠Ψ的项)后的那部分中. 任何幂零变换的核, 在

模掉该变换的像后, 称为构成该变换的上同调. 换另一说法, 一个规范理论的物理部分可以等同

为BRST算符的上同调.[12] 一个基本的物理要求是, 物理态之间的矩阵元应该独立于我们对规范

固定函数𝑓𝛼的选择, 换句话说, 矩阵元应该独立于对方程(15.7.25)中泛函Ψ的选择. 对于任意的矩

阵元⟨𝛼|𝛽⟩, Ψ的变化𝛿Ψ所引起的变化是

𝛿⟨𝛼|𝛽⟩ = i⟨𝛼|𝛿𝐼NEW|𝛽⟩ = i⟨𝛼|𝑠𝛿Ψ|𝛽⟩ . (15.7.27)

(我们在这里使用波浪符是为了将规范固定函数中的这种任意变化与BRST变换或者规范变换区

分开.) 我们可以引入一个费米的BRST“核”𝑄, 它的定义满足, 对于任何场算符Φ,

𝛿𝜃Φ = i[𝜃 𝑄,Φ] = i𝜃 [𝑄,Φ]∓ ,

换句话说,

[𝑄,Φ]∓ = i𝑠Φ , (15.7.28)

根据Φ是玻色的还是费米的, 符号分别为−和+. 那么BRST变换的幂零性就给出了

0 = −𝑠𝑠Φ = [𝑄, [𝑄,Φ]∓]± = [𝑄2,Φ]− .

为了使其对于所有的算符Φ都成立, 𝑄2要么为零, 要么正比于单位算符. 但是, 由于𝑄2有一个不为

零的鬼数**, 它不可能正比于单位算符, 所以它必须为零:

𝑄2 = 0 . (15.7.29)

从方程(15.7.27)和(15.7.28), 我们得到

𝛿⟨𝛼|𝛽⟩ = ⟨𝛼|[𝑄, 𝛿Ψ]|𝛽⟩ . (15.7.30)

为了使其对于Ψ的所有变化𝛿Ψ都为零, 必须有

⟨𝛼|𝑄 = 𝑄|𝛽⟩ = 0 . (15.7.31)

因此, 物理态在幂零算符𝑄的核中. 两个物理态, 若它们仅相差𝑄的像中的一个态矢, 即, 形式

为𝑄| · · · ⟩的态矢, 显然, 它们与所有其它物理态之间的矩阵元是相同的, 因而在物理上是等价的.

因此, 独立的物理态对应于𝑄的核模掉𝑄的像后中的态——即, 它们对应于𝑄的上同调.

**回忆鬼数的定义, 它对于𝜔𝛼为+1, 对于𝜔*
𝛼为−1, 对于所有的规范场和物质场则是零.
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为了看到这在实际情形中是如何运作的, 我们来考察一个纯电动力学的简单例子.† 取规范固

定函数为𝑓 = 𝜕𝜇𝐴
𝜇并积掉辅助场ℎ, BRST变换(15.7.8)—(15.7.10)在这里是

𝑠𝐴𝜇 = 𝜕𝜇𝜔 , 𝑠 𝜔* = 𝜕𝜇𝐴
𝜇/𝜉 , 𝑠 𝜔 = 0 . (15.7.32)

我们将场展成简正模††

𝐴𝜇(𝑥) = (2π)−3/2

∫︁
d3𝑝√︀
2𝑝0

[︁
𝑎𝜇(p)ei𝑝·𝑥 + 𝑎𝜇*(p)e−i𝑝·𝑥

]︁
,

𝜔(𝑥) = (2π)−3/2

∫︁
d3𝑝√︀
2𝑝0

[︁
𝑐(p)ei𝑝·𝑥 + 𝑐*(p)e−i𝑝·𝑥

]︁
, (15.7.33)

𝜔*(𝑥) = (2π)−3/2

∫︁
d3𝑝√︀
2𝑝0

[︁
𝑏(p)ei𝑝·𝑥 + 𝑏*(p)e−i𝑝·𝑥

]︁
.

匹配方程(15.7.28)两边𝑒±𝑖𝑝·𝑥的系数给出

[𝑄, 𝑎𝜇(p)]− = −𝑝𝜇𝑐(p) , [𝑄, 𝑎𝜇*(p)]− = 𝑝𝜇𝑐*(p) ,

[𝑄, 𝑏(p)]+ = 𝑝𝜇𝑎𝜇(p)/𝜉 , [𝑄, 𝑏*(p)]+ = 𝑝𝜇𝑎*𝜇(p)/𝜉 , (15.7.34)

[𝑄, 𝑐(p)]+ = [𝑄, 𝑐*(p)]+ = 0 .

考察任何满足物理条件(15.7.31)的态|𝜓⟩:

𝑄|𝜓⟩ = 0 . (15.7.35)

那么, 对于含有一个额外光子的态|𝑒, 𝜓⟩ = 𝑒𝜇𝑎
𝜇*(p)|𝜓⟩, 如果𝑒𝜇𝑝𝜇 = 0, 它们就满足物理条

件𝑄|𝑒, 𝜓⟩ = 0. 另外, 态|𝜓⟩′ ≡ 𝑏*(p)|𝜓⟩满足

𝑄|𝜓⟩′ = 𝑝𝜇𝑎*𝜇(p)|𝜓⟩/𝜉 , (15.7.36)

所以|𝑒 + 𝛼𝑝, 𝜓⟩ = |𝑒, 𝜓⟩ + 𝜉𝛼𝑄|𝜓⟩′, 因而物理上的等价于|𝑒, 𝜓⟩. 由此我们得出𝑒𝜇物理上等价
于𝑒𝜇 + 𝛼𝑝𝜇, 这就是通常的光子极化矢量上的“规范不变”条件. 另一方面,

𝑄𝑏*(p)|𝜓⟩ = 𝑝𝜇𝑎*𝜇(p) ̸= 0 ,

所以不满足𝑏*|𝜓⟩不物理条件(15.7.31). 另外, 对于任何𝑒 · 𝑝 ̸= 0的𝑒𝜇,

𝑐*(p)|𝜓⟩ = 𝑄𝑒𝜇𝑎
𝜇*(p)|𝜓⟩/𝑒 · 𝑝

所以𝑐*|𝜓⟩是BRST-恰当的, 因而等价于零. 因此, 物理的Hilbert空间是没有鬼和反鬼的.

为了保持Lorentz不变性, 我们必须要把𝑎𝜇(p)全部4个分量解释成湮灭算符, 也就是说

0 = 𝑎𝜇(p)|0⟩ , (15.7.37)

†由于电动力学中的结构常数为零, 方程(15.6.11)和(15.6.7)表明, 这里鬼场不与其它场耦合. 然而, 就用BRST对称

性识别物理态这一点而言, 电动力学提供了一个很好的例子. 确实如此, 在分析“入”态和“出”态上的物理条件时, 我们

忽略了相互作用, 所以, 由于这个原因, 处理非阿贝尔规范场论就像同时处理几个量子电动力学.
††就像𝜔*(𝑥)并没有视为𝜔(𝑥)的厄密共轭, 𝑏*和𝑐*也不是𝑐和𝑏的共轭. 然而, 既然𝐴𝜇(𝑥)是厄密的, 那么如果𝑄是厄密

的, 𝜔(𝑥)也将是厄密的.
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其中|0⟩是BRST-不变的真空态. 但是, 从BRST-不变的作用量(例如, 𝜉 = 1的作用量)所导出的正

则对易关系给出

[𝑎𝜇(p), 𝑎
*
𝜈(p

′)]− = 𝜂𝜇𝜈𝛿
3(p− p′) , (15.7.38)

这对应于Feynman规范中的传播子. 这违反了量子力学通常的正定性规则,原因是方程(15.7.37)和

(15.7.38)给出[13]

⟨0|𝑎0(p) 𝑎*0(p′)|0⟩ = −⟨0|0⟩ . (15.7.39)

虽然如此, 我们能够确信物理态之间的所有振幅满足通常的正定性条件, 这是因为物理态满足方

程(15.7.31), 而对于这样的态, 跃迁振幅与更加物理的规范下的振幅, 例如Coulomb规范或轴向规

范下的跃迁振幅, 是相同的, 而在那样的规范下, 正定性或幺正性的问题是不存在的.

迄今为止所描述的Faddeev-Popov-De Witt形式理论, 它所产生的作用量关于鬼场𝜔*
𝛼和𝜔𝛼必

然是双线性的. 对于规范固定函数为𝑓𝛼 = 𝜕𝜇𝐴
𝜇
𝛼的可重整Yang-Mills理论, 这是足够的, 但对于更

普遍的情况, 作用量关于鬼场仅是双线性还不够. 例如, 我们会在17.2节看到, 在其它规范下, 对于

有4条外鬼线的圈图中的紫外发散, 可重整Yang-Mills理论的拉格朗日密度中需要𝜔*𝜔*𝜔𝜔项来充

当它的抵消项.

幸运的是, Faddeev-Popov-De Witt形式理论仅代表生成一类等价拉格朗日量的一种方法,

其中拉格朗日量等价是指它们所产生的幺正𝑆-矩阵相同. BRST形式理论提供了一个更加普遍

的方法, 它完全省去了Faddeev-Popov-De Witt形式理论. 在这一方法中, 取作用量为物质场, 规

范场, 𝜔𝐴场, 𝜔*𝐴场以及ℎ𝐴场最一般的定域泛函, 但满足鬼数为零, 并且在BRST变换(15.7.7)—

(15.7.11)以及该理论其它任何的整体对称性下不变. (对于可重整理论, 还要限制拉格朗日密度是

量纲小于等于4的算符, 但这个约束在下面的讨论中没有任何作用.) 我们会在下一节证明, 在一个

比Yang-Mills理论更普遍的情形下, 这类作用量的最普遍形式是两项的和, 其中第一项仅是物质场

和规范场(统称为𝜑)的泛函, 而第二项由BRST算符𝑠作用在鬼数为−1的任意泛函Ψ上产生:

𝐼NEW[𝜑, 𝜔, 𝜔*, ℎ] = 𝐼0[𝜑] + 𝑠Ψ[𝜑, 𝜔, 𝜔*, ℎ] , (15.7.40)

就像Faddeev-Popov-De Witt作用量(15.7.25), 只不过𝑠Ψ现在关于鬼场和反鬼场不一定是双线性

的.

通过与之前相同的讨论, 我们得到这样的结论: 对于被BRST算符𝑄所湮灭的态, 它的𝑆-矩阵

元与方程(15.7.40)中Ψ的选择无关, 所以只要存在使鬼场退耦的Ψ的选择, 那么鬼场在一般情形下

都会退耦. 在Yang-Mills理论中, 对轴向规范中的理论进行量子化提供了一个这样的Ψ, 所以在这

样的理论中, 不仅是那些如(15.7.26)那样由Faddeev-Popov-De Witt形式理论生成的选择, 对于泛

函Ψ[𝜑, 𝜔, 𝜔*, ℎ]的任意选择, 鬼场都会退耦.

我们可以更进一步, 并且可以完全摆脱对非Lorentz不变规范下的正则量子化的依赖, 例如对

轴向规范中正则量子化的依赖. 再一次, 取作用量为规范场, 物质场, 𝜔𝐴场, 𝜔*𝐴场以及ℎ𝐴场的最

一般泛函, 满足鬼数为零, 且在BRST变换(15.7.7)—(15.7.11)以及该理论其它任何的整体对称性

不变, 其中整体对称性包含Lorentz不变性. 从作用量的BRST不变性中, 我们可以推断出存在一个

守恒的BRST幂零算符𝑄. 而把鬼场和反鬼场当做厄密场时, 𝑄也将是厄密的. 像上面一样, 物理态

的空间定义为被𝑄湮灭的态所构成的空间, 其中, 如果两个态的差是𝑄作用另一个态, 那么这两个

态视为等价. 已经证明了, 对于Yang-Mills理论, 这一空间没有鬼和反鬼且有一个正定的范数, 并

且这一空间中的𝑆-矩阵是幺正的.
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这一步骤称为BRST量子化. 它已经被扩展至含有其它定域对称性的理论, 例如广义相对

论和弦论. 不幸的是, 到现在为止, BRST上同调无鬼以及作用在该空间上的𝑆-矩阵幺正, 看起

来必须要在每一种情形下分别进行证明. 这些证明中的关键是, 对于每一个负范的自由度, 例

如Yang-Mills理论中规范场的时间分量, 存在一个定域对称性使得这一自由度被移除了.

* * *

尽管我们不会在这里使用它, 但是关于鬼和BRST对称性有一个非常漂亮的几何解释[14], 我

们应该在这里提及一下. 规范场𝐴𝜇𝛼可以写成1-形式𝐴𝛼 ≡ 𝐴𝛼𝜇d𝑥
𝜇, 其中d𝑥𝜇是一组反对易c-数.(参

看5.8节) 在一个扩张空间中, 它可以与鬼场结合组成1-形式A𝛼 ≡ 𝐴𝛼 + 𝜔𝛼. 另外, 普通的外

导数d ≡ d𝑥𝜇𝜕/𝜕𝑥𝜇可以与BRST算符𝑠相结合, 它们构成了扩张空间下的外导数D = d + 𝑠, 由

于𝑠2 = d2 = 𝑠d + d𝑠 = 0, 这一外导数是幂零的.

下一章会介绍外场方法, 在第17章, 我们将用这一方法并结合BRST对称性, 完成对非阿贝尔

规范场论可重整性的证明.

15.8 BRST对称性的推广*

上一节所描述的BRST对称性有一个很有用的推广, 使得我们可以在一大类理论的量子化中

使用它, 而这些理论中包括广义相对论和弦论. 在所有这些情形中, 我们处理的作用量𝐼[𝜑]和测

度[d𝜑] ≡∏︀𝑟 d𝜑
𝑟在如下的无限小变换下不变:

𝜑𝑟 → 𝜑𝑟 + 𝜖𝐴𝛿𝐴𝜑
𝑟 . (15.8.1)

这是缩略“De Witt”记号, 其中𝑟和𝐴包含时空坐标和离散指标, 而求和包含对这些坐标的积分.

例如, 对于规范变换(15.1.9), 指标𝐴由群指标𝛼和时空坐标𝑥构成, 并有𝜖𝛼𝑥 ≡ 𝜖𝛼(𝑥), 而指标𝑟由

矢量指标𝜇, 群指标𝛼以及时空坐标𝑥组成, 并有𝜑𝜇𝛼𝑥 ≡ 𝐴𝛼𝜇(𝑥); 以方程(15.8.1)的记法, 在变

换(15.1.9)中变分𝛿𝐴𝜑
𝑟读作

𝛿𝛽 𝑦𝜑
𝜇𝛼𝑥 = 𝛿𝛽𝛼

𝜕

𝜕𝑥𝜇
𝛿4(𝑥− 𝑦) + 𝐶𝛽𝛾𝛼𝜑

𝜇𝛾 𝑥𝛿4(𝑥− 𝑦) .

正如上一节所讨论的特殊情况——Yang-Mills理论, BRST不变性可用来替代这些理论的Faddeev-

Popov-De Witt表述, 而即便Faddeev-Popov-De Witt方法失效了, BRST不变性依旧是适用的. 然

而, 为了引入BRST不变性, 在这里, 我们着手于那些有着一般定域对称性的理论, 从这些理论

的Faddeev-Popov-De Witt表述出发, 然后再考察进一步的推广.

沿用导出方程(15.5.21)的讨论, 我们就获得了广义Faddeev-Popov-De Witt定理:

𝐶

Ω

∫︁
[d𝜑] ei𝐼[𝜑] 𝑉 [𝜑] =

∫︁
[d𝜑] ei𝐼[𝜑] 𝐵[𝑓 [𝜑]] Det(𝛿𝐴𝑓𝐵[𝜑]) 𝑉 [𝜑] , (15.8.2)

其中𝑉 [𝜑]是𝜑𝑟的任意泛函, 并满足在规范变换(15.8.1)下不变; 𝑓𝐴[𝜑]是一组𝜑
𝑟的规范固定泛函**,

对它的选择要使得“矩阵”𝛿𝐴𝑓𝐵[𝜑]有一个非零的行列式, 而𝐵[𝑓 ]是𝑓𝐴的泛函, 它的选择多少有些任

*本节或多或少的处在本书的发展主线之外, 可以在第一次阅读时跳过.
**我们用相同的字母𝐴,𝐵等来标记𝑓𝐴和规范变分𝛿𝐴, 是为了强调规范固定泛函的数目要与独立规范变换的数目相

同. 然而, 在某些情形下, 例如在弦理论中, 即便指标𝑎与规范变分𝛿𝐴上的指标𝐴取的值完全不同, 只要它们所取的值“个

数相同”, 就会很自然地使用𝑓𝑎. 只要我们能够定义𝑓𝐴 = 𝑐𝐴𝑎𝑓
𝑎, 其中𝑐𝐴𝑎是场无关且非奇异的, 那么在现在的形式理论

中就不需要作出改变.
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意(例如
∏︀
𝐴 𝛿(𝑓𝐴).) 常数Ω是规范群的体积元, 而常数𝐶(就像方程(15.5.19)那样)定义为

𝐶 ≡
∫︁
[d𝑓 ]𝐵[𝑓 ] . (15.8.3)

我们已经看到, 方程(15.8.2)在规范理论中的重要性就在于, 它告诉我们右边的积分独立于规范固

定泛函𝑓𝐴的选择, 而仅通过常数𝐶与𝐵[𝑓 ]相关. 在这里, 我们可以给通常无限大的规范群体积Ω赋

予某些含义, 就像我们在有限时空晶格上的规范理论中所做的那样, 这样, 方程(15.8.2)在作为左

边的积分公式时也可以有值.

为了定义幂零的BRST变换, 我们必须先把泛函𝐵[𝑓 ]表示成Fourier变换

𝐵[𝑓 ] =

∫︁
[dℎ] exp(iℎ𝐴𝑓𝐴)B[ℎ] , (15.8.4)

其中[dℎ] ≡∏︀𝐴 dℎ𝐴. 另外, 行列式可以表示成对费米c-数场†𝜔*𝐴和𝜔𝐴的积分:

Det(𝛿𝐴𝑓𝐵[𝜑]) ∝
∫︁
[d𝜔*] [d𝜔] exp

(︁
i𝜔*𝐵𝜔𝐴𝛿𝐴𝑓𝐵

)︁
, (15.8.5)

其中[d𝜔*] ≡ ∏︀𝐴 d𝜔*𝐴而[d𝜔] ≡ ∏︀𝐴 d𝜔𝐴, 像往常一样, “∝”是指相差一个与场无关的比例因子. 将

这些代入方程(15.8.2), 就给出了规范固定路径积分的普遍公式∫︁
[d𝜑] exp

(︁
i𝐼(𝜑)

)︁
𝐵[𝑓 [𝜑]] Det(𝛿𝐴𝑓𝐵[𝜑]) 𝑉 [𝜑]

∝
∫︁
[d𝜑] [dℎ] [d𝜔*] [d𝜔] exp

(︁
i𝐼NEW[𝜑, ℎ, 𝜔, 𝜔*]

)︁
B[ℎ]𝑉 [𝜑] , (15.8.6)

其中𝐼NEW是新的总作用量:

𝐼NEW[𝜑, ℎ, 𝜔, 𝜔*] = 𝐼[𝜑] + ℎ𝐴𝑓𝐴[𝜑] + 𝜔*𝐵𝜔𝐴𝛿𝐴𝑓𝐵[𝜑] . (15.8.7)

我们在15.6节提到过, 在对所有𝜑𝑟的积分中包含哪些仅相差规范变换(15.8.1)的𝜑𝑟, 而我们

可以把鬼场看成对这一积分的补救. 因为鬼场是费米场, 所以鬼线构成的圈会携带额外的负

号, 这使得这些圈抵消了对规范等价的𝜑的积分. 但为了使其成功运作, 鬼场𝜔𝐴的数目必须要和

独立规范变换的数目一样多. 即, 既然𝜔𝐴是独立的, 那么规范变换(15.8.1)必须全是独立的. 对

于Yang-Mills理论中的规范变换和广义相对论中的坐标变换, 正是这种情况, 但不总是这样. 理论

的规范变换不独立的经典例子是𝑝-形式规范场, 我们在8.8节描述过这一理论. 𝑝-形式𝐴(𝑝阶反对

称张量)承载规范变换𝐴 → 𝐴+ d𝜑, 其中𝜑是(𝑝− 1)-形式, 而d𝜑是它的外导数(反对称化导数). 由

于d是幂零的, 当𝑝 ≥ 2时, 我们可以让𝜑偏移d𝜓但不改变规范变换, 所以在规范变换的规范变换下

存在一个不变性, 其中变换参量是(𝑝− 2)-形式𝜓. 在这种情况下, 由于引入了太多的鬼场, 我们必

须要进行补偿, 进而又要引入“鬼场的鬼场”.[15] 当𝑝 ≥ 3时, 我们需要通过引入“鬼场的鬼场的鬼

场”进行补偿, 以此类推. 在下文中, 我们将假定规范变换(15.8.1)都是独立的, 使得鬼场𝜔𝐴(和反鬼

场𝜔*𝐴)是我们需要的全部.

尽管原始对称性(15.8.1)被非规范不变泛函𝐵[𝑓 ]的插入所消除, 但是, 在无限小BRST变换下,

新的总作用量有一个恰当对称性

𝜒→ 𝜒+ 𝜃 𝑠𝜒 , (15.8.8)

†在弦论和其它地方, 通常会发现鬼场𝜔*𝐴和𝜔𝐴分别写成了𝑏𝐴(或𝑏𝐴)和𝑐
𝐴.
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其中𝜒是𝜑𝑟, 𝜔𝐴, 𝜔*𝐴或ℎ𝐴中的任意一个量; 𝜃是无限小反对易c-数; 而𝑠是Slavnov(斯拉夫诺夫)算

符

𝑠 = 𝜔𝐴 𝛿𝐴𝜑
𝑟 𝛿𝐿
𝛿𝜑𝑟

− 1

2
𝜔𝐵𝜔𝐶 𝑓𝐴𝐵𝐶

𝛿𝐿
𝛿𝜔𝐴

− ℎ𝐴
𝛿𝐿
𝛿𝜔*𝐴 . (15.8.9)

在方程(15.8.9)中, 下标𝐿代表左微分, 它的定义满足如果𝛿𝐹 = 𝛿𝜒𝐺, 那么𝛿𝐿𝐹/𝛿𝜒 = 𝐺, 而𝑓𝐴𝐵𝐶是

对易关系中所出现的结构常数††

[𝛿𝐵, 𝛿𝐶 ] = 𝑓𝐴𝐵𝐶𝛿𝐴 . (15.8.10)

𝑓𝐴𝐵𝐶在非阿贝尔规范理论和弦理论中是场无关的, 尽管不总是这样, 但BRST形式理论没有限制

在这一情形中. 直接的计算给出

𝑠2 =
1

2
𝜔𝐴𝜔𝐵

[︂
𝛿𝐴𝜑

𝑠 𝛿𝐿(𝛿𝐵𝜑
𝑟)

𝛿𝜑𝑠
− 𝛿𝐵𝜑

𝑠 𝛿𝐿(𝛿𝐴𝜑
𝑟)

𝛿𝜑𝑠
− 𝑓𝐶𝐴𝐵𝛿𝐶𝜑

𝑟

]︂
𝛿𝐿
𝛿𝜑𝑟

− 1

2
𝜔𝐵𝜔𝐶𝜔𝐷

[︂
𝑓𝐸𝐵𝐶𝑓

𝐴
𝐷𝐸 + 𝛿𝐷𝜑

𝑟 𝛿𝐿𝑓
𝐴
𝐵𝐶

𝛿𝜑𝑟

]︂
𝛿𝐿
𝛿𝜔𝐴

. (15.8.11)

因此, BRST变换是幂零变换的条件等价于对易关系(15.8.10), 再加上一个相容性条件

𝑓𝐸 [𝐵𝐶𝑓
𝐴
𝐷]𝐸 + 𝛿[𝐷𝜑

𝑟
(︀
𝛿𝐿𝑓

𝐴
𝐵𝐶]/𝛿𝜑

𝑟
)︀
= 0 , (15.8.12)

其中, 下标中的括号代表对括号内的指标𝐵,𝐶和𝐷做反对称化. 按照导出通常的Jacobi等式的方

法, 方程(15.8.12)可以从对易关系(15.8.10)中导出, 对于含有场相关结构常数的对称性, 它取代

了Jacobi等式.

为了证明变换(15.8.8)是𝐼NEW的对称性, 我们注意到(回忆起𝜃与𝜔*𝐴反对易)方程(15.8.7)可以

重写为

𝐼NEW[𝜑, ℎ, 𝜔, 𝜔*] = 𝐼[𝜑]− 𝑠(𝜔*𝐴 𝑓𝐴) . (15.8.13)

因为BRST变换在场𝜑上的效果就是规范变换(15.8.1), 只不过其中的𝜖𝐴被换成了𝜃𝜔𝐴, 而𝜃𝜔𝐴与所

有的𝜑𝑟对易, 所以𝐼[𝜑]项是BRST-不变的. 由于BRST变换是幂零的, 所以𝑠(𝜔*𝐴 𝑓𝐴)项是BRST不

变的.

由于几个原因, 我们需要考察一类更广的作用量, 这类作用要求在BRST变换(15.8.8)下不变,

但超出了Faddeev-Popov-De Witt方法所构建出的作用量的范围. 这些作用量给出了物理上合理

的结果, 作为迈向证明该陈述的一步, 我们现在证明如下的普遍结果(在上一节使用过), 最普遍的

鬼数为零的BRST-不变泛函是两项的和, 其中第一项仅是场𝜑的泛函, 而另一项由BRST算符𝑠作用

在鬼数为−1的任意泛函Ψ上给出:

𝐼NEW[𝜑, 𝜔, 𝜔*, ℎ] = 𝐼0[𝜑] + 𝑠Ψ[𝜑, 𝜔, 𝜔*, ℎ] , (15.8.14)

Faddeev-Popov-De Witt作用量(15.8.13)就是其中的一个例子. 简言之, 构成BRST上同调的规范

不变泛函𝐼[𝜑]仅是场𝜑𝑟的泛函.

为了证明方程(15.8.14), 我们注意到BRST变换(15.8.8)—(15.8.9)并不改变ℎ𝐴场和𝜔*𝐴场的总

数, 所以, 如果我们将𝐼展成𝐼𝑁项的级数, 其中𝐼𝑁包含总数为𝑁的ℎ
𝐴场和𝜔*𝐴场, 那么在𝑠𝐼中, 𝑁不

同的项之间不存在抵消, 所以每一项必须分别是BRST-不变的:

𝑠𝐼𝑁 = 0 . (15.8.15)

††例如, 对于作用在物质场𝜓(𝑥)上的规范变换, 我们有𝛿𝛽 𝑦𝜓(𝑥) = i𝑡𝛽𝜓(𝑥)𝛿
4(𝑥 − 𝑦), 因而𝛿𝛽 𝑦𝛿𝛾 𝑧𝜓(𝑥) =

−𝑡𝛾𝑡𝛽𝜓(𝑥)𝛿4(𝑥− 𝑦)𝛿4(𝑥− 𝑧). 因此, 在这一情况下, 我们有𝑓𝛼𝑥
𝛽 𝑦 𝛾 𝑧 = 𝐶𝛼

𝛽𝛾𝛿
4(𝑥− 𝑦)𝛿4(𝑥− 𝑧).
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我们接下来引入所谓的Hodge(霍奇)算符:

𝑡 ≡ 𝜔*𝐴 𝛿

𝛿ℎ𝐴
. (15.8.16)

可以直接验证反对易关系

{𝑠, 𝑡} = −𝜔*𝐴 𝛿𝐿
𝛿𝜔*𝐴 − ℎ𝐴

𝛿

𝛿ℎ𝐴
. (15.8.17)

那么, 用算符{𝑠, 𝑡}作用𝐼𝑁并利用方程(15.8.15)就给出了

𝑠𝑡𝐼𝑁 = −𝑁𝐼𝑁 , (15.8.18)

所以, 除了𝐼0外, 每个𝐼𝑁都是BRST-恰当的, 也就是说, 它可以写成算符𝑠作用其它某个泛函上. 因

此, 完整的泛函𝐼可以写成𝐼0 + 𝑠Ψ的形式, 其中

Ψ = −
∞∑︁
𝑁=1

𝑡𝐼𝑁
𝑁

. (15.8.19)

由定义可知𝐼0独立于𝜔
*𝐴和ℎ𝐴, 并且, 既然我们假定了它的鬼数为零, 它也必须独立于𝜔𝐴, 这正是

所要证明的.

为了证明, 当规范固定泛函Ψ的定义改变时, 物理矩阵元是不变的, 我们定义费米“荷”𝑄, 使得

任意算符Φ在BRST变换下的变化是

𝛿𝜃Φ = i[𝜃 𝑄,Φ] = i𝜃[𝑄,Φ]∓ (15.8.20)

其中, 根据Φ是玻色的还是费米的, 分别在[𝑥, 𝑦]∓ ≡ 𝑥𝑦 ∓ 𝑦𝑥使用上部的符号和下部的符号. 如同上

一节, 这样, BRST变换的幂零性就告诉我们𝑄2 = 0. 当且仅当物理态|𝛼⟩和⟨𝛽|满足

𝑄|𝛼⟩ = ⟨𝛽|𝑄 = 0 , (15.8.21)

规范不变算符在物理态之间的矩阵元才独立于Ψ的选择, 这一条件又一次告诉我们, 物理上可分

辨的物理态与𝑄的上同调中的元素一一对应. 因此, 如果我们能找到某个Ψ, 就像Yang-Mills理论

中的轴向规范, 使得在这个规范下鬼场不与其它场相互作用, 那么对于任意的规范固定泛函Ψ, 广

义BRST-不变作用量(15.8.14)就会产生物理上合理的结果. 如果Ψ的这一无鬼(ghost-free)选择对

于实际运算而言并不方便, 就像轴向规范由于违反了Lorentz不变性而不方便, 我们可以选择任何

我们想要的规范固定泛函Ψ, 并依旧可以确信, 当初态和末态没有鬼时, 存在幺正的𝑆-矩阵.

这一方法在弦论中运作良好, 在弦论中, 所谓的光锥量子化发挥了轴向规范的作用. 但在其它

理论中, 例如广义相对论, 无法选择一个坐标系使得鬼场退耦. 这样的理论可以用上一节末尾所描

述的BRST-量子化方法进行处理, 用BRST-不变性证明𝑆-矩阵在无鬼的物理Hilbert空间中是幺正

的.

发现[17]“反-BRST” 对称[18]下的不变性表明了, 除去表象, 在𝜔𝐴和𝜔*𝐴的角色之间有相似之

处, 而这两个场的角色依旧保持着些许神秘.
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15.9 Batalin-Vilkovisky形式理论*

这一节将会描述一个强有力的形式理论, 它被大家称为Batalin-Vilkovisky[19]方法. 它是在拉

格朗日框架下发展起来的, 但是它根植于更早的Batalin-Fradkin-Vilkovisky形式理论,[20] 而这一

形式理论是在哈密顿框架下导出的. (在微扰论的意义下, 已经证明这两种方案是等价的.[21]) 我们

会在17.1节看到, 为了处理规范理论的重整化, Zinn-Justin[22](齐恩-朱斯坦)甚至在此之前就发展

了同样的形式机制. 至少有如下三个方面证明这一形式理论的价值是无可估量的:

(i) 直到现在, 我们所考察的仅是不可约系统, 并且它的代数在方程(15.8.10)的意义下封闭. 在某

些理论中, 例如超引力(没有辅助场)[23], 代数是开的: 仅当场方程成立时, 代数才是封闭的, 这使

得方程(15.8.10)中会出现正比于𝛿𝐼/𝛿𝜒𝑛的项. 这样, 在相容性条件(15.8.12)中也会出现类似的项.

那么, 方程(15.8.11)就表明了𝑠2在这样的理论中并不为零, 而是等于导数𝛿𝐼/𝛿𝜒𝑛的线性组合. 我们

会在这一节看到, Batalin-Vilkovisky方法使得我们能够处理非常宽泛的规范理论, 这些理论中包

含那些有着开规范对称代数或者可约规范对称代数的理论.

(ii) 就像上面所提及的, Batalin-Vilkovisky形式理论的重要方面就在于, 它原本是Zinn-Justin为证

明规范理论的可重整性而发展的. 其中的关键点是, 尽管背景场中所有单粒子不可约图的和不服

从原始作用量的BRST对称性, 但是它共享了作用量的关键性质之一, 即称为主方程的性质, 我们

将在17.1节对其进行阐述.

(iii) Batalin-Vilkovisky方法提供了一个方便的技巧用以分析量子效应所造成的作用量对称性的可

能破坏. 由于这个原因, 它将用于22.6节.

Batalin-Vilkovisky形式理论的出发点是对于理论中的每个场引入所谓的“反场”, 我们

令𝜒𝑛取遍所有的场𝜑𝑟, 𝜔𝐴, 𝜔*𝐴和ℎ𝐴, 并对每一个𝜒𝑛, 我们引入外反场**𝜒‡
𝑛, 它与BRST-变换

后的场𝑠𝜒𝑛有着相同的玻色统计或费米统计, 但鬼数相反. 即, 𝜒‡
𝑛与𝜒𝑛有着相反的统计, 但它的鬼

数等于− gh(𝜒𝑛) − 1, 其中gh(𝜒𝑛)是𝜒𝑛的鬼数. 在最简单的情况下, 包括Yang-Mills理论和量子引

力, 要给原始规范不变作用量𝐼[𝜑]添加反场𝜒‡
𝑛与𝑠𝜒𝑛相耦合的一项, 这给出了作用量.

𝑆[𝜒, 𝜒‡] ≡ 𝐼[𝜑] + (𝑠𝜒𝑛)𝜒‡
𝑛 . (15.9.1)

它满足所谓的主方程(master equation)

0 =
𝛿𝑅𝑆

𝛿𝜒‡
𝑛

𝛿𝐿𝑆

𝛿𝜒𝑛
, (15.9.2)

其中“𝑅”和“𝐿”在这里代表右微分和左微分. 为了验证它, 注意到方程(15.9.2)中反场的零阶项正

好给出规范不变性条件

0 =
(︁
𝑠𝜑𝑟
)︁𝛿𝐿𝐼
𝛿𝜑𝑟

= 𝜔𝐴 𝛿𝐴𝐼[𝜑] , (15.9.3)

而反场𝜑‡𝑛的线性项提供了幂零条件:

0 =
(︁
𝑠𝜒𝑚

)︁𝛿𝐿(𝑠𝜒𝑛)
𝛿𝜒𝑚

= 𝑠2𝜒𝑛 . (15.9.4)

*本节或多或少的处在本书的发展主线之外, 可以在第一次阅读时跳过.
**在这里使用符号‡而不是最通常的*, 是为了强调它与复共轭或电荷共轭无关. 特别地, 反鬼场𝜔*𝐴与鬼场𝜔𝐴的反

场𝜔‡
𝐴并不相同.
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𝜒‡
𝑛是外场, 在用𝑆[𝜒, 𝜒‡]计算𝑆-矩阵之前, 我们必须要赋予它合适的值. 由于这个原因, 我们引入一

个任意的费米泛函Ψ[𝜒], 它的鬼数为−1, 并令†

𝜒‡
𝑛 =

𝛿Ψ[𝜒]

𝛿𝜒𝑛
. (15.9.5)

这样, 方程(15.9.1)就变成

𝑆[𝜑, 𝛿Ψ/𝛿𝜒] = 𝐼[𝜑] + (𝑠𝜒𝑛)𝛿Ψ [𝜒] /𝛿𝜒𝑛 = 𝐼[𝜑] + 𝑠Ψ[𝜒] . (15.9.6)

与方程(15.8.14)相比较表明它与规范固定泛函𝐼NEW[𝜒]是相同的. 因此, 利用与上一节相同的讨论

可以得出这样的结论: 物理矩阵元不被Ψ的微小变化所影响. Faddee-Popov-De Witt方法构建的作

用量(15.8.7)对应于选择Ψ = −𝜔*𝐴𝑓𝐴, 这意味着𝜑
‡
𝑟 = 𝜔*𝐴 𝛿𝑓𝐴/𝛿𝜑

𝑟, 𝜔‡
𝐶 = 0, 以及𝜔*‡

𝐴 = −𝑓𝐴.
迄今为止, 并没有建立任何新的东西. 第一个创新点是, 通过令𝑆[𝜒, 𝜒‡]是反场𝜒‡

𝑛的非线性泛

函, 主方程(15.9.2)可以用于更广泛的理论. (对于可约理论, 就像上一节所讨论的那样, 对于𝜒𝑛中

的鬼场, 我们要引入鬼场的鬼场, 以及相应的反场.) 像之前一样, 我们取𝜒‡
𝑛的统计为与𝜒𝑛相

反的统计, 并令它的鬼数等于− gh(𝜒𝑛) − 1, 并且我们要求𝑆[𝜒, 𝜒‡]是鬼数为零的玻色算符. 因

为𝜔*𝐴和ℎ𝐴有着线性BRST变换, 所以影响其它𝜒𝑛的复杂性不会影响𝜔*𝐴和ℎ𝐴(在这一点上, 可参

看16.4节), 所以它们和它们的反场进入作用量𝑆[𝜒, 𝜒‡]的方式与它们进入方程(15.9.1)的方式相同.

即,

𝑆 = 𝑆min[𝜑, 𝜔, 𝜑
‡, 𝜔‡]− ℎ𝐴 𝜔*‡

𝐴 , (15.9.7)

其中𝜑‡𝑟, 𝜔
‡
𝐴和𝜔

*‡
𝐴是𝜑

𝑟, 𝜔𝐴和𝜔*𝐴的反场, 它们的鬼数分别是−1, −2和0. (15.9.7)中的最后一项对

主方程没有任何影响, 所以𝑆min凭借自身满足主方程.††

因为𝑆min的鬼数为零, 它的反场级数展开必须采取如下的形式

𝑆min = 𝐼[𝜑] + 𝜔𝐴𝑓 𝑟𝐴[𝜑]𝜑
‡
𝑟 +

1
2𝜔

𝐴𝜔𝐵𝑓𝐶𝐴𝐵[𝜑]𝜔
‡
𝐶

+ 1
2𝜔

𝐴𝜔𝐵𝑓 𝑟𝑠𝐴𝐵[𝜑]𝜑
‡
𝑟𝜑

‡
𝑠 + 𝜔𝐴𝜔𝐵𝜔𝐶𝑓 𝑟𝐷𝐴𝐵𝐶 [𝜑]𝜑

‡
𝑟𝜔

‡
𝐷

+ 1
2𝜔

𝐴𝜔𝐵𝜔𝐶𝜔𝐷𝑓𝐸𝐹𝐴𝐵𝐶𝐷[𝜑]𝜔
‡
𝐸𝜔

‡
𝐹 + · · · . (15.9.8)

主方程(15.9.2)中反场的零阶项(因而也就是𝜔𝐴的一阶项)给出

0 = 𝑓 𝑟𝐴[𝜑]
𝛿𝐼[𝜑]

𝛿𝜑𝑟
, (15.9.9)

这正是说𝐼[𝜑]在如下变换下不变

𝜑𝑟 → 𝜑𝑟 + 𝜖𝐴𝑓 𝑟𝐴[𝜑] , (15.9.10)

其中𝜖𝐴是任意的无限小量. 主方程中右正比于𝜑‡𝑠并左正比于𝜔𝐴𝜔𝐵的项给出

0 = 𝑓 𝑟𝐴[𝜑]
𝛿𝑓𝑠𝐵[𝜑]

𝛿𝜑𝑟
− 𝑓 𝑟𝐵[𝜑]

𝛿𝑓𝑠𝐴[𝜑]

𝛿𝜑𝑟
+ 𝑓𝐶𝐴𝐵[𝜑] 𝑓

𝑠
𝐶 [𝜑]

+
𝛿𝐼[𝜑]

𝛿𝜑𝑟
𝑓 𝑟𝑠𝐴𝐵[𝜑] , (15.9.11)

†在这里没有必要区分左微分和右微分, 这是因为𝜒𝑛或𝛿Ψ/𝛿𝜒𝑛中必有一个是玻色的.
††场𝜑𝑟, 𝜔𝐴, 𝜑‡

𝑟, 𝜔
‡
𝐴有时被称为最小变量(minimal variables), 而像𝜔*𝐴和ℎ𝐴这样的场, 它们和它们的反场以双线性

的方式进入作用量, 就像方程(15.9.7)中那样, 它们被称为平庸对(trivial pairs).
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当场方程𝛿𝐼/𝛿𝜑 = 0成立时, 这变成了变换(15.9.10)的对易关系(结构常数为𝑓𝐶𝐴𝐵[𝜑]). 主方程中反

场的其它线性项左正比于𝜔𝐴𝜔𝐵𝜔𝐶并右正比于𝜔‡
𝐷, 它给出

0 = 𝑓 𝑟[𝐴[𝜑]
𝛿𝑓𝐷𝐵𝐶][𝜑]

𝛿𝜑𝑟
− 𝑓𝐸 [𝐴𝐵[𝜑]𝑓

𝐷
𝐶]𝐸 [𝜑] + 𝑓 𝑟𝐷𝐴𝐵𝐶 [𝜑]

𝛿𝐼[𝜑]

𝛿𝜑𝑟
, (15.9.12)

其中方括号代表对括号内的指标𝐴, 𝐵和𝐶做反对称化. 当场方程成立时, 这变成广义Jacobi等

式(15.8.12). 为了对称性条件(15.9.9)(假定𝑓 𝑟𝐴构成规范对称性的完备基)的相容性,方程(15.9.11)是

必须的, 而为了对易关系(15.9.11)的相容性, 方程(15.9.12)又是必须的. 注意到, 方程(15.9.11)和

(15.9.12)中正比于𝛿𝐼[𝜑]/𝛿𝜒的那些项, 它们来源于𝑆min中反场的二次项, 由于它们正比于𝛿𝐼[𝜑]/𝛿𝜒,

所以当场方程成立时, 它们为零, 并且在这一意义下, 它们是开对称性代数的特征. 主

方程中反场的二阶项或更高阶项包含了𝑆min中反场的三阶项和/或更高阶项, 这提供了方

程(15.9.11)和(15.9.12)的相容性条件, 相容性条件的相容性条件, 等等. Batalin-Vilkovisky形

式理论的优点之一正是把所有这些相容性条件全部并入一个主方程中.

主方程可以重新解释为𝑆在广义BRST变换下不变的陈述. 为了看到这一点, 并为了将来做准

备, 引入一种称为反括号(antibracket)的形式工具将是非常有帮助的. 现在回到我们上一节的记

号, 两个一般泛函𝐹 [𝜒, 𝜒‡]和𝐺[𝜒, 𝜒‡]的反括号定义为

(𝐹,𝐺) ≡ 𝛿𝑅𝐹

𝛿𝜒𝑛
𝛿𝐿𝐺

𝛿𝜒‡
𝑛

− 𝛿𝑅𝐹

𝛿𝜒‡
𝑛

𝛿𝐿𝐺

𝛿𝜒𝑛
. (15.9.13)

注意到, 像𝑆这样的玻色泛函, 它对玻色变量或费米变量的右泛函导数和左泛函导数分别等于彼此

或等于彼此的倒数. 既然𝜒‡
𝑛和𝜒𝑛总是一个玻色的而另一个是费米的, 由此得出, 对于反括号(𝑆, 𝑆),

如果我们逆转左微分和右微分, 方程(15.9.13)右边第二项会改变符号

𝛿𝑅𝑆

𝛿𝜒‡
𝑛

𝛿𝐿𝑆

𝛿𝜒𝑛
= −𝛿𝐿𝑆

𝛿𝜒‡
𝑛

𝛿𝑅𝑆

𝛿𝜒𝑛
= −𝛿𝑅𝑆

𝛿𝜒𝑛
𝛿𝐿

𝛿𝜒‡
𝑛

.

(最后一步之所以成立是因为, 这里有一个因子是玻色的, 进而它们的次序是无关紧要的.) 我们看

到, 对于(𝑆, 𝑆), 方程(15.9.13)右边第二项是第一项的倒数. 因此, 主方程可以写成要求𝑆与其自身

的反括号为零:

(𝑆, 𝑆) = 0 . (15.9.14)

这是不平庸的要求, 因为反括号有一般的对称性质

(𝐹,𝐺) = ±(𝐺,𝐹 ) , (15.9.15)

其中, 当𝐹和𝐺都是玻色时, 符号取+1, 否则取−1. 特别地, 如果𝐹是费米的, (𝐹, 𝐹 )自动为零, 但如

果𝐹是玻色的, 就不会这样.

广义BRST变换定义为

𝛿𝜃𝜒
𝑛 = 𝜃

𝛿𝑅𝑆

𝛿𝜒‡
𝑛

= −𝜃(𝑆, 𝜒𝑛) , (15.9.16)

𝛿𝜃𝜒
‡
𝑛 = −𝜃 𝛿𝑅𝑆

𝛿𝜒𝑛
= −𝜃(𝑆, 𝜒‡

𝑛) . (15.9.17)

其中𝜃是无限小的费米参量. (当𝑆的形式为(15.9.1)时, 𝜒的变换与原始BRST变换𝛿𝜃𝜒
𝑛 = 𝜃𝑠𝜒𝑛相

同.) 为了计算这一变换在一般泛函上的效果, 我们注意到反括号像导数一样作用, 也就是说

(𝐹,𝐺𝐻) = (𝐹,𝐺)𝐻 ±𝐺(𝐹,𝐻) , (15.9.18)
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其中, 如果𝐺是费米的而𝐹是玻色的, 那么符号取−1, 否则取+1. 如果𝐺和𝐻是𝜒和𝜒‡的任意泛函并

满足𝛿𝜃𝐺 = −𝜃(𝑆,𝐺)和𝛿𝜃𝐻 = −𝜃(𝑆,𝐻), 那么

𝛿𝜃(𝐺𝐻) = −𝜃(𝑆,𝐺)𝐻 −𝐺𝜃(𝑆,𝐻) = −𝜃[(𝑆,𝐺)𝐻 ±𝐺(𝑆,𝐻)] ,

其中, 根据𝐺是玻色的或费米的, 符号分别取+或−. 令方程(15.9.18)中的𝐹等于玻色泛函𝑆, 那么

我们就看到

𝛿𝜃(𝐺𝐻) = −𝜃(𝑆,𝐺𝐻) .

再加上方程(15.9.16)和(15.9.17), 这表明, 对于任意的泛函𝐹 , 如果它能变形成场与反场的乘积之

和, 那么

𝛿𝜃𝐹 = −𝜃(𝑆, 𝐹 ) . (15.9.19)

主方程(15.9.14)可以解释为如下的陈述, 这些广义BRST变换使得𝑆不变

𝛿𝜃𝑆 = −𝜃(𝑆, 𝑆) = 0 . (15.9.20)

就像原始的BRST变换, 这一对称变换是幂零的. 为了看到这一点, 我们使用反括号的Jacobi恒等

式

± (𝐹, (𝐺,𝐻)) +轮换 = 0 , (15.9.21)

其中, 如果𝐹和𝐻是玻色的, 第一项的符号为−, 否则为+, 对𝐹, 𝐺和𝐻的其它两个轮换取相应的符

号. 取𝐹 = 𝐺 = 𝑆, 方程(15.9.21)变成

0 = ∓(𝑆, (𝑆,𝐻))∓ (𝐻, (𝑆, 𝑆))− (𝑆, (𝐻,𝑆)) = ∓2(𝑆, (𝑆,𝐻))∓ (𝐻, (𝑆, 𝑆)) ,

其中, 如果𝐻是玻色的, 符号取−, 如果𝐻是费米的, 符号取+. 这样, 主方程(15.9.14)就给出了幂零

条件

(𝑆, (𝑆,𝐻)) = 0 . (15.9.22)

由于这一对称性, 主方程的解是不唯一的. 例如, 方程(15.9.22)表明对于任何给定的解𝑆, 我们

能够发现另一解, 该解由如下的无限小变换给出

𝑆′ = 𝑆 + (𝛿𝐹, 𝑆) , (15.9.23)

其中𝛿𝐹是𝜒和𝜒‡的无限小泛函, 为了使𝑆′是玻色的且鬼数为零, 𝛿𝐹必须是费米的且鬼数为−1, 除

这些要求外, 它是任意的. 特别地, 取𝛿𝐹为费米泛函𝜖Ψ, 使它仅是𝜒𝑛的泛函, 这样就给出

𝑆′[𝜒, 𝜒‡] = 𝑆[𝜒, 𝜒‡] + 𝜖
𝛿Ψ[𝜒]

𝛿𝜒𝑛
𝛿𝑅𝑆

𝛿𝜒‡
𝑛

= 𝑆

[︂
𝜒, 𝜒‡ + 𝜖

𝛿Ψ

𝛿𝜒

]︂
. (15.9.24)

这些无限小变换可以被平庸地积掉, 进而表明, 如果我们将反场偏移至新的变量𝜒‡′
𝑛 ≡ 𝜒‡

𝑛 −
𝛿Ψ/𝛿𝜒𝑛, 主方程依旧是满足的.

变换(15.9.23)是通常所说的正则变换的一个特殊情况, 在这里为了与第7章的正则变换相区

分, 称其为“反正则变换”. 反正则变换是场和反场的任意变换, 它可以是有限小或无限小的, 但它

保持如下的基本反括号关系不变:

(𝜒𝑛, 𝜒‡
𝑚) = 𝛿𝑛𝑚 , (𝜒𝑛, 𝜒𝑚) = (𝜒‡

𝑛, 𝜒
‡
𝑚) = 0 . (15.9.25)
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例如, 考察由无限小费米算符𝛿𝐹生成的无限小反正则变换, 在该变换下, 任何的玻色泛函或费米泛

函𝐺变换到

𝐺→ 𝐺′ = 𝐺+ (𝛿𝐹,𝐺) . (15.9.26)

可以很容易证明这确实不改变基本反括号(15.9.25). 由于这一原因, 注意到两个泛函𝐺和𝐻的反括

号变换到(𝐺′, 𝐻 ′), 它到一阶无限小是

(𝐺′, 𝐻 ′) = (𝐺,𝐻) + ((𝛿𝐹,𝐺), 𝐻) + (𝐺, (𝛿𝐹,𝐻)) .

利用Jacobi恒等式(15.9.21), 这变成

(𝐺′, 𝐻 ′) = (𝐺,𝐻)± (𝛿𝐹, (𝐺,𝐻)) , (15.9.27)

其中, 如果𝐺和𝐻都是玻色的, 符号取+, 否则取−. 特别地, 如果(𝐺,𝐻)是c-数, 那么它在反正则变

换下不变. (这是证明变换(15.9.23)保持主方程不变的另一方法.) 场和反场的反括号(15.9.25)是c-

数, 所以对于变换后的场和反场, 它们的反括号必须有相同的c-数.

为了计算𝑆-矩阵, 我们必须要赋予反场确定的值. 正如闭规范代数的简单情况, 在那

里𝑆是(15.9.5)的线性形式, 通过取形式为(15.9.5)中的反场, 我们可以计算出𝑆-矩阵; 即, 我们

利用“规范固定”作用量

𝐼Ψ[𝜒] = 𝑆

[︂
𝜒,
𝛿Ψ[𝜒]

𝛿𝜒

]︂
(15.9.28)

计算𝑆-矩阵, 其中Ψ[𝜒]是鬼数为−1的费米泛函. 根据方程(15.9.24)后面的评述, 这相当于取正则变

换后的反场𝜒‡′为零.

当BRST变换仅作用在场𝜒𝑛上时:

𝛿𝜃𝜒
𝑛 = 𝜃𝑠𝜒𝑛 , 其中 𝑠𝜒𝑛 =

(︂
𝛿𝑅𝑆[𝜒, 𝜒

‡]

𝛿𝜒‡
𝑛

)︂
𝜒‡=𝛿Ψ/𝛿𝜒

, (15.9.29)

在这一变换下, 规范固定作用量不变. 为了验证这点, 注意到

𝑠𝐼Ψ[𝜒] =

(︂
𝛿𝑅𝑆[𝜒, 𝜒

‡]

𝛿𝜒‡
𝑛

𝛿𝐿𝑆[𝜒, 𝜒
‡]

𝛿𝜒𝑛

)︂
𝜒‡=𝛿Ψ/𝛿𝜒

+

(︂
𝛿𝑅𝑆[𝜒, 𝜒

‡]

𝛿𝜒‡
𝑚

𝛿2𝐿Ψ[𝜒]

𝛿𝜒𝑚𝛿𝜒𝑛
𝛿𝐿𝑆[𝜒, 𝜒

‡]

𝛿𝜒‡
𝑛

)︂
𝜒‡=𝛿Ψ/𝛿𝜒

.

右边的第一项是主方程的结果, 因而为零, 而第二项由于被加数关于𝑚和𝑛是反对称‡的, 所以为零.

对于闭代数且形式为(15.9.1)的𝑆, 变换(15.9.29)是原始的BRST变换𝛿𝜃𝜒
𝑛 = 𝜃𝑠𝜒𝑛. 但对于一

般的开代数, 变换(15.9.29)并不与原始BRST变换相同, 并且, 一般而言, 除非场方程被满足, 它甚

至不是幂零的. 诚然, 从主方程中偏移场𝜒‡′
𝑛 = 𝜒‡

𝑛 − 𝛿Ψ[𝜒]/𝛿𝜒𝑛的一阶项中, 我们发现

𝑠2𝜒𝑚 = ∓
(︂
𝛿𝐿

𝛿𝜒‡
𝑚

𝛿𝑅

𝛿𝜒‡
𝑛

𝐼[𝜒, 𝜒‡]

)︂
𝜒‡=𝛿Ψ/𝛿𝜒

𝛿𝐼Ψ[𝜒]

𝛿𝜒𝑛
, (15.9.30)

‡若𝜒𝑛和𝜒𝑚都是玻色的, 这是因为𝛿𝑆/𝛿𝜒𝑛和𝛿𝑆/𝛿𝜒𝑚反对易. 若𝜒𝑛和𝜒𝑚中一个是玻色的而另一个是费米的, 这是

因为𝑆对费米的𝜒的右导数和左导数符号相反. 若𝜒𝑛和𝜒𝑚都是费米的, 由于对于这些项, 𝛿2𝐿Ψ/𝛿𝜒
𝑚𝛿𝜒𝑛是反对称的, 所

以该项是反对称的.
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其中, 根据𝜒𝑚是玻色的还是费米的, 符号反别是−和+. 再一次, 我们看到开代数对场方程特征的

相关性与𝑆中反场的二次项相联系.

直到现在, 我们所考察的仅是基于开规范代数或闭规范代数的经典理论的公式化. 现在, 我

们必须考虑如何在这种理论中做量子力学计算. 物理矩阵元可以通过含有权重为exp(i𝐼Ψ[𝜒])的泛

函积分算出, 其中, 就像前面所解释的那样, 𝐼Ψ[𝜒]是通过令𝜒
‡
𝑛 = 𝛿Ψ[𝜒]/𝛿𝜒𝑛从𝑆[𝜒, 𝜒‡]中获得的, 换

句话说, 是通过令𝜒‡′
𝑛 = 0获得的. 我们希望计算Ψ[𝜒]的变化在这些矩阵元上的效应. 首先考察真

空-真空期望值

𝑍Ψ =

∫︁ [︁∏︁
d𝜒
]︁
exp(i𝐼Ψ[𝜒]) . (15.9.31)

在Ψ[𝜒]的偏移𝛿Ψ[𝜒]下, 它的变化是

𝛿𝑍 = i

∫︁ [︁∏︁
d𝜒
]︁
exp(i𝐼Ψ[𝜒])

(︂
𝛿𝑅𝑆[𝜒, 𝜒

‡]

𝛿𝜒‡
𝑛

)︂
𝜒‡=𝛿Ψ/𝛿𝜒

(︂
𝛿(𝛿Ψ[𝜒])

𝛿𝜒𝑛

)︂
. (15.9.32)

在场空间中分部积分, 这变成

𝛿𝑍 =

∫︁ [︁∏︁
d𝜒
]︁
exp(i𝐼Ψ[𝜒])

×
{︂
𝛿𝑅𝑆[𝜒, 𝜒

‡]

𝛿𝜒‡
𝑛

𝛿𝐿𝐼Ψ[𝜒]

𝛿𝜒𝑛
− iΔ𝑆[𝜒, 𝜒‡]

}︂
𝜒‡=𝛿Ψ/𝛿𝜒

𝛿Ψ[𝜒] , (15.9.33)

其中

Δ ≡ 𝛿𝑅

𝛿𝜒‡
𝑛

𝛿𝐿
𝛿𝜒𝑛

. (15.9.34)

我们看到, 一般而言, Φ与真空-真空振幅无关的条件不是主方程(15.9.2), 而是所谓的量子主方程

(𝑆, 𝑆)− 2iΔ𝑆 = 0 在 𝜒‡ = 𝛿Φ/𝛿𝜒 . (15.9.35)

在cgs单位制c中, 伴随每个𝑆[𝜒, 𝜒‡]因子, 都会有因子1/~, 所以在方程(15.9.35)的第二项中, 系

数−2i要被换成−2i~. 因此, 无论量子主方程(15.9.35)是在何时成立的, 𝑆中~的零阶项满足原始主
方程(15.9.2). 通常情况下,构建一个满足经典主方程的作用量是很容易的,这使得方程(15.9.35)中

的第一项为零, 这样一来, 问题就变成是否第二项也为零. 在第22章, 关于反常的讨论中, 我们会

考察定域作用量不满足量子主方程的情况.

假定量子主方程(15.9.35)是满足的, Ψ的变化𝛿Ψ所引起的算符𝒪[𝜒]的真空期望值的变化是

𝛿⟨𝒪⟩ = −i

𝑍Ψ

∫︁ [︁∏︁
d𝜒
]︁
exp (i𝐼Ψ[𝜒])

𝛿𝑅𝒪[𝜒]

𝛿𝜒𝑛

(︂
𝛿𝑅𝑆[𝜒, 𝜒

‡]

𝛿𝜒‡
𝑛

)︂
𝜒‡
𝑛=𝛿Ψ/𝛿𝜒

𝛿Ψ[𝜒] . (15.9.36)

在方程(15.9.36)的被积函数中, 指数的系数正是𝑠𝒪[𝜒]. 我们看到, 对于在广义BRST变换(15.9.16)

—(15.9.17)下不变的算符,‡‡ 它们的真空期望值不被规范固定泛函Ψ的变化所影响. 对于两个或多

个算符的真空期望值, 相对应的结果同样成立.

‡‡对于开规范理论, 一般而言, 除了常数以外, 没有在变换(15.9.16)—(15.9.17)下不变的算符. 取而代之, 应该考虑的

是在幂零的“量子BRST算符”𝜎下不变的算符𝑂(𝜒, 𝜒‡), 其中𝜎定义为𝜎𝑂 = (𝑂,𝑆)− iΔ𝑂. 对于仅依赖于𝜒的𝑂, 这一条

件退化至方程(15.9.36). 如果𝜎𝑂 = 0, 那么规范固定函数Ψ的微小变换不会影响𝑂(Ψ, 𝛿Ψ/𝛿𝜒)的期望值.[24]

c即厘米-克-秒(Centimeter-Gram-Second)单位制. ——译者注
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附录A 关于Lie代数的一个定理

在这个附录中, 我们所考察的是一般的Lie代数G , 生成元为𝑡𝛼, 结构常数为𝐶
𝛼
𝛽𝛾 , 并将证明如

下3个条件的等价性:

a: 存在一个实的对称正定矩阵𝑔𝛼𝛽, 其满足不变性条件

𝑔𝛼𝛽𝐶
𝛽
𝛾𝛿 = −𝑔𝛾𝛽𝐶𝛽𝛼𝛿 . (15.A.1)

(这正是在15.2节中证明的物理背景所需要的条件(15.2.4).)

b: 该Lie代数存在一组基(即, 一组生成元𝑡𝛼 = S𝛼𝛽𝑡𝛽, 其中S是非奇异的实矩阵), 使得这组基的

结构常数𝐶𝛼𝛽𝛾不仅对于下指标𝛽和𝛾是反对称的, 并且对于全部3个指标𝛼, 𝛽和𝛾是全反对称的.

c: Lie代数G是相互交换的紧致单纯子代数与𝑈(1)子代数的直和, 记为子代数H𝑚的直和.

我们将通过证明a推出b, b推出c, 以及c推出a的方式来证明陈述a, b和c的等价性. 作为中间的一

个副产品, 我们也将证明, 如果这些条件被满足了, 那么能够选出G的一组基𝑡𝑚𝑎, 其中𝑚标记𝑡𝑚𝑎所

属的单纯或𝑈(1)子代数H𝑚, 𝑎标记该子代数下的个体生成元, 使得满足方程(15.A.1)的矩阵采取

形式

𝑔𝑚𝑎,𝑛𝑏 = 𝑔−2
𝑚 𝛿𝑚𝑛𝛿𝑎𝑏 , (15.A.2)

其中𝑔−2
𝑚 是任意的正实数.

首先, 我们假定a, 即存在满足不变性条件(15.A.1)的实对称正定矩阵𝑔𝛼𝛽. 那么, 我们就可以

定义新的生成元

𝑡𝛼 ≡ (𝑔−1/2)𝛼𝛽𝑡𝛽 , (15.A.3)

其中实的逆平方根矩阵𝑔−1/2的存在性由𝑔𝛼𝛽的正定性保证. 这些生成元满足Lie代数[︁
𝑡𝛼, 𝑡𝛽

]︁
= i𝐶𝛼𝛽𝛾𝑡𝛾 , (15.A.4)

其中

𝐶𝛼𝛽𝛾 ≡ (𝑔−1/2)𝛼𝛼′(𝑔−1/2)𝛽𝛽′(𝑔+1/2)𝛾𝛾′𝐶
𝛾′
𝛼′𝛽′ . (15.A.5)

(在这一基下, 不再区分上下标𝛼, 𝛽等将是方便的, 取代𝐶𝛾𝛼𝛽, 写成𝐶𝛾𝛼𝛽.) 那么, 方程(15.A.1)就告

诉我们𝐶𝛼𝛾𝛿关于𝛼和𝛾是反对称的并且关于𝛾和𝛿也是反对称的, 进而是全反对称的, 证明了b.

接下来, 我们假定b, 即存在Lie代数的一组基使得结构常数是全反对称的. 在这一基下, 伴随

表示的矩阵(𝑡A𝛼)𝛽𝛾 ≡ −i𝐶𝛽𝛾𝛼是纯虚且全反对称的, 因而是厄米的. 根据关于厄米矩阵的一般定

理,* 𝑡A𝛼要么是不可约的, 要么是完全可约的.

一组不可约的𝑁 × 𝑁矩阵𝑡A𝛼是指, 对于这组矩阵不存在维数< 𝑁的子空间, 使得该子空间

在所有的𝑡A𝛼作用下不变——即, 不存在一组个数小于𝑁的非零矢量(𝑢𝑟)𝛽, 使得对于每一𝛼和𝑟,

*如果一组矩阵𝐻𝛼的一组基不是不可约的, 那么由定义可知, 必存在一组矢量𝑢𝑛, 它们张开了一个子空间(不是

整个空间), 使得这个子空间在𝐻𝛼的作用下不变: 即, 对于所有的𝛼和𝑛, 𝐻𝛼𝑢𝑛 =
∑︀

𝑚(𝐶𝛼)𝑚𝑛𝑢𝑚. 在这一情况下, 我

们可以取矢量𝑢𝑛以及矢量𝑣𝑘构成一个基, 其中𝑣𝑘张开的空间正交于所有𝑢𝑛. 如果𝐻𝛼是厄米的, 那么(𝑢𝑛, 𝐻𝛼𝑣𝑘) =∑︀
𝑚(𝐶𝛼)

*
𝑚𝑛(𝑢𝑚, 𝑣𝑘) = 0, 所以由𝑣𝑘张开的空间在𝐻𝛼也是不变的: 𝐻𝑎𝑣𝑘 =

∑︀
ℓ(𝐷𝛼)ℓ𝑘𝑣ℓ. 在这一基下, 矩阵𝐻𝛼可以同

时约化至分块对角形式:

𝐻𝛼 =

(︃
𝐶𝛼 0

0 𝐷𝛼

)︃
.

以这种方式继续下去, 我们可以完全地将矩阵𝐻𝛼约化至每个分块矩阵都不可约的分块对角形式.
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(𝑡A𝛼)𝛽𝛾(𝑢𝑟)𝛾是矢量(𝑢𝑠)𝛽的线性组合. 既然矩阵(𝑡A𝛼)𝛽𝛾正比于这组基下的结构常数, 这等价于陈

述: 不存在一组线性组合T𝑟 ≡ (𝑢𝑟)𝛾𝑡
A
𝛾 , 使得它与所有𝑡

A
𝛼的对易子封闭, 即对于每一𝛼和𝑟, [𝑡A𝛼,

T𝑟]是T𝑠的线性组合. 这样的矩阵T𝑟将构成整个Lie代数的一个不变子代数的生成元; 这种矩阵不

存在意味着Lie代数是单纯的.

一组矩阵𝑡A𝛼完全可约是指, 通过选择合适的基, 它们可以写成分块对角的超矩阵

(𝑡A𝛼)𝑚𝑎,𝑛𝑏 = [𝑡A(𝑚)
𝛼]𝑎𝑏 𝛿𝑚𝑛 , (15.A.6)

其中子矩阵𝑡A(𝑚)
𝛼要么不可约要么为零.** 对Lie代数本身也采用这组基, 那么结构常数就变成

𝐶ℓ𝑐,𝑚𝑎,𝑛𝑏 = i(𝑡Aℓ𝑐)𝑚𝑎,𝑛𝑏 = i(𝑡A(𝑚)
ℓ𝑐)𝑎𝑏 𝛿𝑚𝑛 . (15.A.7)

但是, 既然它是全反对称的, 并正比于𝛿𝑚𝑛, 它必须也正比于𝛿ℓ𝑛和𝛿ℓ𝑚:

𝐶ℓ𝑐,𝑚𝑎,𝑛𝑏 = 𝛿ℓ𝑛 𝛿ℓ𝑚𝐶
(ℓ)
𝑐𝑎𝑏 . (15.A.8)

换句话说, 在这组基下, 对于Lie代数的任何表示𝑡(𝑚)
𝑎 ≡ 𝑡𝑚𝑎, 我们有

[𝑡(𝑚)
𝑎, 𝑡

(𝑚)
𝑏] = i 𝛿𝑚𝑛𝐶

(𝑚)
𝑐𝑎𝑏 𝑡

(𝑚)
𝑐 , (15.A.9)

其中𝐶
(𝑚)
𝑐𝑎𝑏 是实的且关于指标𝑎, 𝑏, 𝑐反对称. 当我们说Lie代数是子代数𝑡(𝑚)的直和时, 我们是指, 能

够找到一组基, 使得在这组基下, 生成元落入集合𝑡(𝑚)中, 并且一个集合内的生成元, 它们彼此之

间的对易子有该集合内的生成元的线性组合给出, 并且一个集合内的所有生成元与所有其它集合

内的所有生成元对易. 对于每一个𝑚, 伴随表示𝑡(𝑚)𝐴的矩阵的集合要么不可约要么为零, 分别对

应于单独子代数或者由所谓的𝑈(1)生成元构成的子代数, 而后者与整个代数的所有生成元均对易.

因此, 我们证明了, 对于最一般的Lie代数, 若它的结构常数是全反对称的, 那么它是一个或

多个单纯Lie代数和/或𝑈(1)Lie代数的直和. 更进一步, 单纯子代数是紧致的, 也就是说, 每个矩

阵−𝐶(𝑚)
𝑎𝑐𝑑 𝐶

(𝑚)
𝑏𝑑𝑐 是正定的, 这是因为对于任意实矢量𝑢𝑎, −𝐶(𝑚)

𝑎𝑐𝑑 𝐶
(𝑚)
𝑏𝑑𝑐 𝑢𝑎𝑢𝑏 =

∑︀
𝑐𝑑[
∑︀

𝑎 𝑢𝑎𝐶
(𝑚)
𝑎𝑐𝑑 ]

2是正

量的和, 除非𝑢𝑎 = 0, 否则它不能为零, 既然对于𝑢𝑎 ̸= 0, 条件
∑︀

𝑎 𝑢𝑎𝐶
(𝑚)
𝑎𝑐𝑑 = 0将表明

∑︀
𝑎 𝑢𝑎𝑡

(𝑚)
𝑎本

身是一个不变阿贝尔子代数, 与𝑡(𝑚)
𝑎构成单Lie代数的事实相矛盾. 这完成了c的证明.

最后, 我们假定c, 即Lie代数是一组单纯Lie代数或𝑈(1)Lie代数的直和; 也就是说, 在某个

基𝑡
(𝑚)
𝑎 = S𝑚𝑎,𝛼𝑡𝛼下, 其中S是实的且非奇异, 我们有

[𝑡(𝑚)
𝑎 , 𝑡

(𝑚)
𝑏 ] = i𝛿𝑛𝑚𝐶

(𝑚)𝑐
𝑎𝑏𝑡

(𝑚)
𝑐 ,

其中每一子代数𝑡(𝑚)不是单纯的就与所有量均对易. 我们进一步假定单纯子代数是紧致的, 也就是

说, 矩阵

𝑔
(𝑚)
𝑎𝑏 ≡ −𝐶(𝑚)𝑐

𝑎𝑏𝐶
(𝑚)𝑑

𝑏𝑐 (15.A.10)

是正定的. 为了构建满足方程(15.A.1)的实正定矩阵𝑔𝛼𝛽, 在生成元的基为𝑡𝑚𝑎 = 𝑡
(𝑚)
𝑎 下, 我们取

𝑔𝑚𝑎,𝑛𝑏 ≡ 𝑔
(𝑚)
𝑎𝑏 𝛿𝑚𝑛 , (15.A.11)

**这里𝑚和𝑛用来标记沿着主对角的块, 而𝑎和𝑏标记这些块内的行和列. 另外, 𝑚是不求和的, 且𝑎, 𝑏等指标的范围一

般会依赖于𝑚.
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其中, 当𝑡(𝑚)是单纯子代数时, 𝑔
(𝑚)
𝑎𝑏 取为矩阵(15.A.10), 而当𝑡(𝑚)是一个或多个𝑈(1)子代数的直和

时, 𝑔
(𝑚)
𝑎𝑏 取为任意的实对称正定矩阵. 由于每一个𝑔

(𝑚)
𝑎𝑏 是实对称正定矩阵, 那么矩阵(15.A.11)显然

也是如此. 为了验证要求(15.A.1), 回忆结构常数的Jacobi恒等式:

𝐶(𝑚)𝑐
𝑎𝑑𝐶

(𝑚)𝑑
𝑏𝑒 + 𝐶(𝑚)𝑐

𝑏𝑑𝐶
(𝑚)𝑑

𝑒𝑎 + 𝐶(𝑚)𝑐
𝑒𝑑𝐶

(𝑚)𝑑
𝑎𝑏 = 0 (15.A.12)

然后与𝐶(𝑚)𝑒
𝑓𝑐收缩. 重新命名第三项的指标, 使得𝑐 → 𝑑 → 𝑒 → 𝑐, 并使用方程(15.A.10), 在做了

这些之后, 针对单纯子代数的结果可以写成

𝑔
(𝑚)
𝑑𝑓 𝐶(𝑚)𝑑

𝑎𝑏 = 𝐶(𝑚)𝑐
𝑎𝑑𝐶

(𝑚)𝑑
𝑏𝑒𝐶

(𝑚)𝑒
𝑐𝑓 − 𝐶(𝑚)𝑐

𝑓𝑑𝐶
(𝑚)𝑑

𝑏𝑒𝐶
(𝑚)𝑒

𝑐𝑎 .

其中的关键点在于, 它表明左边关于𝑎和𝑓是全反对称的:

𝑔
(𝑚)
𝑑𝑓 𝐶(𝑚)𝑑

𝑎𝑏 = −𝑔(𝑚)
𝑑𝑎 𝐶(𝑚)𝑑

𝑓𝑏 . (15.A.13)

这一结果在𝑈(1)子代数中是平庸的, 在那里结构常数为零. 从方程(15.A.13)中就立刻得出了对称

性条件(15.A.1), 因此完成了a的证明. 这样就完成了我们对陈述a, b和c相互等价的证明.

现在我们回到矩阵𝑔𝛼𝛽. 有了全反对称的结构常数, 不变性条件(15.2.4)可以表示为如下的陈

述, 矩阵𝑔𝛼𝛽与Lie代数伴随表示中的所有矩阵均对易

[𝑔, 𝑡A𝛾 ] = 0 . (15.A.14)

我们已经看到所有的(𝑡A𝛾)𝛼𝛽都可以变成分块对角的形式, 并且沿着主对角的是不可约子矩阵(或

零矩阵). 那么, 一个著名的定理[25]会告诉我们, 𝑔𝛼𝛽也必须是分块对角的, 且其中的块与𝑡A𝛾中的

块有相同的大小和位置, 而且每一块中的子矩阵正比于单位矩阵. (若𝑡A𝛾中的两个矩阵是等价的,

也就是说这两个矩阵通过一个相似变换相关, 为了使𝑔𝛼𝛽的子矩阵变成正比于单位矩阵的形式, 可

能就需要在那里对基做一个合适的变换.) 那么以方程(15.A.11)的记法, 矩阵就由方程(15.A.2)给

出.

附录B Cartan目录

我们在这里不加证明的呈现出单Lie代数的全部目录, 它的最终形式是由E. Cartan给出的.[26]

这里所要呈现的是它们的“紧致”形式——即, 生成元可以被有限维厄米矩阵忠实表示. Lie代数的

标记中含有下标𝑛 ≥ 1, 这用来标记它们的“秩”(rank)——相互独立且交换的生成元的线性组合的

个数.

𝐴𝑛: 这是特殊幺正群𝑆𝑈(𝑛+1)的代数,特殊幺正群𝑆𝑈(𝑛+1)是𝑛+1维中所有幺正(𝑈 † = 𝑈−1)幺

模(Det𝑈 = 1)矩阵构成的群. 任何这样的矩阵, 只要它无限接近于单位元, 它可以表示成

𝑈 = 1 + i𝐻 ,

其中无限小的𝐻满足条件

𝐻† = 𝐻 , Tr𝐻 = 0 ,

所以𝐴𝑛是𝑛+ 1维中所有无迹厄米矩阵的Lie代数. 任何一组相互交换的厄米矩阵可以同时对角化,

在𝑛+ 1维中, 相互独立的无迹对角矩阵的最大数目是𝑛, 所以𝑛是𝐴𝑛的秩. 𝑛+ 1维中的任何厄米矩
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阵有(𝑛 + 1)2个独立的实参数(其中沿着主对角的是𝑛 + 1个实数, 而在主对角上方有𝑛(𝑛 + 1)/2个

复数, 这些复数等于主对角下方复数的共轭), 无迹条件会消掉一个实参数, 所以𝐴𝑛的维数是

𝑑(𝐴𝑛) = (𝑛+ 1)2 − 1 = 𝑛(𝑛+ 2) .

所有𝐴𝑛都是单纯的.

𝐵𝑛: 这是幺正正交群𝑂(2𝑛 + 1)的代数, 该群由2𝑛 + 1维中所有幺正(𝒪† = 𝒪−1)且正交(𝒪T =

𝒪−1)的矩阵构成, 由于矩阵是幺正且正交的, 所以它还是实矩阵. (有时为了体现幺正的限制会称

这个群为𝑈𝑂(2𝑛+ 1).) 任何这样的矩阵𝒪, 若它无限接近于单位元, 它可以表示为

𝒪 = 1 + i𝐴 ,

其中𝐴是无限小矩阵并满足条件

𝐴* = −𝐴 = 𝐴T .

(如果我们将自身限制于子群𝑆𝑂(2𝑛+ 1), 𝒪要服从进一步的条件Det𝒪 = 1, 既然任何接近于单位

元的正交矩阵𝒪都会有Det𝒪 = 1, 所以这并不会造成任何区别.) 任何一组(2𝑛+ 1)-维中的反对称

虚矩阵可以(通过普通的正交矩阵)变成如下超矩阵的形式⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

𝑎1𝜎2 0

𝑎2𝜎2
. . .

𝑎𝑛𝜎2

0 0

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
其中𝜎2是通常的2× 2矩阵

𝜎2 =

[︃
0 −i

i 0

]︃
而𝑎1, · · · , 𝑎𝑛是实数. 因此𝐵𝑛的秩显然等于𝑛. 反对称虚矩阵完全由实对角上方的虚数指定, 所以

它的维数是

𝑑(𝐵𝑛) =
(2𝑛+ 1)(2𝑛)

2
= 𝑛(2𝑛+ 1) .

所有𝐵𝑛都是单纯的.

𝑂(𝑁)还有另一种定义方法, 而这个定义将会帮助我们理解下一大类单Lie代数的动机. 除了

将𝑂(𝑁)定义成满足正交条件𝒪T𝒪 = 1的所有𝑁维实矩阵构成的群, 它也可以定义为满足条件

MTPM = P

的所有𝑁维实矩阵M的群, 其中P是正定对称实矩阵. 这是因为任何这样的P总可以表示

为P = RTR, 其中R是某个非奇异的实矩阵, 所以存在相似变换, 使得满足上述条件的M变成实

正交矩阵R−1MR, 所以我们可以令P为各种各不相同的实对称正定矩阵却不改变群.

𝐶𝑛: 这是幺正辛群𝑈𝑆𝑝(2𝑛)的代数, 幺正辛群由所有保持反对称非奇异矩阵A不变的幺正矩

阵M构成:

MTA M = A ,
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A T = −A , DetA ̸= 0 .

(注意, 在𝑑维中, DetA = DetA T = (−)𝑑DetA , 所以, 如果𝑑是奇数, DetA必须为零, 因此, 除

非𝑑为偶数, 否则不存在𝑈𝑆𝑝(𝑑).) 任何这样的反对称非奇异(可能为复)矩阵A可以写成如下的标

准形式

A = RTA0R ,

其中R是幺正矩阵, 而A0是超矩阵:

A0 =

[︃
0 1

−1 0

]︃
.

(或者, 我们可以取A0为分块对角超矩阵, 其中主对角线上是𝜎1.) 𝑈𝑆𝑝(2𝑛)可以描述成满足

S TA0S = A0

的幺正矩阵S所构成的群, 这是因为任何这样的S可以变换至幺正矩阵M = R−1S R, 而M满

足之前的条件MTA M = A . 任何这样的矩阵S , 若它无限接近于单位元, 它可以写成

S = 1 + iH ,

其中H是无限小矩阵, 并满足条件

H † = H , H TA0 + A0H = 0 .

满足这些条件的最一般的2𝑛维矩阵可以写成超矩阵

H =

[︃
A B

B* −A *

]︃
,

其中𝑛维复子矩阵A ,B满足

A † = A , BT = B .

最大的一组相互对易的生成元满足A为对角矩阵而B为零, 因而为如下的形式

H =

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

𝑎1 0
. . .

𝑎𝑛

−𝑎1
. . .

0 −𝑎𝑛

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
其中𝑎1, · · · , 𝑎𝑛为实数. 因此, 𝐶𝑛的秩显然为𝑛. 𝐶𝑛的维数是, 厄米矩阵A中相互独立的实参数数

目𝑛2, 加上对称复矩阵B中相互独立的实参数数目2𝑛(𝑛+ 1)/2

𝑑(𝐶𝑛) = 𝑛2 + 2× 𝑛(𝑛+ 1)/2 = 𝑛(2𝑛+ 1) .

所有𝐶𝑛代数都是单纯的.
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𝐷𝑛: 这是幺正正交群𝑂(2𝑛)的代数, 𝑂(2𝑛)由2𝑛维中所有幺正正交矩阵构成. 对𝐵𝑛的讨论可以挪

至𝐷𝑛, 所不同的是任何一组相互对易的生成元可以变成如下形式⎡⎢⎢⎢⎢⎣
𝑎1𝜎2 0

𝑎2𝜎2
. . .

0 𝑎𝑛𝜎2

⎤⎥⎥⎥⎥⎦
所以秩仍然是𝑛. 另外, 维数在这里是

𝑑(𝐷𝑛) =
(2𝑛)(2𝑛− 1)

2
= 𝑛(2𝑛− 1) .

除了𝐷1和𝐷2之外, 所有的𝐷𝑛都是单纯的, 𝐷1是只有一个生成元的阿贝尔代数, 而𝐷2是直和𝐵1 +

𝐵1.

例外Lie代数: 除了之上的典型Lie代数外, 还存在5种特殊情况, 𝐺2(𝑑 = 14); 𝐹4(𝑑 = 52); 𝐸6(𝑑 =

78); 𝐸7(𝑑 = 133); 𝐸8(𝑑 = 248).

不是所有的典型Lie代数是真正不同的. 存在如下4个同构

𝐴1 = 𝐵1 = 𝐶1 , 𝐶2 = 𝐵2 , 𝐴3 = 𝐷3 .

它们对应Lie群中代数之间的同构. 然而, 像𝐵1 = 𝐴1, 𝐵2 = 𝐶2和𝐷3 = 𝐴3这样的同构并

不意味着𝑆𝑂(3)与𝑆𝑈(2)同构, 或者𝑆𝑂(5)与𝑈𝑆𝑝(4)同构, 或者𝑆𝑂(6)与𝑆𝑈(4)同构. 取而代之,

𝑆𝑈(2), 𝑈𝑆𝑝(4)和𝑆𝑈(4)是𝑆𝑂(3), 𝑆𝑈(2)和𝑆𝑂(6)的单连通覆盖群. (即第二章讨论的覆盖群.) 然

而, Lie代数的同构使得𝑆𝑂(3), 𝑆𝑈(2)和𝑆𝑂(6)双值基本表示的构造变得非常容易; 它们分别就

是𝑆𝑈(2), 𝑈𝑆𝑝(4)和𝑆𝑈(4)的定义表示. 另外𝑆𝑂(4)同构于𝑆𝑂(3)× 𝑆𝑂(3), 所以它的双值旋量表示

就是𝑆𝑈(2)× 𝑆𝑈(2)的定义表示. 当𝑑 ≥ 7时, 𝑆𝑂(𝑑)的双值旋量表示必须通过其它方法构建. 最简

单的技巧是使用5.4节讨论过的Clifford代数.

习题

1. 推导Bianchi恒等式

𝐷𝜇 𝐹𝛼𝜈𝜆 +𝐷𝜈 𝐹𝛼𝜆𝜇 +𝐷𝜆 𝐹𝛼𝜇𝜈 = 0 .

2. 假定我们在非阿贝尔规范理论中使用广义Coulomb规范, 取规范固定函数为𝑓𝛼 = ∇ ·A𝛼. 推导

鬼场拉格朗日量. 鬼场传播子是什么? (取𝐵[𝑓 ] = exp(−i
∫︀
d4𝑥 𝑓𝛼𝑓𝛼/2𝜉).)

3. 假定在电动力学中我们使用规范固定函数𝑓 = 𝜕𝜇𝐴
𝜇 + 𝑐𝐴𝜇𝐴

𝜇, 其中𝑐是任意常数. 推导鬼场拉

格朗日量. (取𝐵[𝑓 ] = exp(−i
∫︀
d4𝑥 𝑓2/2𝜉).) 鬼场传播子是什么?

4. 证明单Lie单数的生成元个数不可能是4.
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5. 证明, 如果𝜓(𝑥)属于某个规范群的一个表示, 该规范群的生成元为𝑡𝛼, 并且𝜓(𝑥)沿着路

径𝑥𝜇 = 𝑥𝜇(𝜏)依照微分方程

d𝜓(𝜏)

d𝜏
= i𝑡𝛼𝜓(𝜏)𝐴𝛼𝜇(𝑥(𝜏))

d𝑥𝜇(𝑡)

d𝜏

进行变化, (其中𝜓ℓ(𝑥)和𝐴𝛼𝜇(𝑥)是经典c-数场) 那么对于围绕点𝑋𝜇的任何小的闭环路P, 𝜓沿该环

路的变化正比于

𝑡𝛼𝜓(𝑋)𝐹𝛼𝜇𝜈(𝑋)

∮︁
P
𝑥𝜇(𝜏)

d𝑥𝜈(𝜏)

d𝜏
d𝜏 .

找到比例常数. 用这一结果证明, 如果𝐹𝛼𝜇𝜈处处为零, 那么, 至少在一有限区域内, 可以通过一个

规范变换使得𝐴𝛼𝜇(𝑥)为零. (提示: 沿用电动力学中的类似讨论, 或者沿用广义相对论中的讨论,

例如参考文献6.)

6. 对一般的非阿贝尔规范理论应用路径积分方法, 选择规范固定泛函𝑓𝛼 = 𝑛𝜇𝐴
𝜇
𝛼, 其中𝑛𝜇是任意

常数, 计算规范场𝐴𝛼𝜇(𝑥)的传播子. (取𝐵[𝑓 ] = exp(−i
∫︀
d4𝑥 𝑓𝛼𝑓𝛼/2𝜉).) 鬼场拉格朗日量是什么?

鬼场传播子是什么? 鬼场相互作用顶点是什么?

7. 假定我们采用BRST不变性而非规范不变性作为基本的物理原理. 拉格朗日量是从场和场导

数的乘积的和中构建的, 即从𝐴𝛼𝜇, 𝜔𝛼, 𝜔
*
𝛼, ℎ𝛼和/或它们的导数构建的, 要求场与场导数乘积的量

纲(质量)𝑑满足𝑑 ≤ 4, 并且拉格朗日量在Lorentz变换, 鬼数相位变换(𝜔𝛼 → e𝑖𝜃𝜔𝛼, 𝜔
*
𝛼 → e−𝑖𝜃𝜔*

𝛼),

整体规范变换(𝜖𝛼为常数)以及BRST变换下不变(可以相差一个全导数), 推导满足上述要求的最一

般的拉格朗日量.

8. 证明反括号满足对称性条件(15.9.15)和Jacobi恒等式(15.9.21).

9. 证明, 如果泛函𝑂满足条件(𝑂,𝑆) = iΔ𝑆并且作用量𝑆满足量子主方程, 那么量子均值⟨𝑂⟩独立
于规范固定泛函Ψ.
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第 16 章 外场方法

考察有经典外场的量子场论通常是有益的. 一个原因是, 在很多物理情况下, 确实出现了外

场, 例如经典电磁场或引力场, 或者真空期望值不为零的标量场. (我们将在第19章看到, 这种标量

场会在拉格朗日量的对称性自发破缺中扮演一个重要角色.) 然而, 即便问题中没有出现真正的外

场, 通过在一个虚拟外场下考察物理振幅可以极大地简化一些计算. 这一章将会证明, 可以将所有

的多圈效应等效成对“树”图的求和, 这些树图的顶点和传播子从量子有效作用量中获得, 而量子

有效作用量不是别的, 正是有外场时的单粒子不可约连通真空-真空振幅. 在下一章将会看到, 这

提供了一种极其方便的方法, 即补全了始于第15章的非阿贝尔规范理论可重整性的证明, 又简化

了荷重整化因子的计算, 而后者, 正是我们在构建量子色动力学中渐进自由的临界性质时所需要

的.

16.1 量子有效作用量

考察一作用量为𝐼[𝜑]的量子场论, 并假定我们“打开”了与该理论的场𝜑𝑟(𝑥)相耦合的经典

流𝐽𝑟(𝑥). 那么, 有这些流的完整真空-真空振幅是

𝑍[𝐽 ] ≡ ⟨VAC, out|VAC, in⟩𝐽

=

∫︁ [︃∏︁
𝑠,𝑦

d𝜑𝑠(𝑦)

]︃
exp

(︁
i𝐼[𝜑] + i

∫︁
d4𝑥 𝜑𝑟(𝑥)𝐽𝑟(𝑥) + 𝜖项

)︁
. (16.1.1)

场𝜑𝑟(𝑥)不需要是标量. 它们甚至可以是费米的, 尽管如此, 直到16.4节, 我们都不会费心于

追踪这一情况下会出现的符号.) 计算𝑍[𝐽 ]的Feynman规则与计算没有外流的真空-真空振

幅𝑍[0]的Feynman规则相同, 只不过现在的Feynman图要包含一种新顶点, 这一顶点与单个𝜑𝑟-

线相连. 这类顶点会用坐标𝑥进行标记, 并且会给坐标空间Feynman振幅的被积函数贡献“耦

合”因子i𝐽𝑟(𝑥). 等价地, 我们可以说, 在𝑍[𝐽 ]作为𝐽的幂级数展开式中, 正比于i𝐽𝑟(𝑥)i𝐽𝑠(𝑦) · · ·的
项, 它的系数就是外线(包含传播子)对应于𝜑𝑟(𝑥), 𝜑𝑠(𝑦)等场的图的和. 特别地, 一阶导数给出对应

于𝜑𝑟(𝑥)的量子力学算符Φ𝑟(𝑥)的真空矩阵元:[︂
𝛿

𝛿𝐽𝑟(𝑦)
𝑍[𝐽 ]

]︂
𝐽=0

= i

∫︁ [︃∏︁
𝑟,𝑥

d𝜑𝑟(𝑥)

]︃
𝜑𝑟(𝑦) exp{i𝐼[𝜑] + 𝜖项}

= i⟨VAC, out|Φ𝑟(𝑦)|VAC, in⟩𝐽=0 . (16.1.2)

对于泛函𝑍[𝐽 ]的定义(16.1.1), 其中的场𝜑𝑟(𝑥)可以不是基本场(即, 出现在作用量中的场), 而是基

本场的乘积, 我们有时也会处理这样的𝑍[𝐽 ]. 若𝜑𝑟(𝑥)是𝑁个基本场的乘积, Z[J]的Feynman规则中

的新顶点就会与𝑁个线相连. 本章的一些结果(包含方程(16.1.2))适用于这一情况, 但是, 凡是涉

及Feynman图的地方, 将默认假定𝜑𝑟(𝑥)是基本的.

47
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现在, 𝑍[𝐽 ]由含有流𝐽的所有真空-真空振幅的和给出, 这些振幅中既包括连通图也包括非连

通图, 但是, 对于在同一子图或不同的连通子图中仅相差顶点置换的那些图, 并没有计为不同的

图. 一个由𝑁个连通分支构成的一般图对𝑍[𝐽 ]的贡献等于这些分支的贡献之积, 再除以顶点的置

换数𝑁 !, 即仅对一个连通分支与另一个连通分支的所有顶点进行置换产生的重复计数.* 因此, 所

有图的和是

𝑍[𝐽 ] =
∞∑︁
𝑛=0

1

𝑁 !
(i𝑊 [𝐽 ])𝑁 = exp(i𝑊 [𝐽 ]) , (16.1.3)

其中i𝑊 [𝐽 ]是所有连通真空-真空振幅的和, 再一次地, 对于那些仅相差顶点置换的图, 并没有计为

不同的图.

由于众多目的, 更进一步, 并用所有连通单粒子不可约图取代𝑊 [𝐽 ]进行处理将是有用的. (单

粒子不可约图是指无法通过剪掉任何一条内线变得不连通的图.) 我们可以以如下方式给出这一

求和的形式表达式. 首先, 定义𝜑𝑟𝐽(𝑥)为算符有流𝐽时的Φ𝑟(𝑥)的真空期望值:

𝜑𝑟𝐽(𝑥) ≡
⟨VAC, out|Φ𝑟(𝑥)|VAC, in⟩𝐽

⟨VAC, out|VAC, in⟩𝐽
= − i

𝑍[𝐽 ]

𝛿

𝛿𝐽𝑟(𝑥)
𝑍[𝐽 ] (16.1.4)

或者, 以连通图之和的形式

𝜑𝑟𝐽(𝑥) =
𝛿

𝛿𝐽𝑟(𝑥)
𝑊 [𝐽 ] . (16.1.5)

这一公式可以逆转. 定义𝐽𝜑𝑟(𝑥)为使(16.1.4)有规定值𝜑𝑟(𝑥)的流:

𝜑𝑟𝐽(𝑥) = 𝜑𝑟(𝑥) 如果 𝐽𝑟(𝑥) = 𝐽𝜑𝑟(𝑥) .

量子有效作用量[1]由Legendre变换定义(作为𝜑的泛函, 而非𝐽)

Γ[𝜑] ≡ −
∫︁

d4𝑥𝜑𝑟(𝑥)𝐽𝜑𝑟(𝑥) +𝑊 [𝐽𝜑] . (16.1.6)

我们将证明Γ[𝜑]是有流𝐽𝜑时的所有连通单粒子不可约图的和. 然而, 我们先来看一下它另一方面的

物理意义.

注意到, Γ[𝜑]的泛函导数是

𝛿Γ[𝜑]

𝛿𝜑𝑠(𝑦)
= −

∫︁
d4𝑥 𝜑𝑟(𝑥)

𝛿𝐽𝜑𝑟(𝑥)

𝛿𝜑𝑠(𝑦)
− 𝐽𝜑𝑠(𝑦)

+

∫︁
d4𝑥

[︂
𝛿𝑊 [𝐽 ]

𝛿𝐽𝑟(𝑥)

]︂
𝐽=𝐽𝜑

𝛿𝐽𝜑𝑟(𝑥)

𝛿𝜑𝑠(𝑦)

或者, 使用方程(16.1.5)
𝛿Γ[𝜑]

𝛿𝜑𝑠(𝑦)
= −𝐽𝜑𝑠(𝑦) . (16.1.7)

因此, Γ[𝜑]是“有效作用量”, 也就是说, 在没有流𝐽时, 外场𝜑𝑠(𝑦)的可能值由Γ的驻“点”给定:

𝛿Γ[𝜑]

𝛿𝜑𝑠(𝑦)
= 0 对于 𝐽 = 0 . (16.1.8)

*有𝑁个连通分支的Feynman图, 若每个分支中的顶点数分别为𝑛1, 𝑛2, · · ·𝑛𝑁 , 从Dyson展开中可知, 这

个Feynman图的贡献正比于因子1/(𝑛1 + · · ·𝑛𝑁 )!, 而因子(𝑛1 + · · ·𝑛𝑁 )!/𝑁 !是这些顶点的置换数, 在置换计数时,

那些仅交换两个分支所有顶点的置换视为是等同的.
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可以与经典场方程做一比较, 经典场方程仅要求实际的作用量𝐼[𝜑]是稳定的. 因此, 方程(16.1.8)可

以视为将量子修正考虑在内的外场𝜑的运动方程.

Γ[𝜑]不仅提供了量子修正后的场方程; 它还是有效作用量, 也就是说, 如果作用量是Γ[𝜑]而不

是𝐼[𝜑], 利用从此得出的顶点, i𝑊 [𝐽 ]可以作为真空-真空振幅的连通树图和算出. 我们这里的树图

是指, 如果剪断任何一条内线这个图就会变得不连通. 通过用Γ[𝜑]而非𝐼[𝜑], 就将所有的圈图效应

考虑在内了.

为了看到这点,[2] 我们来考察将用来代替𝑊 [𝐽 ]的量𝑊Γ[𝐽, 𝑔], 如果我们用作用量𝑔
−1Γ[𝜑]代

替𝐼[𝜑]:

exp{i𝑊Γ[𝐽, 𝑔]} ≡
∫︁ ∏︁

𝑟,𝑥

d𝜑𝑟(𝑥) exp

{︂
i𝑔−1

[︁
Γ[𝜑] +

∫︁
d4𝑥 𝜑𝑟(𝑥)𝐽𝑟(𝑥)

]︁
+ 𝜖项

}︂
, (16.1.9)

其中𝑔是任意常数. 这里的传播子是𝑔−1Γ[𝜑]中𝜑的二次项系数的逆, 因而正比于𝑔, 而所有顶点

的贡献均正比于1/𝑔, 所以, 若一个图包含𝑉个顶点(包含那些流𝐽产生的顶点)和𝐼条内线(包含

那些与𝐽顶点相连的线), 那么它正比于𝑔𝐼−𝑉 . 对于任何连通图, 圈的数目是𝐿 = 𝐼 − 𝑉 + 1, 所

以𝑊Γ[𝐽, 𝑔]中的𝐿-圈项与𝑔的关系是 (︁
𝑊Γ[𝐽, 𝑔]

)︁
𝐿 loops

∝ 𝑔𝐿−1 . (16.1.10)

等效地, 我们可以写成(至少形式上地)

𝑊Γ[𝐽, 𝑔] =

∞∑︁
𝐿=0

𝑔𝐿−1𝑊
(𝐿)
Γ [𝐽 ] , (16.1.11)

其中(通过令𝑔 = 1可以看到), 𝑊
(𝐿)
Γ [𝐽 ]是对连通真空振幅𝑊Γ[𝐽, 1]的𝐿-圈贡献, 而𝑊Γ[𝐽, 1]是通过使

用Γ[𝜑](不含因子𝑔)而非作用量𝐼[𝜑]获得的.

现在, 我们在这里只关心无圈的树图的和, 计算这些图所用的顶点和传播子是从Γ[𝜑]而

非𝐼[𝜑]中得出的. 在我们目前的记法中, 这是𝑊
(0)
Γ [𝐽 ]. 为了孤立出方程(16.1.11)中𝐿 = 0的项, 考察

极限𝑔 → 0. 在这一极限下, 路径积分(16.1.9)被稳相点所主导,

exp
{︁
i𝑊Γ[𝐽, 𝑔]

}︁
∝ exp

{︂
i 𝑔−1

[︁
Γ[𝜑𝐽 ] +

∫︁
d4𝑥𝜑𝑟𝐽(𝑥)𝐽𝑟(𝑥)

]︁}︂
, (16.1.12)

其中, 由于它是作为𝐽所产生的场定义的, 场𝜑𝐽是指数的驻点, 也就是说

𝛿Γ[𝜑]

𝛿𝜑𝑟(𝑥)

⃒⃒⃒⃒
𝜑=𝜑𝐽

= −𝐽𝑟(𝑥) . (16.1.13)

方程(16.1.12)中的比例因子一般是𝐽的泛函, 但它是𝑔0阶项开始的𝑔的幂级数. 因此, 对两边取对

数, 并将𝑔−1阶项孤立出来, 这会给出

𝑊
(0)
Γ [𝐽 ] = Γ[𝜑𝐽 ] +

∫︁
d4𝑥 𝜑𝑟𝐽(𝑥)𝐽𝑟(𝑥) . (16.1.14)
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在方程(16.1.6)中令𝜑 = 𝜑𝐽 , 我们看到方程(16.1.14)的右边正是𝑊 [𝐽 ]:

𝑊
(0)
Γ [𝐽 ] =𝑊 [𝐽 ] . (16.1.15)

概括一下, 这说明, 通过用Γ[𝜑]代替𝐼[𝜑](下标Γ)并只保持树(0-圈)图可以算出𝑊 [𝐽 ]:

i𝑊 [𝐽 ] =

∫︁
CONNECTED

TREE

[︃∏︁
𝑟,𝑥

d𝜑𝑟(𝑥)

]︃
exp

{︂
i Γ[𝜑] + i

∫︁
𝜑𝑟(𝑥)𝐽𝑟(𝑥) d

4𝑥

}︂
. (16.1.16)

现在, i𝑊 [𝐽 ]的任何连通图都可视为树图, 只不过其中的顶点由单粒子不可约子图组成. 因此,

为了使方程(16.1.16)成立, iΓ[𝜑]必须是外线数目任意的所有单粒子不可约连通图的和, 而图中的

每一外线对应的是因子𝜑而非传播子或波函数. 由于这个原因, 在Γ[𝜑]围绕某个固定场𝜑0关于场以

及场导数的幂级数展开中, 展开系数可以视为重整化耦合常数, 而这里的重整化“点”是由𝜑0而非

某组动量指定的.

等价地, 对于某个固定场𝜑𝑟0(𝑥), iΓ[𝜑0]可以表示为真空-真空振幅的单粒子不可约图的和, 只不

过计算使用的是偏移作用量𝐼[𝜑+ 𝜑0]:

i Γ[𝜑0] =

∫︁
1PI

CONNECTED

[︃∏︁
𝑟,𝑥

d𝜑𝑟(𝑥)

]︃
exp{i 𝐼[𝜑+ 𝜑0]} . (16.1.17)

这是因为只要是𝜑0出现的地方, 无论是方程(16.1.17)中单粒子不可约图中的顶点还是传播子, 都

会与一个外𝜑-线相连. (限制在单粒子不可约图上在方程(16.1.17)中扮演了一个重要角色; 没有这

个限制, 我们偏移积分变量所产生的积分显然与𝜑0无关.) 取代方程(16.1.17), 写成

exp
[︁
i Γ[𝜑0]

]︁
=

∫︁
1PI

[︃∏︁
𝑟,𝑥

d𝜑𝑟(𝑥)

]︃
exp

{︁
i 𝐼[𝜑+ 𝜑0]

}︁
(16.1.18)

通常是方便的, 其中我们计算的路径积分包含所有图, 包括连通或非联通的, 但在每个图中, 每个

连通分支都是不可约的.

* * *

这一形式理论提供了对树图求和的简单方法. 作为一个例子, 考察全两点函数Δ𝑟𝑥,𝑠𝑦与它的单

粒子不可约部分Π𝑟𝑥,𝑠𝑦之间的关系. 从方程(16.1.5)和(16.1.7)中, 我们发现

Δ𝑟𝑥,𝑠𝑦 ≡ 𝛿2𝑊 [𝐽 ]

𝛿𝐽𝑟(𝑥)𝛿𝐽𝑠(𝑦)
=
𝛿𝜑𝑟𝐽(𝑥)

𝛿𝐽𝑠(𝑦)
, (16.1.19)

Π𝑟𝑥,𝑠𝑦 ≡
𝛿2Γ[𝜑]

𝛿𝜑𝑟(𝑥)𝛿𝜑𝑠(𝑦)
= −𝛿𝐽𝜑𝑟(𝑥)

𝛿𝜑𝑠(𝑦)
. (16.1.20)

由此立刻得出“矩阵”Δ和Π之间的关系为

Δ = −Π−1 . (16.1.21)

这一关系是传播子与自能部分之间的常见关系(10.3.15)的副本, 在方程(10.3.15)中, 分母中的额外

项𝑞2 +𝑚2代表单粒子不可约两点函数的零阶项.
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图 16.1 相互作用为𝜑4的中性标量场𝜑的量子有效作用量的Feynman图, 这些图依次对应零圈阶, 单圈阶和

两圈阶.

16.2 有效作用量的计算

为了看到上一节的形式理论在真实情况中是如何运作的, 考察一个简单例子, 单个实标量

场𝜑(𝑥)的可重整理论, 其作用量为

𝐼[𝜑] = −
∫︁

d4𝑥
[︁
𝜆+ 1

2𝜕𝜌𝜑𝜕
𝜌𝜑+ 1

2𝑚
2𝜑2 + 1

24 𝑔𝜑
4
]︁
. (16.2.1)

(在这里, 我们在拉格朗日密度中引入了“宇宙学常数”−𝜆, 这样做的原因在后文中将会变得非常清
楚). 简单起见, 假定我们希望计算的是某个位置无关场𝜑0(𝑥) = 𝜑0的Γ[𝜑0]. Γ[𝜑0]中的每一项将包

含一时空体积因子

V4 =

∫︁
d4𝑥 = 𝛿4(𝑝− 𝑝)(2π)4 (16.2.2)

这产生于动量守恒𝛿-函数. 因而, 对于常数的𝜑0, 我们将写出

Γ[𝜑0] = −V4𝑉 (𝜑0) , (16.2.3)

其中𝑉 (𝜑0)是一普通函数, 称为有效势. 在本节, 我们将计算有效势至它的一阶. 这一工作最初

是由Coleman和E. Weinberg[3]在研究对称性自发破缺时完成的, 对称性自发破缺将是第19章和

第21章的主题. 他们也将这一结果用于重整化群的一个早期应用, 我们会在18.2节描述它.

令𝜑偏移𝜑0, 这样, 方程(16.1.18)中的作用量是:*

𝐼[𝜑+ 𝜑0] = −V4

[︁
𝜆+ 1

2𝑚
2𝜑20 +

1
24𝑔𝜑

4
0

]︁
− [𝑚2𝜑0 +

1
6𝑔𝜑

3
0]

∫︁
d4𝑥 𝜑

−
∫︁

d4𝑥
[︁
1
2𝜕𝜌𝜑𝜕

𝜌𝜑+ 1
2𝜇

2(𝜑0)𝜑
2
]︁
−
∫︁

d4𝑥
[︁
1
6𝑔𝜑0𝜑

3 + 1
24𝑔𝜑

4
]︁
, (16.2.4)

其中𝜇2是场相关质量

𝜇2(𝜑0) = 𝑚2 + 1
2𝑔𝜑

2
0 . (16.2.5)

注意到, 现在出现了正比于𝜑的新相互作用(这对于单粒子不可约图没有任何影响)和正比于𝜑3的新

相互作用, 以及与原相互作用有相同结构的项.

图16.1展示了Γ[𝜑0]到两圈阶的Feynman图. 真空-真空振幅中的零圈阶项由𝐼[𝜑+ 𝜑0]中的常数

项给出

i Γ(0 loop)[𝜑0] = −iV4

(︂
𝜆+

1

2
𝑚2𝜑20 +

𝑔

24
𝜑40

)︂
. (16.2.6)

*对于𝑚2 < 0的理论, 在微扰论的适用性上有一限制, 我们会在下一节讨论它.
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单圈项给定为

exp
(︁
iΓ(1 loop)[𝜑0]

)︁
=

∫︁ ∏︁
𝑥

d𝜑(𝑥) exp
{︁
− 1

2 i

∫︁
d4𝑥
[︁
𝜕𝜌𝜑𝜕

𝜌𝜑+ 𝜇2(𝜑0)𝜑
2
]︁

+ 𝜖项
}︁

. (16.2.7)

在第九章我们学习过如何计算这样的积分, 结果由方程(9.A.18)给出

iΓ(1 loop)[𝜑0] = lnDet

(︂
i𝐾

π

)︂−1/2

= −1

2
Tr ln

(︂
i𝐾

π

)︂
, (16.2.8)

其中

𝐾𝑥,𝑦 =

[︂
𝜕2

𝜕𝑥𝜆𝜕𝑦𝜆
+ 𝜇2(𝜑0)− i𝜖

]︂
𝛿4(𝑥− 𝑦) . (16.2.9)

像往常一样, 为了计算这样的矩阵, 经由动量空间将𝐾对角化将是有帮助的:

𝐾𝑝,𝑞 =

∫︁
d4𝑥

(2π)2
e−i𝑝·𝑥 d4𝑦

(2π)2
ei𝑞·𝑦𝐾𝑥,𝑦

=
(︁
𝑝2 + 𝜇2(𝜑0)− i𝜖

)︁
𝛿4(𝑝− 𝑞) . (16.2.10)

对角矩阵的对数就是对主对角元取对数:[︂
ln

(︂
i𝐾

π

)︂]︂
𝑝,𝑞

= ln

[︂
i

π
(𝑝2 + 𝜇2(𝜑0)− i𝜖)

]︂
𝛿4(𝑝− 𝑞) (16.2.11)

那么, 它的迹是

iΓ(1 loop)[𝜑0] = −1

2

∫︁
d4𝑝

[︂
ln

(︂
i𝐾

π

)︂]︂
𝑝,𝑝

− V4

2(2π)4

∫︁
d4𝑝 ln

(︂
i

π
(𝑝2 + 𝜇2(𝜑0)− i𝜖)

)︂
. (16.2.12)

将方程(16.2.6)和(16.2.12)合在一起, 我们就有了到一圈阶的有效势

𝑉 (𝜑0) = 𝜆+
1

2
𝑚2𝜑20 +

𝑔

24
𝜑40 + I

(︁
𝜇2(𝜑0)

)︁
, (16.2.13)

其中

I (𝜇2) ≡ −i

2(2π)4

∫︁
d4𝑝 ln

(︂
i

π
[𝑝2 + 𝜇2 − i𝜖]

)︂
. (16.2.14)

有效势的这一公式包含紫外发散是极其显然的. 幸运的是, 这些紫外发散会自然地被理论参

量的重整化所吸收. 尽管积分(16.2.14)是发散的, 简单的幂次级数表明, 通过对𝜇2微分三次可以使

这个积分收敛:

I ′′′(𝜇2) =
−i

(2π)4

∫︁
d4𝑝 (𝑝2 + 𝜇2 − i𝜖)−3 .

−i𝜖项又一次告诉我们, 必须要逆时针旋转𝑝0围道, 使得𝑝0 = i𝑝4, 而𝑝4从−∞取到+∞:

I ′′′(𝜇2) =
1

(2π)4

∫︁ ∞

0

2π2𝑘3d𝑘

(𝑘2 + 𝜇2)3
=

1

32π2𝜇2
.
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积分三次, 我们就有

I (𝜇2) =
𝜇4 ln𝜇2

64π2
+𝐴+𝐵 𝜇2 + 𝐶 𝜇4 .

常数𝐴, 𝐵, 𝐶不由这一计算方法决定, 而且, 既然它们显然无论如何都是无穷大的, 这也很难说的

上是一个严重问题. 我们通过定义𝜆, 𝑚2和𝑔的“重整化”值来消除这些常数:

𝜆𝑅 ≡ 𝜆+𝐴+𝐵𝑚2 + 𝐶𝑚4 ,

𝑚2
𝑅 ≡ 𝑚2 + 𝑔𝐵 + 2𝑔𝑚2𝐶 ,

𝑔𝑅 ≡ 𝑔 + 6𝑔2𝐶 .

那么, 对于到一圈阶的势, 我们的最终结果是

𝑉 (𝜑0) = 𝜆𝑅 +
1

2
𝑚2
𝑅𝜑

2
0 +

𝑔𝑅
24
𝜑40 +

𝜇4(𝜑0) ln𝜇
2(𝜑0)

64π2
. (16.2.15)

其中𝜇(𝜑0)是方程(16.2.5)所定义的场相关质量, 到这一阶, 它可以用𝑚𝑅和𝑔𝑅而非𝑚和𝑔计算出来:

𝜇2(𝜑) = 𝑚2
𝑅 +

1

2
𝑔𝑅𝜑

2 .

如果理论包含一个自旋1
2的复费米场𝜓(𝑥), 并且它与标量𝜑相互作用, 那么会有类似的结果成

立. 例如, 如果相互作用哈密顿密度有简单形式𝐺𝜑𝜓𝜓, 那么在有一常数背景标量场𝜑0的情况下,

费米子的质量𝑀(𝜑0)就有形式:

𝑀(𝜑0) =𝑀(0) +𝐺𝜑0 .

很容易看到势(16.2.15)在这一情况下得到一个额外项:

𝑉 (𝜑0) = 𝜆𝑅 +
1

2
𝑚2
𝑅𝜑

2
0 +

𝑔𝑅
24
𝜑40 +

𝜇4(𝜑0) ln𝜇
2(𝜑0)

64π2

− 𝑀4(𝜑0) ln𝑀
2(𝜑0)

16π2
. (16.2.16)

新项中的数值系数是方程(16.2.15)中𝜇4 ln𝜇2项的数值系数的4倍, 这是因为这里假定𝜓和𝜓所描述

的费米子和反费米子是不同的,并且它们中的每一个都有两个自旋态,符号相反是由于(正如第9章

所示), 高斯型的费米路径积分所给出的结果正比于指数中系数矩阵的行列式, 不同于玻色路径积

分, 后者给出的结果正比于这一行列式的倒数.

16.3 能量诠释

分别以能量和能量密度的形式, 对有效作用量Γ[𝜑]和有效势𝑉 [𝜑]有一重要的解释.[4] 为了看

到这一点, 假定我们打开流𝐽𝑛(x, 𝑡), 它从𝑡 = −∞时的零光滑地增长至一有限值I 𝑛(x), 并在一段

很长的时间𝑇内保持该值, 在此之后又光滑的衰减到𝑡 = +∞时的零. 这一微扰的效应是将真空

转化至有确定能量𝐸[I ](I (x)的泛函)的态, 在这个态上会持续时间𝑇 , 然后又回到真空. 然而, 尽

管“出”真空与“入”真空是相同的物理态, 但是在时段𝑇内会累积相因子exp(−i𝐸[I ]𝑇 ), 所以这两

个态矢会相差相因子exp(−i𝐸[I ]𝑇 ):

⟨VAC, out|VAC, in⟩𝐽 = exp
(︁
− i𝐸[I ]𝑇

)︁
. (16.3.1)
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与方程(16.1.1)和(16.1.3)相比较, 这给出

𝑊 [𝐽 ] = −𝐸[I ]𝑇 . (16.3.2)

为了看到这一能量与有效作用量之间的联系, 假定我们要寻找一个态Ω𝜑, 它使得能量期望值

最小

⟨𝐻⟩Ω =
(Ω, 𝐻Ω)

(Ω,Ω)
, (16.3.3)

它满足条件: 量子场Φ𝑛(x, 𝑡)有一与时间无关的期望值𝜑𝑛(x)

(Ω,Φ𝑛(x, 𝑡)Ω)

(Ω,Ω)
= 𝜑𝑛(x) . (16.3.4)

同时附加上Ω是归一化的条件将是方便的

(Ω,Ω) = 1 . (16.3.5)

为了最小化服从约束(16.3.4)和(16.3.5)的期望值(16.3.3), 我们使用拉格朗日数乘法, 转而最小化

如下的量

(Ω, 𝐻Ω)− 𝛼(Ω,Ω)−
∫︁

d3𝑥𝛽𝑛(x)
(︁
Ω,Φ𝑛(x)Ω

)︁
, (16.3.6)

这样, Ω上就没有约束了. 这给出

𝐻Ω = 𝛼Ω+

∫︁
d3𝑥𝛽𝑛(x)Φ𝑛(x)Ω . (16.3.7)

选择𝛼和𝛽𝑛(x)的方式要使得约束(16.3.4)和(16.3.5)被满足, 因而它们会以泛函的形式依赖于规定

的期望值𝜑𝑛(x).

好了, 我们曾说过, 当有流I 𝑛(x)时, 哈密顿量𝐻 −
∫︀
d3𝑥I 𝑛(x)Φ𝑛(𝑥)会有本征值𝐸[I ]:[︂

𝐻 −
∫︁

d3𝑥I 𝑛(x)Φ𝑛(𝑥)

]︂
ΨI = 𝐸[I ]ΨI , (16.3.8)

其中ΨI是归一化的本征矢. 更进一步, 既然缓慢地打开这个流使得真空转化成这一能量本征态,

我们可以假定𝐸[I ]是有流时的最低能量本征态. 因此, 如果

Ω = ΨI𝜑
, (16.3.9)

𝛼 = 𝐸[I𝜑] , (16.3.10)

𝛽𝑛(x) = I 𝑛
𝜑 (x) , (16.3.11)

方程(16.3.4), (16.3.5)和(16.3.7)就会被满足, 其中I𝜑(x)是使得Φ(𝑥)在态ΨI上有期望值𝜑(x)的流.

在方程(16.3.8)中取I = I𝜑, 并取其与ΨI𝜑
的标量积, 对于约束场Φ𝑛有期望值𝜑𝑛的态, 它的最

低能量被视作是

⟨𝐻⟩Ω = 𝐸[I𝜑] +

∫︁
d3𝑥I 𝑛

𝜑 (x)𝜑𝑛(x) . (16.3.12)

回忆方程(16.3.2)以及𝐽(𝑥)的假定形式, 这是

⟨𝐻⟩Ω =
1

𝑇

[︂
−𝑊 [𝐽𝜑] +

∫︁
d4𝑥𝐽𝑛𝜑 (x)𝜑𝑛(x)

]︂
= − 1

𝑇
Γ[𝜑] . (16.3.13)
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正如上一节所指出的, 如果场𝜑(𝑥)在一个很大的时空体积V4 = V3𝑇上有常数值𝜑, 那么我们可

以将有效作用量写成有效势𝑉 (𝜑)的形式:

Γ[𝜑] = −V3 𝑇 𝑉 (𝜑) . (16.3.14)

在这一情况下, 方程(16.3.13)告诉我们能量密度是

⟨𝐻⟩Ω/V3 = 𝑉 (𝜑) . (16.3.15)

主要结果是: 对于所有态, 若它服从标量场Φ𝑛在态上的期望值为𝜑𝑛的约束条件, 那么它的能量密

度期望值的最小值是𝑉 (𝜑). 一个结果是, 在没有外流时, 真空态将放松至另一个态, 在这个态中,

由于场方程(16.1.8)的要求, 势𝑉 (𝜑)是稳定的, 此外它也是最小的.

这一结果帮助解决了量子有效势诠释中的一个问题, 路径积分形式理论的欧几里得版

本(将在第23章的附录A进行描述)使得两点函数Δ(在矩阵意义下)为正这件事变得显然, 所以, 根

据方程(16.1.2), −Π = Δ−1也是这样. 再加上方程(16.2.3), 这暗示了, 对于单个标量场, 有效

势𝑉 (𝜑)对𝜑的二阶导数必须为正(或零). 更普遍的, 有效势必须是凸的:[5]

𝑉
(︁
𝜆𝜑1 + (1− 𝜆)𝜑2

)︁
≤ 𝜆𝑉 (𝜑1) + (1− 𝜆)𝑉 (𝜑2) 对于 0 ≤ 𝜆 ≤ 1 .

但对方程(16.2.13)的检查表明, 当𝑚2 < 0和𝑔 > 0时, 对于作用量为(16.2.1)的标量场论, 在𝜑处在

有效势的两个极值点±
√︀

6 |𝑚2| /𝑔之间时, 它的有效势的零圈近似有一个负定的二阶导数. 会产生

这个矛盾是因为, 微扰论的引出暗中依赖于稳定真空的存在, 但当𝑉 ′′(𝜑) < 0时, 场𝜑所处的值𝜑使

得𝑉 (𝜑)− 𝐽𝜑𝜑是极大值而不是极小值, 这意味着当有流𝐽𝜑时, 真空态是不稳定的.

那么, 当𝑚 < 0且𝜑处在有效势的两个极小值之间时, 这一标量场真正的有效势是什么呢? 本

节的结果是, 我们必须找到使得算符Φ的期望值等于𝜑的最小能量态. 只要𝜑处在该势的两个极

小值之间, 通过将Φ取做𝜑处在极小值𝜑 ≃ ±
√︀

6 |𝑚2| /𝑔时的态的合适的线性组合, 我们就可以赋

予Φ期望值𝜑. 这一态中的能量等于极小值处的能量, 所以这一态显然使得能量最小化. (在体积无

限大的极限下, 交叉项为零, 原因会在19.1节进行阐述.) 因此, 在两个极小值之间的有效势是常数,

这满足二阶导数非负的要求. 相同的讨论表明, 在有限势有两个能量不等的定域极小值的更普遍

理论中, 这两个极小值之间的有效势是线性的.[6]

16.4 有效作用量的对称性

虽然不总是这样, 但在某些情况下, 作用量𝐼[𝜑]的对称性自动地也是有效作用量的Γ[𝜑]的

对称性. 例如, 在16.2节的例子中, 作用量(16.2.1)在离散变换𝜑 → −𝜑下有一对称性. 因此,

从𝑍[𝐽 ]和𝑊 [𝐽 ]的定义中可以知道, 它们在相对应的反射𝐽 → −𝐽下是偶的. 这样, 方程(16.1.5)表

明𝜑−𝐽 = −𝜑𝐽 , 因此𝐽−𝜑 = −𝐽𝜑, 所以方程(16.1.6)表明Γ[𝜑]在𝜑 → −𝜑下是偶的. 这一结果被单圈

结果(16.2.15)所证实. 对于(16.2.16)中的费米圈贡献, 在𝑀(0) = 0的特殊情况下, 这一贡献也呈现

出在𝜑 → −𝜑下的对称性, 这是因为, 在这一情况下, 作用量在𝜑 → −𝜑和𝜓 → 𝛾5𝜓的组合变换下不

变.

除非我们能够证明附加于作用量的对称性也适用于有效作用量, 否则我们在建立理论的可重

整性时会遇到问题. 例如, 在上面的例子中, 如果假定𝐼[𝜑]对𝜑是偶的, 但Γ[𝜑]却不是, 那么Γ中正比
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于
∫︀
d4𝑥𝜑项和

∫︀
d4𝑥𝜑3项的系数将会发散, 但作用量的对称性将不允许我们引入吸收这些无限大

的抵消项.

在这一动机下, 我们现在转向一类重要的对称性, 这类对称性由如下的无限小变换生成

𝜒𝑛(𝑥) → 𝜒𝑛(𝑥) + 𝜖𝐹𝑛[𝑥;𝜒] , (16.4.1)

其中𝐹𝑛是𝑥𝜇的函数但以泛函的形式依赖于𝜒𝑛. (例如, 𝐹𝑛[𝑥;𝜒]可以是𝜒𝑛以及𝜒𝑛在点𝑥处导数的普

通函数.) 我们现在使用符号𝜒𝑛而非𝜑𝑟来标记不同类型的场, 是为了强调它们不仅包含普通的规范

场和物质场(它们在下一章会被记为𝜑𝑟(𝑥)), 而且包含出现在规范固定作用量中的所有其它场, 包

括鬼场. 我们再次指出: 𝜒𝑛(𝑥)不一定是标量, 它可以是任意类型的场.

我们假定作用量和测度均在对称变换(16.4.1)下不变:

𝐼[𝜒+ 𝜖 𝐹 ] = 𝐼[𝜒] , (16.4.2)∏︁
𝑛,𝑥

d
(︁
𝜒𝑛(𝑥) + 𝜖 𝐹 [𝑥;𝜒]

)︁
=
∏︁
𝑛,𝑥

d𝜒𝑛(𝑥) . (16.4.3)

(实际上, 仅乘积(
∏︀
𝑛,𝑥)d𝜒

𝑛(𝑥) exp(i𝐼)不变就足够了, 但这时方程(16.4.2)和(16.4.3)往往都是成立

的.) 用𝜒𝑛(𝑥) + 𝜖𝐹𝑛[𝑥;𝜒]替换方程(16.1.1)中的积分变量, 这样我们就有

𝑍[𝐽 ] =

∫︁ [︃∏︁
𝑛,𝑥

d
(︁
𝜒𝑛(𝑥) + 𝜖 𝐹𝑛[𝑥;𝜒]

)︁]︃

× exp

{︂
i 𝐼[𝜒+ 𝜖 𝐹 ] + i

∫︁
d4𝑥
(︁
𝜒𝑛(𝑥) + 𝜖 𝐹𝑛[𝑥;𝜒]

)︁
𝐽𝑛(𝑥)

}︂
=

∫︁ [︃∏︁
𝑛,𝑥

d𝜒𝑛(𝑥)

]︃
exp

{︂
i 𝐼[𝜒] + i

∫︁
d4𝑥

(︁
𝜒𝑛(𝑥) + 𝜖 𝐹𝑛[𝑥;𝜒]

)︁
𝐽𝑛(𝑥)

}︂

= 𝑍[𝐽 ] + i𝜖

∫︁ (︃∏︁
𝑛,𝑥

d𝜒𝑛(𝑥)

)︃∫︁
𝐹𝑛(𝑦;𝜒)𝐽𝑛(𝑦)d

4𝑦

× exp

{︂
i𝐼[𝜒] + i

∫︁
d4𝑥𝜒𝑛(𝑥)𝐽𝑛(𝑥)

}︂
因而 ∫︁

d4𝑦 ⟨𝐹𝑛(𝑦)⟩𝐽𝐽𝑛(𝑦) = 0 , (16.4.4)

其中⟨ ⟩𝐽代表有流𝐽𝑛(𝑥)时的量子平均值,

𝑍[𝐽 ]⟨𝐹𝑛(𝑦)⟩𝐽 ≡
∫︁ (︃∏︁

𝑛,𝑥

d𝜒𝑛(𝑥)

)︃
𝐹𝑛[𝑦;𝜒]

× exp

{︂
i𝐼[𝜒] + i

∫︁
d4𝑥𝜒𝑛(𝑥)𝐽𝑛(𝑥)

}︂
, (16.4.5)

归一化使得⟨1⟩𝐽 = 1. 但回忆起𝐽𝑛(𝑦)是以有效作用量Γ[𝜒]的形式通过方程(16.1.7)给定的

𝐽𝑛,𝜒(𝑦) = − 𝛿Γ[𝜒]

𝛿𝜒𝑛(𝑦)
.
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因此, 方程(16.4.4)可以写成

0 =

∫︁
d4𝑦 ⟨𝐹𝑛(𝑦)⟩𝐽𝜒

𝛿Γ[𝜒]

𝛿𝜒𝑛(𝑦)
. (16.4.6)

换句话说, Γ[𝜒]在无限小变换

𝜒𝑛(𝑦) → 𝜒𝑛(𝑦) + 𝜖⟨𝐹𝑛(𝑦)⟩𝐽𝜒 . (16.4.7)

下不变. 这样的对称性条件被称为Slavnov-Taylor恒等式.[7]

这一对称变换是否是我们所出发的对称变换呢? 对于一类非常重要的无限小对称变换确实是

这样, 即那些线性的变换. 对于这样的对称性, 𝐹是

𝐹𝑛[𝑥;𝜒] = 𝑠𝑛(𝑥) +

∫︁
𝑡𝑛𝑚(𝑥, 𝑦)𝜒

𝑚(𝑦) d4𝑦 . (16.4.8)

(在最通常的情况下, 𝑠𝑛(𝑥)为零而𝑡𝑛𝑚(𝑥, 𝑦)是常数矩阵与𝛿
4(𝑥 − 𝑦)之积.) 对于任何线性的𝐹 , 我们

有

⟨𝐹𝑛(𝑦)⟩𝐽 = 𝑠𝑛(𝑥) +

∫︁
𝑡𝑛𝑚(𝑥, 𝑦)⟨𝜒𝑚(𝑦)⟩𝐽 d4𝑦 .

但对于任何固定的𝜒, 𝐽𝜒定义为使得⟨𝜒𝑚(𝑦)⟩𝐽等于𝜒𝑚(𝑦)的流𝐽的值, 所以

⟨𝐹𝑛(𝑦)⟩𝐽𝜒 = 𝑠𝑛(𝑥) +

∫︁
𝑡𝑛𝑚(𝑥, 𝑦)𝜒

𝑚(𝑦) d4𝑦 = 𝐹𝑛[𝑥;𝜒] . (16.4.9)

因此, 对于所有的泛函线性变换𝜒𝑛 → 𝜒𝑛 + 𝜖𝐹 , 若该变换保持𝐼[𝜒]和测度不变, 那么方程(16.4.6)会

要求Γ[𝜒]在这样的变换下不变.

我们有时还要处理非线性的对称变换. 15.7节所讨论的BRST变换就提供了一个重要例子.

对于非线性的变换, 使得有限作用量不变的对称变换(16.4.7)一般与保持原作用量不变的假设对

称变换(16.4.1)不相同, 这是因为场的非线性泛函的均值一般不等于平均场的泛函. 的确如此,

⟨𝐹𝑛⟩𝐽𝜒作为𝜒的泛函, 它的形式一般会依赖于系统的动力学, 并且通常是非定域. 这一复杂性将在

下一章利用反括号的方法进行处理.

* * *

直到现在, 我们默认假定场𝜒𝑛和相对应的变换函数𝐹𝑛以及流𝐽𝑛都是玻色的. 当其中的一些量

是费米量时, 特别地, 就像超对称变换或BRST变换, 在那里𝜖是常数而𝜒𝑛和𝐹𝑛有相反的统计, 这时

我们将需要注意到可能出现的符号因子. 当流像方程(16.1.1)和(16.1.5)中那样插入在场的右边时,

方程(16.1.5)和(16.1.7)会变成如下的形式

𝛿𝑅𝑊 [𝐽 ]

𝛿𝐽𝑚(𝑦)
= 𝜒𝑚𝐽 (𝑦) , (16.4.10)

𝛿𝐿Γ[𝜒]

𝛿𝜒𝑚(𝑦)
= −𝐽𝜒,𝑚(𝑦) , (16.4.11)

其中下标𝑅和𝐿是指导数是从右边和左边作用的. 因此, Slavnov-Taylor恒等式(16.4.6)应该写成

0 =

∫︁
d4𝑦 ⟨𝐹𝑛(𝑦)⟩𝐽𝜒

𝛿𝐿Γ[𝜒]

𝛿𝜒𝑛(𝑦)
. (16.4.12)
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习题

1. 考察赝实标量𝜑(𝑥)与复Dirac场𝜓(𝑥)的理论, 它们的质量分别是𝑀和𝑚, 相互作用为𝑔𝜓𝛾5𝜓𝜑. 计

算𝜑 =常数, 𝜓 = 0时的有效势, 并计算至一圈阶.

2. 导出𝛿3𝑊 [𝐽 ]/𝛿𝐽𝑛(𝑥)𝛿𝐽𝑚(𝑦)𝛿𝐽ℓ(𝑧)和𝛿
4𝑊 [𝐽 ]/𝛿𝐽𝑛(𝑥)𝛿𝐽𝑚(𝑦)𝛿𝐽ℓ(𝑧)𝛿𝐽𝑘(𝑤)的一般公式, 将其写

成Γ[𝜑]对𝜑的变分导数的形式. 指出这些公式中的每一项分别对应那些Feynman图.

3. 对于六维中相互作用拉格朗日密度为𝑔𝜑3/6的中性标量场𝜑的理论, 计算有效势至一圈阶.

4. 假定作用量𝐼[𝜑]在有限大矩阵变换𝜑𝑛(𝑥) → ∑︀
𝑚𝑀𝑛𝑚𝜑𝑚(𝑥)下不变. 那么在流的何种变换

下𝑊 [𝐽 ]不变? 利用这一结果导出Γ[𝜑]的对称性质
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第 17 章 规范理论的重整化

我们现在转向规范理论, 并使用上一章所描述的外场形式理论来研究这些理论的重整化, 然

后进行一个重要的计算.

17.1 Zinn-Justin方程

在本节, 我们将用15.7节所描述的BRST对称性来例证量子有效作用量的一个泛函性质, 这一

性质是由Zinn-Justin首先导出的.[1] 根据16.4节中所概述的一般规则, 作用量𝐼[𝜒]的BRST不变性

给有效作用量附加了条件 ∫︁
d4𝑥 ⟨Δ𝑛(𝑥)⟩𝐽𝜒

𝛿𝐿Γ[𝜒]

𝛿𝜒𝑛(𝑥)
= 0 , (17.1.1)

其中, 𝜒𝑛(𝑥)在BRST变换下的改变是

𝛿𝜃𝜒
𝑛(𝑥) = 𝜃Δ𝑛(𝑥) , (17.1.2)

这里的𝜃是无限小费米参量, ⟨· · · ⟩是有流𝐽𝜒时的真空期望值, 而流𝐽𝜒使得算符场𝑋
𝑛(𝑥)的真空期望

值等于c-数函数𝜒𝑛(𝑥). 隐含地对𝑛求和取遍BRST形式理论中的所有场; 即, 对𝜔𝛼, 𝜔
*
𝛼和ℎ𝛼以及我

们统称为𝜑𝑟的物质场和规范场求和. 当𝜒𝑛是规范场或物质场或𝜔𝛼时, 由于这时Δ𝑛(𝑥)是场的二次

型, 方程(17.1.1)一般不会告诉我们有效作用量就像作用量本身那样在同一BRST变换下是不变的.

为了处理这一困难, 我们采用一个技巧, 这一技巧已被证明在处理任何一种幂零对称变换时

都是有用的. 首先, 我们引入一组c-数外场𝐾𝑛(𝑥), 并定义一个新的有效作用量

Γ[𝜒,𝐾] ≡𝑊 [𝐽𝜒,𝐾 ,𝐾]−
∫︁

d4𝑥 𝜒𝑛(𝑥) 𝐽𝜒,𝐾 𝑛(𝑥) , (17.1.3)

其中连通真空持续振幅𝑊在这里要用规范固定作用量*𝐼 +
∫︀
d4𝑥Δ𝑛𝐾𝑛计算:

ei𝑊 [𝐽,𝐾] ≡
∫︁ [︃∏︁

𝑛,𝑥

d𝜒𝑛(𝑥)

]︃
exp

(︂
i𝐼 + i

∫︁
d4𝑥Δ𝑛𝐾𝑛 + i

∫︁
d4𝑥𝜒𝑛𝐽𝑛

)︂
(17.1.4)

而流𝐽𝜒,𝐾要求在有外场𝐾时赋予场期望值𝜒:

𝛿𝑅𝑊 [𝐽,𝐾]

𝛿𝐽𝑛(𝑥)

⃒⃒⃒⃒
𝐽=𝐽𝜒,𝐾

≡ 𝜒𝑛(𝑥) . (17.1.5)

(𝐾𝑛必须有与Δ𝑛相同的费米统计或玻色统计, 而这正好与𝜒𝑛的统计是相反的.) 既然BRST变换是

幂零的, Δ𝑛(𝑥)是BRST-不变的, 所以我们用16.4节的方法可以证明新的有效作用量满足BRST-不

变条件: ∫︁
d4𝑥 ⟨Δ𝑛(𝑥)⟩𝐽𝜒,𝐾 ,𝐾

𝛿𝐿Γ[𝜒]

𝛿𝜒𝑛(𝑥)
= 0 , (17.1.6)

*这里的𝐼是15.7节所描述的修正作用量𝐼𝑁𝐸𝑊 , 它依赖于鬼场和反鬼场𝜔𝛼和𝜔
*
𝛼以及辅助场ℎ𝛼, 从现在起省略下

标“NEW”.
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其中⟨· · · ⟩𝐽,𝐾是指真空期望值是在有流𝐽和外场𝐾的情况下计算的:

⟨𝒪[𝜒]⟩𝐽,𝐾 =

∫︀ [︁∏︀
𝑛,𝑥 d𝜒

𝑛(𝑥)
]︁
𝒪[𝜒] exp

(︀
i𝐼 + i

∫︀
d4𝑥Δ𝑛𝐾𝑛 + i

∫︀
d4𝑥, 𝜒𝑛𝐽𝑛

)︀
∫︀ [︁∏︀

𝑛,𝑥 d𝜒
𝑛(𝑥)

]︁
exp

(︀
i𝐼 + i

∫︀
d4𝑥Δ𝑛𝐾𝑛 + i

∫︀
d4𝑥𝜒𝑛𝐽𝑛

)︀ . (17.1.7)

将Δ𝑛的期望值表示成有效作用量的变分导数是方便的. 取方程(17.1.3)对𝐾的右变分导数, 这

给出

𝛿𝑅Γ[𝜒,𝐾]

𝛿𝐾𝑛(𝑥)
=
𝛿𝑅𝑊 [𝐽,𝐾]

𝛿𝐾𝑛(𝑥)

⃒⃒⃒⃒
𝐽=𝐽𝜒,𝐾

+

∫︁
d4𝑦

𝛿𝑅𝑊 [𝐽,𝐾]

𝛿𝐽𝑚(𝑦)

⃒⃒⃒⃒
𝐽=𝐽𝜒,𝐾

𝛿𝑅𝐽𝜒,𝐾 𝑚(𝑦)

𝛿𝐾𝑛(𝑥)

−
∫︁

d4𝑦 𝜒𝑚(𝑦)
𝛿𝑅𝐽𝜒,𝐾 𝑚(𝑦)

𝛿𝐾𝑛(𝑥)
.

利用方程(17.1.5), 我们看到后两项抵消, 然后再使用定义(17.1.4)和(17.1.7)就给出了我们希望的

结果:
𝛿𝑅Γ[𝜒,𝐾]

𝛿𝐾𝑛(𝑥)
=
𝛿𝑅𝑊 [𝐽,𝐾]

𝛿𝐾𝑛(𝑥)

⃒⃒⃒⃒
𝐽=𝐽𝜒,𝐾

= ⟨Δ𝑛(𝑥)⟩𝐽𝜒,𝐾 ,𝐾 . (17.1.8)

BRST对称变换(17.1.6)现在可以写成仅包含有效作用量的简单条件, Zinn-Justin方程:∫︁
d4𝑥

𝛿𝑅Γ[𝜒,𝐾]

𝛿𝐾𝑛(𝑥)

𝛿𝐿Γ[𝜒,𝐾]

𝛿𝜒𝑛(𝑥)
= 0 . (17.1.9)

根据方程(15.9.3)后面的评述,场和反场的交换(或者这一情况下𝜒𝑛和𝐾𝑛)的结果就是方程(17.1.9)的

左边和右边有一个符号变化, 所以这可以写成

(Γ,Γ) = 0 , (17.1.10)

其中, 在计算这里的反括号时用𝐾𝑛替换了𝜒
𝑛的反场:

(𝐹,𝐺) ≡
∫︁

d4𝑥
𝛿𝑅𝐹 [𝜒,𝐾]

𝛿𝜒𝑛(𝑥)

𝛿𝐿𝐺[𝜒,𝐾]

𝛿𝐾𝑛(𝑥)
−
∫︁

d4𝑥
𝛿𝑅𝐹 [𝜒,𝐾]

𝛿𝐾𝑛(𝑥)

𝛿𝐿𝐺[𝜒,𝐾]

𝛿𝜒𝑛(𝑥)
. (17.1.11)

这在形式上与15.9节讨论的Batalin-Vilkovisky“主方程”相同, 但在这里它是作为对量子有效作用

量而非基础作用量𝑆[𝜒, 𝜒‡]的约束出现的. 在接下来的两节中, Zinn-Justin方程(17.1.10)将用来说

明如何重整化规范理论, 并在22.6节中用来研究这些理论中的反常.

17.2 重整化: 直接分析

在“Dyson”的意义下, 即拉格朗日密度中所有算符的量纲(按质量幂次计)均不超过4, 最简单

的非阿贝尔规范理论是可重整的. 正如我们在第12章所看到的, 这保证了量子有效作用量中出现

无限大的项可以被量纲不超过4的相互作用中的抵消项所抵消. 但是可重整性不仅仅是这些. 拉格

朗日密度被规范不变性以及其它对称性所约束. 对于一个可重整化的理论, 除去场的一个可能的

重整化之外, 量子有效作用量中的无限大也必须服从相同的约束.[2]

有效作用量Γ[𝜒,𝐾]是𝜒和𝐾的复杂泛函, 它的对称条件(17.1.9)给出的结果也很复杂, 所幸

的是, 对于Γ中的无限大项, 事情要简单得多. 我们会将作用量𝑆[𝜒,𝐾] ≡ 𝐼[𝜒] +
∫︀
d4𝑥Δ𝑛𝐾𝑛写

成𝑆𝑅[𝜒,𝐾]与修正𝑆∞[𝜒,𝐾]的和, 其中前者的质量与耦合常数设置为它们的重整化值, 而后者
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包含我们打算用来抵消来自圈图中的无限大的抵消项. 𝑆𝑅和𝑆∞所取的形式都必须有原始作用

量𝑆[𝜒,𝐾]的对称性, 所以问题变成, 在对Γ的高阶修正中, 无限大部分是否分享了相同的对称性,

使得这些无限大可以被𝑆∞中的抵消项所抵消.

我们可以将Γ展成Γ𝑁的级数, Γ𝑁既来自于那些只有𝑁个圈的图, 也来自于有𝑁 −𝑀个圈的

图(其中1 ≤ 𝑀 ≤ 𝑁), 后者包含𝑆∞[𝜒,𝐾]中的抵消项, 这些抵消项将用来抵消总圈数为𝑀的图中

的无限大:

Γ[𝜒,𝐾] =
∞∑︁
𝑁=0

Γ𝑁 [𝜒,𝐾] . (17.2.1)

那么, 对于每一个𝑁 , 对称性条件(17.1.10)变成,*

𝑁∑︁
𝑁 ′=0

(Γ𝑁 ′ ,Γ𝑁−𝑁 ′) = 0 . (17.2.2)

在求和(17.2.1)中, 领头项就是Γ0[𝜒,𝐾] = 𝑆𝑅[𝜒,𝐾], 这当然是有限的. 假定, 对于所有的𝑀 ≤
𝑁 − 1, 所有产生于𝑀圈图的无限大都被𝑆∞中的抵消项所抵消. 那么, 无限大仅能出现在𝑁 ′ = 0的

项和𝑁 ′ = 𝑁的项, 它们是相等的, 并且这个条件的无限大部分告诉我们Γ𝑁的无限大部分Γ𝑁,∞服

从于条件

(𝑆𝑅,Γ𝑁,∞) = 0 . (17.2.3)

正像方程(15.9.16)和(15.8.17)所描述的那样, 这是由𝑆𝑅生成的对称性原理. 特别地, 注意到变

换𝑋 ↦→ (𝑆𝑅, 𝑋)既作用在外场𝐾𝑛上, 也作用在场𝜒𝑛上.

直到现在,我们还未曾使用过可重整Yang-Mills理论的任何特殊性质. 现在,注意到,根据可重

整理论普遍的幂次计数规则, 再加上Γ𝑁子图中的无限大全部抵消这一前提, Γ𝑁 [𝜒,𝐾]的无限大部

分Γ𝑁,∞[𝜒,𝐾]只能是场(包括𝐾)以及场导数量纲(按质量幂次计)不超过4的乘积的和. 最后, 16.4节

的讨论表明对于任何可实现的线性对称变换, (正如下面所描述的, 它们是: Lorentz变换, 整体规

范变换,反鬼变换,以及鬼相位变换和其所附带的鬼数守恒. 当然, 在这些对称变换下, 也必须赋予

给辅助场𝐾𝑛合适的变换性质.) 若作用量在该变换下不变, 那么Γ[𝜒,𝐾]以及随之的Γ𝑁,∞[𝜒,𝐾]也

在该对称变换下不变. 这些条件连同方程(17.2.3)就足以告诉我们关于Γ𝑁,∞[𝜒,𝐾]我们所需要知道

的一切.

我们现在可以使用鬼数守恒证明Γ𝑁,∞[𝜒,𝐾]实际上不包含𝐾𝑛的任何二阶项. 对于这个目的,

我们同样需要知道𝐾𝑛的鬼数. 如果𝜒𝑛的鬼数是𝛾𝑛, 那么Δ𝑛的鬼数就是𝛾𝑛 + 1, 所以必须要赋

予𝐾𝑛鬼数−𝛾𝑛− 1. 场𝐴𝛼𝜇, 𝜓ℓ, 𝜔𝛼和𝜔𝛼*的鬼数分别是0, 0, +1和−1, 所以相应外场𝐾𝑛分别必须有

鬼数−1, −1, −2和0. 除了一个可能的例外, 这排除了Γ𝑁,∞[𝜒,𝐾]中所有𝐾𝑛的二阶项, 这个例外就

是与𝜔𝛼*相联系的外场𝐾*
𝛼的二阶项(不包含其它场). 然而, 最后的这些项由于一个不同的原因也

被禁止了. 𝜔𝛼*的BRST变换关于场是线性的, 并有

Δ𝛼* = −ℎ𝛼 , (17.2.4)

*通过重复使用16.1节的推理, 这种逐阶关系可以形式上地导出: 当作用量𝑆𝑅被替换成𝑔
−1𝑆𝑅后, 有𝐼条内线以

及𝑉个顶点的连通𝐿圈图的贡献要乘以因子𝑔𝑉 −𝐼 = 𝑔𝐿−1. 如果𝑆∞中与𝑁圈图相联系的抵消项也被赋予了因子𝑔
𝑁 ,

那么Γ𝐿就是Γ中𝑔𝐿−1阶项在𝑔 = 1时的值. 然后, 通过要求方程(17.1.10)在𝑔的每一节都成立就得出了方程(17.2.2).

在cgs单位值中, 作用量的量纲与~相同, 因而当作用量在路径积分中出现时会乘以因子1/~, 所以, 取代𝑔, 我们可以

用~作为圈计数的参量.
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所以这时
𝛿𝐿Γ𝑁,∞[𝜒,𝐾]

𝛿𝐾*
𝛼

= ⟨Δ𝛼*⟩𝐽𝜒,𝐾 = −ℎ𝛼

是独立于𝐾*
𝛼. 由此得出Γ𝑁,∞[𝜒,𝐾]关于𝐾𝛼*是线性的, 并且仅通过项−

∫︀
d4𝑥𝐾*

𝛼ℎ
𝛼与𝐾𝛼*相关.

(𝐾*
𝛼和ℎ

𝛼都是玻色的, 所以它们的顺序是无关紧要的.) 特别地, 对于𝑁 > 0, Γ𝑁,∞[𝜒,𝐾]独立

于𝐾𝛼*.

我们已经看到Γ𝑁,∞[𝜒,𝐾]关于所有的𝐾𝑛最多是线性的. 我们将它写成

Γ𝑁,∞[𝜒,𝐾] = Γ𝑁,∞[𝜒, 0] +

∫︁
d4𝑥D𝑛

𝑁 [𝜒;𝑥]𝐾𝑛(𝑥) . (17.2.5)

我们同时回忆起𝑆𝑅与𝐾的关系:

𝑆𝑅[𝜒,𝐾] = 𝑆𝑅[𝜒] +

∫︁
d4𝑥Δ𝑛[𝜒;𝑥]𝐾𝑛(𝑥) .

因此, 方程(17.2.3)中𝐾的零阶项和一阶项分别给出**∫︁
d4𝑥

[︂
Δ𝑛[𝜒;𝑥]

𝛿𝐿Γ𝑁,∞[𝜒, 0]

𝛿𝜒𝑛(𝑥)
+ D𝑛

𝑁 [𝜒;𝑥]
𝛿𝐿𝑆𝑅[𝜒]

𝛿𝜒𝑛(𝑥)

]︂
= 0 (17.2.6)

和 ∫︁
d4𝑥

[︂
Δ𝑛(𝜒;𝑥)

𝛿𝐿D𝑚
𝑁 (𝜒; 𝑦)

𝛿𝜒𝑛(𝑥)
+ D𝑛

𝑁 (𝜒;𝑥)
𝛿𝐿Δ

𝑚(𝜒; 𝑦)

𝛿𝜒𝑛(𝑥)

]︂
= 0 . (17.2.7)

通过引入

Γ
(𝜖)
𝑁 [𝜒] ≡ 𝑆𝑅[𝜒] + 𝜖Γ𝑁,∞[𝜒, 0] (17.2.8)

和

Δ
(𝜖)𝑛
𝑁 (𝑥) ≡ Δ𝑛(𝑥) + 𝜖D𝑛

𝑁 (𝑥) , (17.2.9)

其中𝜖是无限小量, 上述关系可以变得更加清晰. 这样, (17.2.6)(连同𝑆𝑅的BRST不变性)就告诉我

们Γ𝑁 [𝜒]在变换

𝜒𝑛(𝑥) → 𝜒𝑛(𝑥) + 𝜃Δ
(𝜖)𝑛
𝑁 (𝑥) (17.2.10)

下不变, 而方程(17.2.7)(连同原始BRST变换的的幂零性)则告诉我们这一变换是幂零的.

我们现在必须考察这一幂零变换可以采取什么形式. 正如已经提及的, Γ𝑁,∞只由量纲不超

过4的项构成, 所以D𝑛
𝑁以及随之的Δ

(𝜖)𝑛
𝑁 (𝑥)最多有原始BRST变换函数Δ𝑛(𝑥)的量纲. 另外, D𝑛

𝑁以

及随之的Δ
(𝜖)𝑛
𝑁 (𝑥)的Lorentz变换性质和鬼量子数必须与Δ𝑛(𝑥)相同. 因此, 变换(17.2.10)的最普遍

形式是

𝜓 → 𝜓 + i𝜃𝜔𝛼𝑇𝛼𝜓 ,

𝐴𝛼𝜇 → 𝐴𝛼𝜇 + 𝜃[𝐵𝛼𝛽𝜕𝜇𝜔𝛽 +𝐷𝛼𝛽𝛾𝐴𝛽𝜇𝜔𝛾 ] ,

𝜔𝛼 → 𝜔𝛼 − 1
2𝜃𝐸𝛼𝛽𝛾𝜔𝛽𝜔𝛾 ,

**回忆, 由于𝜒𝑛和𝐾𝑛有相反的统计, 所以对于任意的玻色泛函𝐴和𝐵,

𝛿𝑅𝐴

𝛿𝜒𝑛

𝛿𝐿𝐵

𝛿𝐾𝑛
= −𝛿𝐿𝐴

𝛿𝜒𝑛

𝛿𝑅𝐵

𝛿𝐾𝑛
= −𝛿𝑅𝐵

𝛿𝐾𝑛

𝛿𝐿𝐴

𝛿𝜒𝑛
,

这样, 方程(17.2.6)和(17.2.7)中的第二项就变成这里所表现出的形式.
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其中𝑇𝛼是作用在旋量场上的某个矩阵, 而𝐵𝛼𝛽, 𝐷𝛼𝛽𝛾和𝐸𝛼𝛽𝛾是常数, 其中𝐸𝛼𝛽𝛾关于𝛽和𝛾是反对称

的. 另外, 𝜔*
𝛼和ℎ𝛼的变换是线性的, 因而是不变的:

𝜔*
𝛼 → 𝜔*

𝛼 − 𝜃ℎ𝛼 , ℎ𝛼 → ℎ𝛼 .

接下来我们附加幂零性条件. 最关键的要求是𝐸𝛼𝛽𝛾𝜔𝛽𝜔𝛾应该是不变的. 这产生了𝐸𝛼𝛽𝛾𝐸𝛽𝛿𝜖𝜔𝛿

𝜔𝜀𝜔𝛾为零的要求, 使得𝐸𝛼𝛽𝛾𝐸𝛽𝛿𝜖关于𝛿, 𝜖, 𝛾全反对称的部分为零:

𝐸𝛼𝛽𝛾𝐸𝛽𝛿𝜖 + 𝐸𝛼𝛽𝜖𝐸𝛽𝛾𝛿 + 𝐸𝛼𝛽𝛿𝐸𝛽𝜖𝛾 = 0 .

但这仅告诉了我们𝐸𝛼𝛽𝛾是某个Lie代数E的结构常数. 由于𝐸𝛼𝛽𝛾在𝜖 → 0时趋于原始规范Lie代

数A的结构常数𝐶𝛼𝛽𝛾 , 所以E必须与A相同, 并且结构常数𝐸𝛼𝛽𝛾与原始的𝐶𝛼𝛽𝛾仅能相差一个乘数

因子:†

𝐸𝛼𝛽𝛾 = Z 𝐶𝛼𝛽𝛾 .

(这是单纯规范群的情况; 在一般情况下, 对于每一个单子群, 我们分别有一因子Z .)

接下来, 我们转向条件: 当变换(17.2.10)作用在规范场上时, 它是幂零的. 𝐵𝛼𝛽𝜕𝜇𝜔𝛽 +

𝐷𝛼𝛽𝛾𝐴𝛽𝜇𝜔𝛾不变的要求告诉我们

𝐷𝛼𝛽𝛾𝐷𝛽𝛿𝜖 −𝐷𝛼𝛽𝜖𝐷𝛽𝛿𝛾 = 𝐸𝛽𝜖𝛾𝐷𝛼𝛿𝛽 = Z 𝐶𝛽𝜖𝛾𝐷𝛼𝛿𝛽

以及

𝐵𝛼𝛽𝐸𝛽𝛾𝛿 = 𝐷𝛼𝛽𝛿𝐵𝛽𝛾 .

第一个条件有唯一解††

𝐷𝛼𝛽𝛾 = Z 𝐶𝛼𝛽𝛾 .

第二个条件告诉我们矩阵𝐵𝛼𝛽与规范群的伴随表示对易, 因此必须正比于克罗内克-δ, 我们将比例

系数记为Z N :

𝐵𝛼𝛽 = Z N δ𝛼𝛽 .

最后, 当变换(17.2.10)作用在费米场(若有的话)上时是幂零的, 这一条件要求𝜔𝛼𝑇𝛼𝜓是不变的. 这

告诉我们

[𝑇𝛽, 𝑇𝛾 ] = i𝐸𝛼𝛽𝛾𝑇𝛼 ,

所以𝑇𝛼与原始拉格朗日量中的生成元𝑡𝛼仅相差因子Z :

𝑇𝛼 = Z 𝑡𝛼 .

因此, 我们看到了, 除了出现新的常数Z和N , 变换(17.2.10)就是我们所出发的BRST变换:

𝜓 → 𝜓 + iZ 𝜃𝜔𝛼𝑡𝛼𝜓 , (17.2.11)

𝐴𝛼𝜇 → 𝐴𝛼𝜇 + Z 𝜃 [N 𝜕𝜇𝜔𝛼 + 𝐶𝛼𝛽𝛾𝐴𝛽𝜇𝜔𝛾 ] , (17.2.12)

𝜔𝛼 → 𝜔𝛼 − 1
2Z 𝜃𝐶𝛼𝛽𝛾𝜔𝛽𝜔𝛾 , (17.2.13)

𝜔*
𝛼 → 𝜔*

𝛼 − 𝜃ℎ𝛼 , (17.2.14)

ℎ𝛼 → ℎ𝛼 . (17.2.15)

†整体规范不变的要求排除了𝐸𝛼𝛽𝛾通过非平庸相似变换与𝐶𝛼𝛽𝛾相关的所有可能性.
††矩阵(𝐷𝛾)𝛼𝛽 ≡ 𝐷𝛾𝛼𝛽/Z满足规范Lie代数的对易关系, [𝐷𝛾 , 𝐷𝜖] = 𝐶𝛽𝜖𝛾𝐷𝛽 . 但是与A的伴随表示维数相同并且有

着相同的A变换性质的单Lie代数的唯一表示是伴随表示本身.
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现在我们要用这一对称性约束修正作用量(17.2.8)的结构. 既然, 这仅包含了原始重整化作用量

与𝑁 -圈修正的无限大部分, 它必须是一个拉格朗日密度的积分

Γ
(𝜖)
𝑁 =

∫︁
d4𝑥L

(𝜖)
𝑁 , (17.2.16)

其中L
(𝜖)
𝑁 是场与场导数的定域函数, 并且它的量纲(按质量幂次计)不超过4. 更进一步, 正如

我们在16.4节所发现的, 对于原始作用量的所有对称性, 若该对称性以线性的方式作用在场

上, 那么它也是L
(𝜖)
𝑁 的对称性. 为了找出这些对称性, 回忆在广义𝜉-规范下, 方程(15.7.6)中

的“新”拉格朗日密度所采取的形式是通过用方程(15.7.6)中的ℎ𝛼𝑓𝛼 + 1
2𝜉ℎ𝛼ℎ𝛼替换方程(15.6.16)中

的−(𝜕𝜇𝐴
𝜇
𝛼)(𝜕𝜈𝐴

𝜈
𝛼)项给出:

LNEW = LM − 1
4𝐹

𝜇𝜈
𝛼 𝐹𝛼𝜇𝜈 − 𝜕𝜇𝜔

*
𝛼𝜕

𝜇𝜔𝛼

+ 𝐶𝛼𝛽𝛾(𝜕𝜇𝜔
*
𝛼)𝐴

𝜇
𝛾𝜔𝛽 + ℎ𝛼𝜕𝜇𝐴

𝜇
𝛼 + 1

2𝜉ℎ𝛼ℎ𝛼 . (17.2.17)

对这一公式的检查揭示出了如下的线性对称性:

(1) Lorentz不变性.

(2) 整体规范不变性——即, 在如下的变换下不变,

𝛿𝜓ℓ(𝑥) = i𝜖𝛼(𝑡𝛼)ℓ
𝑚𝜓𝑚(𝑥) , (17.2.18)

𝛿𝐴𝛽𝜇(𝑥) = 𝐶𝛽𝛾𝛼𝜖
𝛼𝐴𝛾𝜇(𝑥) , (17.2.19)

𝛿𝜔𝛽(𝑥) = 𝐶𝛽𝛾𝛼𝜖
𝛼𝜔𝛾(𝑥) , (17.2.20)

𝛿𝜔*
𝛽(𝑥) = 𝐶𝛽𝛾𝛼𝜖

𝛼𝜔*
𝛾(𝑥) , (17.2.21)

𝛿ℎ𝛽(𝑥) = 𝐶𝛽𝛾𝛼𝜖
𝛼ℎ𝛾(𝑥) , (17.2.22)

其中𝜖𝛼是无限小常数参量.

(3) 反鬼平移不变性——即, 在变换

𝜔*
𝛼 → 𝜔*

𝛼 + 𝑐𝛼 (17.2.23)

下不变, 其中𝑐𝛼是无限小常数参量.

(4) 鬼数守恒——即, 𝜔𝛼的鬼数始终为+1, 𝜔*
𝛼的鬼数始终为−1, 而其它所有场的鬼数始终为0.

现在, 我们将继续解出最一般的可重整拉格朗日密度的结构, 也就是说该拉格朗日密度有量

纲不超过4的项组成, 它有那些线性作用的对称性, 并且在修正BRST变换(17.2.11)—(17.2.15)下

不变.

从方程(17.2.17)中我们可以看出, 场𝐴𝜇𝛼, 𝜔𝛼, 𝜔
*
𝛼和ℎ𝛼的量纲(按质量幂次计)给别是+1, +1,

+1和+2. 又注意到, 鬼数守恒要求𝜔和𝜔*成对出现, 而反鬼平移不变性则使得𝜔*总作为导数出现.

每对𝜔场和𝜕𝜇𝜔
*场使得量纲+3, 所以, 若某项含有的这种对的个数超过1个, 可重整性规则就排除

了该项.有了一个这样的对后,我们最多还能有一个额外的导数或一个额外的规范场,而Lorentz不

变性则要求我们必须在两者之中选一个. 那么, 唯一包含鬼场的可重整性允许的相互作用就是形

式为𝜕𝜇𝜔
*
𝛼𝜕

𝜇𝜔𝛽的项与形式为𝜕𝜇𝜔
*
𝛼𝐴

𝜇
𝛾𝜔𝛽的项的线性组合.

接下来, 我们来考察包含场ℎ𝛼以及除了𝜔和𝜔
*的其它可能的场的项. ℎ𝛼的量纲为+2. 所以可

重整性与Lorentz不变性要求‡该场出现时要乘以ℎ𝛽或𝜕𝜇𝐴
𝜇
𝛽或𝐴

𝜇
𝛽𝐴𝜇𝛾 .

‡在含有标量场的理论中, 可重整项还将包含ℎ𝛼与一个或两个标量场相乘的项. 这样的项不会引起任何麻烦, 但为

了简单起见, 在这里不对它们进行考察.
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最后, 拉格朗日量将包含只含有物质场和规范场的项. 我们称这些项的和为L𝜓𝐴. 将这些放在

一起并使用整体规范不变性, 假设对称性(除了BRST不变性)所允许的最一般的可重整相互作用

采取如下的形式

L
(𝜖)
𝑁 = L𝜓𝐴 + 1

2𝜉
′ℎ𝛼ℎ𝛼 + 𝑐ℎ𝛼𝜕𝜇𝐴

𝜇
𝛼 − 𝑒𝛼𝛽𝛾ℎ𝛼𝐴

𝜇
𝛽𝐴𝛾𝜇

− 𝑍𝜔(𝜕𝜇𝜔
*
𝛼)(𝜕𝜇𝜔𝛼)− 𝑑𝛼𝛽𝛾(𝜕𝜇𝜔

*
𝛼)𝜔𝛽𝐴

𝜇
𝛾 , (17.2.24)

其中𝜉′, 𝑍𝜔, 𝑐, 𝑑𝛼𝛽𝛾和𝑒𝛼𝛽𝛾是未知常数, 除了整体规范不变性和𝑒𝛼𝛽𝛾 = 𝑒𝛼𝛾𝛽这样显然的对称性质之

外, 对于这些常数没有约束. (正如之前所提及的, 为简单起见, 我们假定规范群是单纯的, 但是可

以平庸地扩张到简单规范群与𝑈(1)规范群的直和; 例如, 取代只有一个正比于ℎ𝛼ℎ𝛼的项, 我们可

以有这种项的和, 而其中的每一项对应规范群的一个单纯子群.)

现在我们附加BRST不变性. 要使𝛿L
(𝜖)
𝑁 中正比于𝜃𝜕𝜇ℎ𝛼𝜕

𝜇ℎ𝛼的项相互抵消会要求

𝑐 = 𝑍𝜔/Z N . (17.2.25)

要使𝛿L
(𝜖)
𝑁 中正比于𝜃𝜕𝜇ℎ𝛼𝜔𝛽𝐴

𝜇
𝛾(或𝜃𝜕𝜇𝜔

*
𝛼𝜔𝛽𝜕

𝜇𝜔𝛾)的项相互抵消会要求

𝑑𝛼𝛽𝛾 = −(𝑍𝜔/N )𝐶𝛼𝛽𝛾 . (17.2.26)

由于结构常数满足Jacobi恒等式, 𝛿L
(𝜖)
𝑁 中正比于𝜃𝜕𝜇𝜔

*
𝛼𝜔𝛽𝜔𝛾𝐴

𝜇
𝛿的项会自动相互抵消. 要使𝛿L

(𝜖)
𝑁 中

正比于𝜃ℎ𝛼𝜕𝜇𝜔𝛽𝐴
𝜇
𝛾(或𝜃ℎ𝛼𝐴

𝜇
𝛽𝐴𝛾𝜇𝜔𝛿)的项相互抵消会给出

𝑒𝛼𝛽𝛾 = 0 . (17.2.27)

最后, 对于作用在物质场和规范场上的无限小变换(17.2.10)而言, 它的效果等同于规范参量𝜖𝛼 =

Z N 𝜃𝜔𝛼且规范耦合被因子1/N 重整化后的定域规范变换(被因子1/N 重整化是指𝑡𝛼和𝐶𝛼𝛽𝛾分别

被替换成𝑡𝛼 ≡ 𝑡𝛼/N 和𝐶𝛼𝛽𝛾 ≡ 𝐶𝛼𝛽𝛾/N ), 所以, 对于𝛿L
(𝜖)
𝑁 中只含有一个𝜔𝛼因子但不含ℎ𝛼和𝜔

*
𝛼因

子的项, 它们的相互抵消会告诉我们, 若这些场的拉格朗日量L𝜓𝐴所含的耦合常数是重整化后的,

那么它是规范不变的. 我们由此得出, 我们所假设的对称性原理所允许的最一般的可重整拉格朗

日密度是

L
(𝜖)
𝑁 = −1

4𝑍𝐴𝐹
𝜇𝜈
𝛼 𝐹𝛼𝜇𝜈 − 𝑍𝜓𝜓𝛾

𝜇[𝜕𝜇 − i𝑡𝛼𝐴𝛼𝜇]𝜓 − 𝜓𝑚𝜓𝜓 + 1
2𝜉

′ℎ𝛼ℎ𝛼

+ (𝑍𝜔/N Z )ℎ𝛼𝜕𝜇𝐴
𝜇
𝛼 − 𝑍𝜔(𝜕𝜇𝜔

*
𝛼)(𝜕𝜇𝜔𝛼) + 𝑍𝜔𝐶𝛼𝛽𝛾(𝜕𝜇𝜔

*
𝛼)𝜔𝛽𝐴

𝜇
𝛾 , (17.2.28)

其中𝐹𝜇𝜈𝛼 上的波浪符表明这个场强是使用重整化结构常数𝐶𝛼𝛽𝛾 ≡ 𝐶𝛼𝛽𝛾/N 计算的. 然而, 除却几

个新出现的常系数外, 这与我们所出发的拉格朗日量是相同的. 通过调整未重整化原始拉格朗日

量中相应常数的第𝑁阶项, 我们可以随意调节这一拉格朗日量中的新常数(包括规范耦合常数). 特

别地, 我们可以调整这些项使得Γ
(𝜖)
𝑁 = 𝑆𝑅, 在这一情况下Γ𝑁,∞ = 0, 完成了证明.

* * *

在之上的证明中, 我们着重使用了规范固定拉格朗日量(17.2.17)在反鬼平移变换(17.2.23)下

的偶然不变性. 对于除𝑓𝛼 = 𝜕𝜇𝐴
𝜇
𝛼以外的规范固定函数, 即不是时空导数的规范固定函数, 这一对

称性不会体现出来. 经常引用的一个例子是𝑓𝛼 = 𝜕𝜇𝐴
𝜇
𝛼 + 𝑎𝛼𝛽𝛾𝐴

𝜇
𝛽𝐴𝛾𝜇, 它保持了Lorentz不变性和

整体规范不变性, 其中的𝑎𝛼𝛽𝛾是关于𝛽和𝛾对称的常数矩阵, 它在整体规范变换下按照一个张量变
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换. (这样的常数张量对于所有𝑁 > 3的𝑆𝑈(𝑁)群是存在的.) 另一个重要例子是将在17.4节引入的

背景规范固定泛函.

L
(𝜖)
𝑁 是场与场导数量纲不超过4的定域泛函, 且L

(𝜖)
𝑁 是Lorentz-不变以及整体规范不变, 即在

重整化BRST变换(17.2.11)—(17.2.15)下不变, 就这些结论而言, 即使没有了反鬼平移不变性, 得

出这些结论的讨论也不会受到影响. 但是, 如果没有了反鬼平移不变性, L
(𝜖)
𝑁 中就会有新的项, 并

且满足上述条件. 既然变换(17.2.11)—(17.2.15)是幂零的, 我们可以将这样的项写成𝑠′𝐹 , 在这里变

换(17.2.11)—(17.2.15)被写成𝜒𝑛 → 𝜒𝑛 + 𝜃𝑠′𝜒𝑛, 而𝐹是鬼数为−1的Lorentz-不变且整体规范不变

的函数. 这种项的一种可能是

𝑎𝛼𝛽𝛾𝑠
′
(︁
𝜔*
𝛼𝐴𝛽𝜇𝐴

𝜇
𝛾

)︁
= −𝑎𝛼𝛽𝛾

[︁
ℎ𝛼𝐴𝛽𝜇𝐴

𝜇
𝛾 + 2Z 𝜔*

𝛼(N 𝜕𝜇𝜔𝛽 + 𝐶𝛽𝛿𝜖𝐴𝛿𝜇𝜔𝛿)𝐴
𝜇
𝛾

]︁
.

这不会引起任何问题: 它仅是规范固定函数𝑓𝛼中的𝑎𝛼𝛽𝛾𝐴
𝜇
𝛽𝐴𝛾𝜇项所产生的通常的鬼场项和规范固

定项的重整化版本. 但存在另一种可能的项, 它的形式是

𝑏𝛼𝛽𝛾𝑠
′
(︁
𝜔*
𝛼𝜔

*
𝛽𝜔𝛾

)︁
= −𝑏𝛼𝛽𝛾

[︁
2ℎ𝛼𝜔

*
𝛽𝜔𝛾 +

1
2Z 𝐶𝛾𝛿𝜖𝜔

*
𝛼𝜔

*
𝛽𝜔𝛿𝜔𝜖

]︁
,

其中𝑏𝛼𝛽𝛾是常数并关于𝛼和𝛽反对称, 它在整体规范变换下按照张量变换. (对于任意的Lie群, 这样

的张量总是存在的; 例如, 我们可以令𝑏𝛼𝛽𝛾正比于𝐶𝛼𝛽𝛾 .) 但Faddeev-Popov-De Witt方法无法给出

拉格朗日量中的4-鬼场相互作用, 所以不存在可用的抵消项以吸收这一项中的紫外发散. 这不仅仅

是证明可重整性的技术性障碍; 对于像𝑓𝛼 = 𝜕𝜇𝐴
𝜇
𝛼 + 𝑎𝛼𝛽𝛾𝐴

𝜇
𝛽𝐴𝛾𝜇这样的规范固定函数, 在4-鬼振幅

中, 一圈图确实产生了发散, 并且这一发散无法被Faddeev-Popov-De Witt拉格朗日量中的抵消项

抵消.

除了避开𝑓𝛼 = 𝜕𝜇𝐴
𝜇
𝛼以外的规范固定函数, 解决这一问题的唯一方法似乎是在15.7节所提过

的一个方案. 我们必须放弃Faddeev-Popov-De Witt方法, 取而代之, 在一开始就将作为规范场, 物

质场, 鬼场和辅助场泛函的作用量取成在BRST对称性以及理论其它对称性不变的最一般的可重

整形式. 根据15.8节的讨论, 作用量可以写成𝐼0 + 𝑠Ψ的形式, 其中𝐼0是无鬼的, 而𝑆-矩阵与Ψ无关,

所以, 通过在鬼场退耦的轴向规范下量子化这一理论, 然后将Ψ取成我们所希望的形式, 我们可以

证明这一步骤的合理性. 特别地, 我们可以在作用量中引入𝑠(𝜔*𝜔*𝜔)项以充当4-鬼顶点中发散的

抵消项.

17.3 重整化: 一般规范理论*

在上一节, 对于非阿贝尔规范理论的可重整性证明依赖于对作用量中量纲不超过4的可能项

的“暴力”分析. 但我们在第12章看到, 附加在作用量中项的量纲上的限制至多是一个很好的近似.

用来描述强相互作用, 弱相互作用以及电磁相互作用的成功可重整量子场论几乎肯定是有效场论,

这些理论带有量纲𝑑 > 4的项; 这些项一般不会被观测到, 它们会被某些非常大的质量的4− 𝑑次方

所抑制, 这些质量或许是1016-1018GeV阶的. 引力也可以被一个有效场论描述, 在这个理论中, 拉

格朗日密度不仅包含Einstein-Hilbert项−√
𝑔𝑅/16π𝐺, 也包含由4个或者更多个引力场导数所构建

的所有标量. 我们需要证明这类规范理论, 也就是在幂次计数意义下不可重整的规范理论, 在现

代意义下却是可重整的, 即规范对称性会控制紫外发散使得总存在可用的抵消项以抵消每个无限

大.[3]

*本节或多或少的处在本书的发展主线之外, 可以在第一次阅读时跳过.
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由于这个原因, 我们回到15.9节所引入的作用量𝑆[𝜒, 𝜒‡], 将作用量取成独立场𝜒𝑛(包括规范场

和物质场𝜑𝑟, 鬼场𝜔𝐴以及非最小化场𝜔𝐴*和ℎ𝐴)和反场𝜒‡
𝑛的函数. 在类似量子引力或Yang-Mills理

论的理论中, 这些理论基于结构常数为𝑓𝐶𝐴𝐵的闭规范代数, 作用量被约束在如下的形式

𝑆 = 𝐼[𝜑] + 𝜔𝐴𝑓 𝑟𝐴[𝜑]𝜑
‡
𝑟 +

1
2𝜔

𝐴𝜔𝐵𝑓𝐶𝐴𝐵[𝜑]𝜔
‡
𝐶 − ℎ𝐴𝜔*‡

𝐴 , (17.3.1)

其中𝐼[𝜑]在无限小规范变换𝜑𝑟 → 𝜑𝑟 + 𝜖𝐴𝑓 𝑟𝐴[𝜑]下不变. (同15.9节一样, 指标𝑟,𝐴等包含时空坐标,

在对这些指标的求和中要对时空坐标积分.)

在这里, 我们不会将自己限制在这一形式的作用量下, 但是我们会假定理论会被附加定域

对称性, 而这些对称性是通过要求作用量在它的反场相关性上必须服从某些“结构约束”得到

的, 方程(17.3.1)就提供了这样的一个例子. 结构约束假定是线性的, 也就是说, 如果结构约束对

于𝑆 +S1和𝑆 +S2都是满足的, 那么对于任意常数𝛼1和𝛼2, 𝑆 +𝛼1S1 +𝛼2S2也满足结构约束. 我

们同时附加量子主方程(15.9.35)

(𝑆, 𝑆)− 2i~Δ𝑆 = 0 , (17.3.2)

其中Δ𝑆通过方程(15.9.34)定义, 而按照上一节脚注所描述的含义, 因子~现在作为“圈计数”参量

显式地写出.

将作用量取成~的幂级数
𝑆 = 𝑆𝑅 + ~𝑆1 + ~2𝑆2 + · · · , (17.3.3)

其中𝑆𝑅是与𝑆结构大体相同的作用量, 但它的所有耦合参量被替换成了有限的重整化值, 而𝑆𝑁是

一组无限大抵消项. 假定作用量𝑆对于~的所有阶均满足量子主方程(17.3.2), 这样𝑆𝑅就会满足经典

主方程

(𝑆𝑅, 𝑆𝑅) = 0 , (17.3.4)

而抵消项满足 (︁
𝑆𝑅, 𝑆𝑁

)︁
= −1

2

𝑁−1∑︁
𝑀=1

(︁
𝑆𝑀 , 𝑆𝑁−𝑀

)︁
+ iΔ𝑆𝑁−1 . (17.3.5)

抵消项𝑆𝑁本身还不足以抵消掉圈图中的紫外发散. 作为传统场重整化的推广, 我们还得引入

一组重整化场和重整化反场, 它们通过一个任意的反正则变换以原始场和原始反场的形式定义.

无限小的反正则变换可以通过方程(15.9.26)以无限小生成泛函𝛿𝐹的形式定义, 所以连续的反正

则变换𝐺(𝑡) → 𝐺(𝑡+ 𝛿𝑡) = 𝐺(𝑡) + (𝐹 (𝑡)𝛿𝑡,𝐺(𝑡))(其中𝐺(𝑡)是场和反场的任意泛函, 𝐹 (𝑡)是生成泛

函)会给出有限大的正则变换𝐺→ �̃� ≡ 𝐺(1), 并有

d

d𝑡
𝐺(𝑡) = (𝐹 (𝑡), 𝐺(𝑡)) , 𝐺(0) = 𝐺 . (17.3.6)

如果𝐹 (𝑡)给定为幂级数

𝐹 (𝑡) = ~𝐹1 +
1
2~

2𝑡𝐹2 + · · · , (17.3.7)

那么方程(17.3.3), (17.3.6)和(17.3.7)就产生了变换后的作用量

𝑆 = 𝑆𝑅 + ~
[︁
𝑆1 + (𝐹1, 𝑆𝑅)

]︁
+ ~2

[︁
𝑆2 + (𝐹1, 𝑆1) + (𝐹2, 𝑆𝑅) +

1
2(𝐹1, (𝐹1, 𝑆𝑅))

]︁
+ · · · . (17.3.8)

现在, 问题就在于我们是否可以用我们所拥有的自由度去选择𝐹𝑁和𝑆𝑁 , 进而使得圈图中产生的所

有无限大都被抵消掉.
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如上文所述, 方程(17.3.3)中的第一项𝑆𝑅自动是有限的. 假定对于𝑀 < 𝑁 , 无限大通

过𝑆𝑀和𝐹𝑀被抵消掉了, 那么确实有可能消除量子有效作用量中𝑀 < 𝑁的~𝑀阶项Γ𝑀中的所

有无限大. 正如我们在上一节所看到的, Zinn-Justin方程告诉我们, 量子有效作用量中~𝑁阶项的
无限大部分Γ𝑁,∞满足条件 (︁

𝑆𝑅,Γ𝑁,∞

)︁
= 0 . (17.3.9)

场变量𝜒𝑛和反场变量𝜒‡
𝑛通过反正则变换与变量𝜒𝑛和𝐾𝑛相关, 而反正则变换保护了所有的反括号,

所以, 方程(17.3.9)中的反括号可以𝜒𝑛和𝜒‡
𝑛的形式而非𝜒𝑛和𝐾𝑛进行计算.

抵消项𝑆𝑁所满足的条件(17.3.5)与Γ𝑁,∞所满足的条件(17.3.9)并不相同. 然而, 给定任意满足

方程(17.3.5)的𝑆0
𝑁 , 我们可以找到一类另外的解

𝑆𝑁 = 𝑆0
𝑁 + 𝑆′

𝑁 ,

其中𝑆′
𝑁除了要满足以下条件外是任意的, 即𝑆𝑅 + 𝑆′

𝑁要像𝑆𝑅 + 𝑆0
𝑁那样满足与𝑆𝑅相同的对称性条

件, 并且, 为了不使方程(17.3.5)无效 (︁
𝑆𝑅, 𝑆

′
𝑁

)︁
= 0 . (17.3.10)

因此, 量子有效作用量中的第𝑁阶项的无限大部分可以写成

Γ𝑁,∞ = 𝑆′
𝑁,∞ + (𝐹𝑁,∞, 𝑆𝑅) +𝑋𝑁,∞ , (17.3.11)

其中𝑋𝑁由来自圈图的项, 来自𝑆0
𝑁中的项, 以及Γ中包含𝑀 < 𝑁的𝑆𝑀和𝐹𝑀的各种项组成. 例如,

对于𝑁 = 2, 方程(17.3.8)给出

𝑋2 = 𝑆0
2 + 2(𝐹1, 𝑆1) + (𝐹1, (𝐹1, 𝑆𝑅)) +仅包含𝑆𝑅的两圈项

+包含𝑆𝑅, 𝑆1和𝐹1的一圈项.

对于我们的目的, 关于𝑋𝑁我们唯一需要知道的是它确实不包含𝑆
′
𝑁或𝐹𝑁 , 并且它在𝑆𝑅的任何可实

现的线性整体变换下不变.

现在, 因为(𝑆𝑅, 𝑆𝑅) = 0, 操作𝐹 ↦→ (𝑆𝑅, 𝐹 )是幂零的; 对于所有的𝐹 ,(︁
𝑆𝑅,

(︁
𝑆𝑅, 𝐹

)︁)︁
= 0 . (17.3.12)

因此, 从方程(17.3.9)和(17.3.10)—(17.3.12)可以得出(︁
𝑆𝑅, 𝑋𝑁,∞

)︁
= 0 . (17.3.13)

通过选择𝐹𝑁,∞使其等于𝑌 , 𝑋𝑁,∞中任何形式为(𝑆𝑅, 𝑌 )的项在方程(17.3.11)都可以被抵消掉. 因

此, 𝑋𝑁,∞中需要被抵消项𝑆
′
𝑁,∞抵消掉的可能的剩余无限大项的空间, 由那些满足(𝑆𝑅, 𝑋) = 0的

泛函𝑋组成, 并且如果两个泛函相差的项形式为(𝑆,𝑋), 则认为这两个泛函是等价的. 换句话说,

Γ𝑁中需要被抵消项𝑆
′
𝑁抵消掉的无限大属于映射𝑋 ↦→ (𝑆𝑅, 𝑋)的上同调.

𝑆𝑅 + 𝑆′
𝑁必须满足附加在作用量𝑆上的结构约束, 这一要求会限制抵消项𝑆′

𝑁的可能形式. 因

此, 如果我们能够证明映射𝑋 ↦→ (𝑆𝑅, 𝑋)的上同调仅由那些满足这一结构约束的泛函组成, 我们就

完成了可重整性的证明.
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在量子引力与半单规范对称性的Yang-Mills场论耦合的情况下, 这一理论的对称性由结构约

束(17.3.1)实现. 在这一情况下会有一个定理[4]: 构成**映射𝑋 ↦→ (𝑆𝑅, 𝑋)的上同调的泛函𝐴[𝜑](映

射所在的空间是鬼数为零的定域泛函的空间, 而不是鬼数为零的时空相关函数的空间), 在结构常

数为𝑓𝐶𝐴𝐵的规范变换𝜑
𝑟 → 𝜑𝑟 + 𝜖𝐴𝑓 𝑟𝐴[𝜑]下不变. 任何这类的𝑁阶无限大都可以被相同形式的抵消

项𝑆′
𝑁抵消掉, 所以, 尽管这些理论在传统的幂次计数意义下是不可重整的, 但是, 若可重整是指,

通过对原始裸作用量𝐼[𝜑]中的参量进行选择, 并对场和反场做一个合适的重整化, 所有无限大都可

以被消除掉, 那么在这一意义下, 这些理论完全是可重整的.

在其它理论中, 映射𝑋 ↦→ (𝑆𝑅, 𝑋)的上同调会包含额外的项. 这并不会一定要求削弱结构约

束,这是因为上同调中的额外项可能不对应真实的紫外发散.例如,在含有𝑈(1)因子的规范理论中,

上同调中所包含的项中会有一项[4]对应于𝑈(1)规范对称性的作用量在该理论各种场上的重定义,

如果这一项是无限大的, 那么它将会要求我们削弱结构约束, 让方程(17.3.1)中的变换函数𝑓 𝑟𝐴[𝜑]保

持任意. 但是软光子定理告诉我们不同场的𝑈(1)耦合的比值(就像量子电动力学中各种轻子电荷

的比值)不会被辐射修正影响,(参看10.4节) 这一定理会禁止这一无限大. 如果上同调中的额外项

确实包含紫外发散, 那么, 为了让每一可能的紫外发散都存在一个抵消项, 附加在𝑆上的结构约束

就必须要被削弱. 现在还不清楚这是否总是可能的; 如果不是, 某些理论可能会由于它们不可移除

的紫外发散而不得不被丢弃掉.

17.4 背景场规范

接下来, 我们转向一个显然保护一类规范对称性的计算方法, 这个计算方法也因此证实是极

其方便, 在一圈计算中尤其如此. 我们视有效作用量Γ[𝐴,𝜓, 𝜔, 𝜔*]为经典外规范场𝐴𝛼𝜇(𝑥), 经典外

物质场𝜓ℓ(𝑥), 经典外鬼场𝜔𝛼(𝑥)和经典外反鬼场𝜔
*
𝛼(𝑥)的泛函

*. 尽管鬼场和反鬼场无法出现在初

态或末态中, 为了处理有外鬼线或外反鬼线的那部分图, 在考察背景规范场和背景物质场的同时,

我们也会考察背景鬼场和背景反鬼场.

正如16.1节中所描述的, Γ[𝐴,𝜓, 𝜔, 𝜔*]是真空-真空振幅的连通单粒子不可约图的和, 在计算

这些振幅的理论中, 我们要积掉的量子场𝐴′, 𝜓′, 𝜔′和𝜔′*被替换成了偏移场𝐴 + 𝐴′, 𝜓 + 𝜓′, 𝜔 +

𝜔′和𝜔*+𝜔′*,路径积分的积分变量是加撇的场,而不加撇的场保持不变.我们几乎可以按照我们所

喜欢的任何方式自由选择规范固定函数𝑓𝛼(𝑥); 取代我们之前的选择𝑓𝛼 = 𝜕𝜇𝐴
′𝜇
𝛼 (或𝜕𝜇[𝐴

′𝜇
𝛼 + 𝐴𝜇𝛼]),

我们现在取[5]

𝑓𝛼 = 𝜕𝜇𝐴
′𝜇
𝛼 + 𝐶𝛼𝛽𝛾𝐴𝛽𝜇𝐴

′𝜇
𝛾 . (17.4.1)

这一选择的原因是, 它使得规范固定项𝑓𝛼𝑓𝛼在一个形式变换下不变, 在这个形式变换中, 背景

场𝐴𝜇𝛼按照规范场变换, 而量子场𝐴′𝜇
𝛼就像属于规范群伴随表示的普通物质场那样进行齐次变换

𝛿𝐴𝜇𝛼 = 𝜕𝜇𝜖𝛼 − 𝐶𝛼𝛽𝛾 𝜖𝛽 𝐴
𝜇
𝛾 , (17.4.2)

𝛿𝐴′𝜇
𝛼 = 𝐶𝛼𝛽𝛾 𝜖𝛽 𝐴

′𝜇
𝛾 . (17.4.3)

看到𝑓𝛼的变换性质的最好方法是将𝑓𝛼写成一类新的协变导数

𝑓𝛼 ≡ �̄�𝜇𝐴
′𝜇
𝛼 , (17.4.4)

**严格地讲, 只有要求𝑆中的耦合系数不会取某些会使得𝑆会在更大的定域对称群下不变的值, 这才是有效的. 例如,

这排除了𝑆 = 0的情况.
*我们现在回到规范固定泛函𝐵[𝑓 ]的特殊选择——高斯型(15.7.4), 并且我们会积掉辅助场ℎ𝛼, 使得修正拉格朗日量

中的规范固定项就是−𝑓𝛼𝑓𝛼/2𝜉.
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其中, 对于伴随表示下的任何场𝜑𝛼

�̄�𝜇𝜑𝛼 ≡ 𝜕𝜇𝜑𝛼 + 𝐶𝛼𝛽𝛾𝐴𝛽𝜇𝜑𝛾 . (17.4.5)

我们看到在变换(17.4.2)和(17.4.3)下, 函数(17.4.1)就像𝐴′
𝛼那样变换:

𝛿𝑓𝛼 = −𝐶𝛼𝛽𝛾 𝜖𝛽𝑓𝛾 , (17.4.6)

所以, 修正拉格朗日量中的𝑓𝛼𝑓𝛼项是不变的

𝛿(𝑓𝛼𝑓𝛼) = −2𝐶𝛼𝛽𝛾𝑓𝛼𝜖𝛽𝑓𝛾 = 0 . (17.4.7)

另外, 原始拉格朗日密度L仅通过和𝐴 + 𝐴′依赖于𝐴和𝐴′, 它在(17.4.2)和(17.4.3)的组合变换下经

历一个普通的规范变换

𝛿(𝐴𝜇𝛼 +𝐴′𝜇
𝛼 ) = 𝜕𝜇𝜖𝛼 − 𝐶𝛼𝛽𝛾𝜖𝛽(𝐴

𝜇
𝛾 +𝐴′𝜇

𝛾 ) . (17.4.8)

如果我们对背景物质场和量子物质场的变换是

𝛿𝜓 = i 𝑡𝛼𝜖𝛼𝜓 , (17.4.9)

𝛿𝜓′ = i 𝑡𝛼𝜖𝛼𝜓
′ , (17.4.10)

那么也有

𝛿(𝜓 + 𝜓′) = i 𝑡𝛼𝜖𝛼(𝜓 + 𝜓′) . (17.4.11)

原始拉格朗日密度L在原始规范变换(17.4.8)和(17.4.11)下不变, 并且仅依赖于𝐴+𝐴′和𝜓+𝜓′, 所

以它在新的形式变换(17.4.2), (17.4.3), (17.4.9), (17.4.10)下也是不变的.

将L以背景协变导数�̄�𝜇的形式写出会使得这一不变性更加明晰, 而这将是有帮助的. 一般而

言, 我们有

L = −1
4

(︁
𝜕𝜇[𝐴𝛼𝜈 +𝐴′

𝛼𝜈 ]− 𝜕𝜈 [𝐴𝛼𝜇 +𝐴′
𝛼𝜇] + 𝐶𝛼𝛽𝛾 [𝐴𝛽𝜇 +𝐴′

𝛽𝜇][𝐴𝛾𝜈 +𝐴′
𝛾𝜈 ]
)︁2

+ L𝑀

(︁
𝜓 + 𝜓′, 𝜕𝜇(𝜓 + 𝜓′)− i𝑡𝛼(𝐴𝛼𝜇 +𝐴′

𝛼𝜇)(𝜓 + 𝜓′)
)︁

= −1
4

(︁
𝐹𝛼𝜇𝜈 + �̄�𝜇𝐴

′
𝛼𝜈 − �̄�𝜈𝐴

′
𝛼𝜇 + 𝐶𝛼𝛽𝛾𝐴

′
𝛽𝜇𝐴

′
𝛾𝜈

)︁2
+ L𝑀

(︁
𝜓 + 𝜓′, �̄�𝜇(𝜓 + 𝜓′)− i𝑡𝛼𝐴

′
𝛼𝜇(𝜓 + 𝜓′)

)︁
, (17.4.12)

其中, 同方程(17.4.5)一样,

�̄�𝜇𝐴
′
𝛼𝜈 ≡ 𝜕𝜇𝐴

′
𝛼𝜈 + 𝐶𝛼𝛽𝛾𝐴𝛽𝜇𝐴

′
𝛾𝜈 , (17.4.13)

�̄�𝜇𝜓 ≡ 𝜕𝜇𝜓 − i 𝑡𝛼𝐴𝛼𝜇𝜓 , (17.4.14)

而𝐹𝛼𝜇𝜈是背景场强

𝐹𝛼𝜇𝜈 ≡ 𝜕𝜇𝐴𝛼𝜈 − 𝜕𝜈𝐴𝛼𝜇 + 𝐶𝛼𝛽𝛾𝐴𝛽𝜇𝐴𝛾𝜈 . (17.4.15)

(L第一项中的平方用来暗示写出的指标要进行收缩.) 因为L仅通过场强𝐹𝛼𝜇𝜈以及“物质”场𝐴′
𝛼𝜇,

𝜓′和𝜓的背景协变导数�̄�𝜇牵扯到𝐴𝛼𝜇, 所以它在新变换(17.4.2), (17.4.3), (17.4.9), (17.4.10)下显然

是不变的.
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这个新变换应该小心地与真实的规范变换区分开. 真实的规范变换在仅用来描述背景场

的𝐴和𝜓上没有效应, 并诱导出了𝐴+𝐴′和𝜓 + 𝜓′上的普通规范变换, 所以

𝛿TRUE𝐴
𝜇
𝛼 = 0 , (17.4.16)

𝛿TRUE𝐴
′𝜇
𝛼 = 𝜕𝜇𝜖𝛼 − 𝐶𝛼𝛽𝛾𝜖𝛽(𝐴

𝜇
𝛾 +𝐴′𝜇

𝛾 )

= �̄�𝜇𝜖𝛼 − 𝐶𝛼𝛽𝛾𝜖𝛽𝐴
′𝜇
𝛾 (17.4.17)

以及

𝛿TRUE 𝜓 = 0 , (17.4.18)

𝛿TRUE 𝜓
′ = i 𝑡𝛼𝜖𝛼(𝜓 + 𝜓′) . (17.4.19)

当然, 这与形式变换(17.4.2), (17.4.3), (17.4.9), (17.4.10)在𝐴 + 𝐴′和𝜓 + 𝜓′上的效应是相同的, 因

而也保持原始拉格朗日量L不变. 然而, 对于𝑓𝛼的新选择(17.4.1), 𝑓𝛼𝑓𝛼项是不依赖于𝐴+ 𝐴′的, 并

且在(17.4.16)和(17.4.17)下也不是不变的. 取而代之,

𝛿TRUE 𝑓𝛼 = �̄�𝜇(�̄�
𝜇𝜖𝛼 − 𝐶𝛼𝛽𝛾𝜖𝛽𝐴

′𝜇
𝛾 ) , (17.4.20)

其中�̄�𝜇由(17.4.5)给定.

最后, 我们来考察这一新规范下的鬼场拉格朗日量. 一般而言, 将𝛿TRUE 𝑓𝛼中的𝜖𝛼替换成鬼

场𝜔𝛼 + 𝜔′
𝛼就给出了鬼场作用量中的量(15.7.3):

Δ𝛼 = �̄�𝜇

[︁
�̄�𝜇(𝜔𝛼 + 𝜔′

𝛼)− 𝐶𝛼𝛽𝛾(𝜔𝛽 + 𝜔′
𝛽)𝐴

′𝜇
𝛾

]︁
. (17.4.21)

因此, 方程(15.6.2)中的鬼场拉格朗日量是

LGH = (𝜔*
𝛼 + 𝜔′*

𝛼 )�̄�𝜇

[︁
�̄�𝜇(𝜔𝛼 + 𝜔′

𝛼)− 𝐶𝛼𝛽𝛾(𝜔𝛽 + 𝜔′
𝛽)𝐴

′𝜇
𝛾

]︁
(17.4.22)

或者, 进行分部积分,

LGH = −
(︁
�̄�𝜇(𝜔

*
𝛼 + 𝜔′*

𝛼 )
)︁[︁
�̄�𝜇(𝜔𝛼 + 𝜔′

𝛼)− 𝐶𝛼𝛽𝛾(𝜔𝛽 + 𝜔′
𝛽)𝐴

′𝜇
𝛾

]︁
. (17.4.23)

为了使其在联合变换(17.4.2)和(17.4.3)下不变, 现在给𝜔和𝜔′补充变换:

𝛿𝜔𝛼 = −𝐶𝛼𝛽𝛾𝜖𝛽𝜔𝛾 , (17.4.24)

𝛿𝜔′
𝛼 = −𝐶𝛼𝛽𝛾𝜖𝛽𝜔′

𝛾 , (17.4.25)

以及

𝛿𝜔*
𝛼 = −𝐶𝛼𝛽𝛾𝜖𝛽𝜔*

𝛾 , (17.4.26)

𝛿𝜔′*
𝛼 = −𝐶𝛼𝛽𝛾𝜖𝛽𝜔′*

𝛾 . (17.4.27)

我们看到形式变换(17.4.2), (17.4.3), (17.4.9), (17.4.10)的组合变换保持修正作用量(15.6.4)中

的完整拉格朗日量不变:

LMOD = L − 1

2𝜉
𝑓𝛼𝑓𝛼 + LGH . (17.4.28)
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假定我们对𝐴′, 𝜓′, 𝜔′和𝜔′*积分的积分测度在简单矩阵变换(17.4.3), (17.4.10), (17.4.25)和(17.4.27)

下不变, 这样有效作用量Γ[𝐴,𝜓, 𝜔, 𝜔*]在剩余的变换(17.4.2), (17.4.9), (17.4.24)和(17.4.26)下是不

变的. 换句话说, 它与原始作用量𝐼[𝐴,𝜓, 𝜔, 𝜔*]在相同的意义下是规范不变的.

这一形式变换给有效作用量中能出现的无限大设置了强有力的限制. Γ中的紫外发散出

现在量纲[质量]𝑑满足𝑑 ≤ 4的项的系数中, 但这里, 这些项在背景规范变换(17.4.2), (17.4.9),

(17.4.24)和(17.4.26)下是不变的. 例如, 在基于单纯规范群的规范理论中, 且自旋1/2费米子属于

该群的某个不可约表示, 唯一这样的项形式如下

Γ∞ =

∫︁
d4𝑥L∞ , (17.4.29)

L∞ = −1
4𝐿𝐴 𝐹𝛼𝜇𝜈𝐹

𝜇𝜈
𝛼 − 𝐿𝜓𝜓𝛾

𝜇�̄�𝜇𝜓

−𝑚𝐿𝑚𝜓𝜓 − 𝐿𝜔(�̄�𝜇𝜔
*
𝛼)(�̄�

𝜇𝜔𝛼) , (17.4.30)

其中, 这里的𝐹𝛼𝜇𝜈 , �̄�𝜇𝜓, �̄�𝜇𝜔𝛼和�̄�𝜇𝜔
*
𝛼完全是用背景场构建的:**

𝐹𝛼𝜇𝜈 ≡ 𝜕𝜇𝐴𝛼𝜈 − 𝜕𝜈𝐴𝛼𝜇 + 𝐶𝛼𝛽𝛾𝐴𝛽𝜇𝐴𝛾𝜈 , (17.4.31)

�̄�𝜇𝜓 ≡ 𝜕𝜇𝜓 − i 𝑡𝛼𝐴𝛼𝜇𝜓 , (17.4.32)

�̄�𝜇𝜔𝛼 ≡ 𝜕𝜇𝜔𝛼 + 𝐶𝛼𝛽𝛾𝐴𝛽𝜇𝜔𝛾 , (17.4.33)

�̄�𝜇𝜔
*
𝛼 ≡ 𝜕𝜇𝜔

*
𝛼 + 𝐶𝛼𝛽𝛾𝐴𝛽𝜇𝜔

*
𝛾 . (17.4.34)

通过量纲分析, 我们预期常数𝐿𝐴, 𝐿𝜓, 𝐿𝑚和𝐿𝜔是对数发散的.

为了处理这些无限大, 我们注意到拉格朗日量(17.4.12)包含一个纯经典部分

LCLASS = −1
4𝐹𝛼𝜇𝜈𝐹

𝜇𝜈
𝛼 − 𝜓(𝛾𝜇�̄�𝜇 +𝑚)𝜓 − (�̄�𝜇𝜔

*
𝛼)(�̄�

𝜇𝜔𝛼) , (17.4.35)

这一项是通过扔掉LMOD中所有涉及量子场𝐴
′, 𝜓′, 𝜔′, 𝜔′*的项获得的. 我们定义重整化场

𝐴𝑅𝛼𝜇 ≡
√︀
1 + 𝐿𝐴𝐴𝛼𝜇 , (17.4.36)

𝜓𝑅ℓ ≡
√︀
1 + 𝐿𝜓𝜓ℓ , (17.4.37)

𝜔𝑅𝛼 ≡
√︀
1 + 𝐿𝜔𝜔𝛼 , (17.4.38)

𝜔*𝑅
𝛼 ≡

√︀
1 + 𝐿𝜔𝜔

*
𝛼 , (17.4.39)

这使得(17.4.30)与(17.4.35)的和采取如下的形式

LCLASS + L∞ = −1
4𝐹

𝑅
𝛼𝜇𝜈𝐹

𝑅𝜇𝜈
𝛼 − 𝜓𝑅𝛾𝜇𝐷𝑅

𝜇 𝜓
𝑅

−𝑚𝑅𝜓𝑅𝜓𝑅 − (𝐷𝑅
𝜇 𝜔

*𝑅
𝛼 )(𝐷𝜇𝑅𝜔𝑅𝛼 ) , (17.4.40)

其中, 𝑚𝑅是重整化质量

𝑚𝑅 ≡ 𝑚(1 + 𝐿𝑚)
⧸︁
(1 + 𝐿𝜓) , (17.4.41)

**单纯规范群的条件确保了对于𝐴和𝜔分别仅有一个动能项, 这两个动能项分别正比于𝐹𝛼𝜇𝜈𝐹
𝜇𝜈
𝛼 和�̄�𝜇𝜔

*
𝛼�̄�

𝜇𝜔𝛼,

而𝜓的变换不可约这一条件确保了对于𝜓仅有一个动能项和一个质量项. 处理更加普遍的可能性也不是困难的, 但代价

是符号上会稍微有些复杂. 我们同时不言自明地使用了鬼数守恒.
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以及

𝐹𝑅𝛼𝜇𝜈 ≡ 𝜕𝜇𝐴
𝑅
𝛼𝜈 − 𝜕𝜈𝐴

𝑅
𝛼𝜇 + 𝐶𝑅𝛼𝛽𝛾𝐴

𝑅
𝛽𝜇𝐴

𝑅
𝛾𝜈 , (17.4.42)

𝐷𝑅
𝜇 𝜓

𝑅 ≡ 𝜕𝜇𝜓
𝑅 − i 𝑡𝑅𝛼𝐴

𝑅
𝛼𝜇𝜓

𝑅 , (17.4.43)

𝐷𝑅
𝜇 𝜔

𝑅
𝛼 ≡ 𝜕𝜇𝜔

𝑅
𝛼 + 𝐶𝑅𝛼𝛽𝛾𝐴

𝑅
𝛽𝜇𝜔

𝑅
𝛾 , (17.4.44)

𝐷𝑅
𝜇 𝜔

*𝑅
𝛼 ≡ 𝜕𝜇𝜔

*𝑅
𝛼 + 𝐶𝑅𝛼𝛽𝛾𝐴

𝑅
𝛽𝜇𝜔

*𝑅
𝛾 . (17.4.45)

这里的重整化结构常数和群生成元则是

𝐶𝑅𝛼𝛽𝛾 ≡ (1 + 𝐿𝐴)
−1/2𝐶𝛼𝛽𝛾 , (17.4.46)

𝑡𝑅𝛼 ≡ (1 + 𝐿𝐴)
−1/2 𝑡𝛼 . (17.4.47)

由于我们假定了这里的Lie代数是单纯的, 所以, 除却一个公共因子, 即非重整化耦合常数𝑔, 结

构常数𝐶𝛼𝛽𝛾和群生成元𝑡𝛼完全由群的结构所决定. 因此, 方程(17.4.46)和(17.4.47)告诉我们, 对

于𝐶𝑅和𝑡𝑅中的耦合常数𝑔𝑅, 它的重整化是

𝑔𝑅 = 𝑔(1 + 𝐿𝐴)
−1/2 . (17.4.48)

这一结果体现出了背景场规范的特殊优点. 在一般的规范下, 对于规范场和规范耦合常数,

我们会遇到相互独立的重整化因子, 并且为了把它们整理出来, 我们将不得不计算两个不同的振

幅(例如, 真空极化和3-规范场顶角函数). 在背景场规范下, 通过要求有效作用量中的无限大项以

场强的原始形式(17.4.31)将其包含在内, 背景场规范不变性将这两个重整化绑在了一起, 进而使得

我们可以通过仅研究一个规范场振幅就能计算出荷重整化因子.

17.5 背景场规范下的单圈计算

作为一个练习, 我们将计算一般非阿贝尔规格理论下的规范耦合常数的一圈重整化因子. 正

如我们将在下一章中看到的, 这为高能处的物理过程的所谓“重整化”群计算提供了一个重要的输

入元素, 我们在这里所获得的结果将在下一章用来例证非阿贝尔规范理论的渐进自由.

这里所采用的方法有些新奇. 通常情况下, 我们考察背景规范场与时空相关的有效作用量, 并

计算这些场的二次项, 抽取因子(𝑞𝜇𝐴𝛼𝜈 − 𝑞𝜈𝐴𝛼𝜈)
2, 直到这时, 通过令𝑞 = 0分离出这一因子系数中

的对数发散. 在这里, 我们转而采取一个简单得多的方法, 从一开始就令规范场与时空不相关. 在

这一情况下, 有效作用量中规范场的二次项和三次项为零, 但有一个紫外发散的四次项, 它可以用

来计算耦合常数重整化因子(1 + 𝐿𝐴)
−1/2. 在这一方法中, 我们的一圈计算就变成了简单的矩阵代

数问题. 要注意的是, 这个处理仅适用于背景场规范; 在其它情况下, 有效作用量中背景规范场的

二次项部分和四次项部分将会给出相互独立的对数发散.

在这一动机下, 我们转向背景场下单圈有效作用量的计算, 在我们所选的背景场中, 𝐴𝛼𝜇是常
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数, 而𝜓 = 𝜔 = 𝜔* = 0. 对于这样的背景场, 完整的修正拉格朗日量是*

LMOD = L + L𝑓 + L𝐺𝐻 , (17.5.1)

L = −1
4

(︁
𝐹𝛼𝜇𝜈 + �̄�𝜇𝐴

′
𝛼𝜈 − �̄�𝜈𝐴

′
𝛼𝜇 + 𝐶𝛼𝛽𝛾𝐴

′
𝛽𝜇𝐴

′
𝛾𝜈

)︁2
− 𝜓′( /̄𝐷 − i𝑡𝛼 /𝐴

′
𝛼 +𝑚)𝜓′ , (17.5.2)

L𝑓 ≡ − 1

2𝜉
𝑓𝛼𝑓𝛼 = − 1

2𝜉
(�̄�𝜇𝐴

′𝜇
𝛼 )

2 , (17.5.3)

L𝐺𝐻 = −(�̄�𝜇𝜔
′*
𝛼 )(�̄�

𝜇𝜔′
𝛼 − 𝐶𝛼𝛽𝛾𝜔

′
𝛽𝐴

′𝜇
𝛾 ) . (17.5.4)

真空-真空振幅的一圈图是从作用量中量子场的二次项部分中计算出来的, 即要被积掉的𝐴′, 𝜓′,

𝜔′, 𝜔′*的二次项. 仅保留这样的二次项, 我们有

LQUAD = −1

4
(�̄�𝜇𝐴

′
𝛼𝜈 − �̄�𝜈𝐴

′
𝛼𝜇)

2 − 1

2
𝐹𝜇𝜈𝛼 𝐶𝛼𝛽𝛾𝐴

′
𝛽𝜇𝐴

′
𝛾𝜈

− 𝜓′( /̄𝐷 +𝑚)𝜓′ − 1

2𝜉
(�̄�𝜇𝐴

′𝜇
𝛼 )

2 − (�̄�𝜇𝜔
′*
𝛼 )(�̄�

𝜇𝜔′
𝛼) . (17.5.5)

相应的作用量可以写成一般的二次型形式:

𝐼QUAD ≡
∫︁

d4𝑥LQUAD

= −1

2

∫︁
d4𝑥 d4𝑦 𝐴′𝜇

𝛼 (𝑥)𝐴
′𝜈
𝛽 (𝑦)D

𝐴
𝑥𝛼𝜇,𝑦𝛽𝜈 −

∫︁
d4𝑥 d4𝑦 𝜓′

𝑘(𝑥)𝜓
′
ℓ(𝑦)D

𝜓
𝑥𝑘,𝑦ℓ

−
∫︁

d4𝑥 d4𝑦 𝜔′*
𝛼 (𝑥)𝜔

′
𝛽(𝑦)D

𝜔
𝑥𝛼,𝑦𝛽 , (17.5.6)

其中

D𝐴
𝑥𝛼𝜇,𝑦𝛽𝜈 ≡ 𝜂𝜇𝜈

(︁
− 𝛿𝛾𝛼

𝜕

𝜕𝑥𝜆
+ 𝐶𝛾𝛿𝛼𝐴

𝜆
𝛿 (𝑥)

)︁(︁
− 𝛿𝛾𝛽

𝜕

𝜕𝑦𝜆
+ 𝐶𝛾𝜖𝛽𝐴𝜖𝜆(𝑦)

)︁
𝛿4(𝑥− 𝑦)

−
(︁
− 𝛿𝛾𝛼

𝜕

𝜕𝑥𝜈
+ 𝐶𝛾𝛿𝛼𝐴𝛿𝜈(𝑥)

)︁(︁
− 𝛿𝛾𝛽

𝜕

𝜕𝑦𝜇
+ 𝐶𝛾𝜖𝛽𝐴𝜖𝜇(𝑦)

)︁
𝛿4(𝑥− 𝑦)

+ 𝐹𝛾𝜇𝜈(𝑥)𝐶𝛾𝛼𝛽𝛿
4(𝑥− 𝑦)

+
1

𝜉

(︁
− 𝛿𝛾𝛼

𝜕

𝜕𝑥𝜇
+ 𝐶𝛾𝛿𝛼𝐴𝛿𝜇(𝑥)

)︁(︁
− 𝛿𝛾𝛽

𝜕

𝜕𝑦𝜈
+ 𝐶𝛾𝜖𝛽𝐴𝜖𝜈(𝑦)

)︁
𝛿4(𝑥− 𝑦) , (17.5.7)

D𝜓
𝑥𝑘,𝑦ℓ ≡

(︂
− 𝛾𝜇

𝜕

𝜕𝑦𝜇
− i𝛼 /𝐴𝛼(𝑦) +𝑚

)︂
𝑘ℓ

𝛿4(𝑥− 𝑦) , (17.5.8)

D𝜔
𝑥𝛼,𝑦𝛽 ≡

(︂
− 𝛿𝛾𝛼

𝜕

𝜕𝑥𝜆
+ 𝐶𝛾𝛿𝛼𝐴𝛿𝜆(𝑥)

)︂(︂
− 𝛿𝛾𝛽

𝜕

𝜕𝑦𝜆
+ 𝐶𝛾𝜖𝛽𝐴

𝜆
𝜖 (𝑦)

)︂
𝛿4(𝑥− 𝑦) . (17.5.9)

(当我们分部积分时, 𝜕/𝜕𝑥和𝜕/𝜕𝑦前面的负号要扔掉.)

有效作用量的单圈贡献(就像16.2节中那样)为

exp
(︁
iΓ1 loop[𝐴]

)︁
∝
∫︁
1𝑃𝐼

(
∏︁

d𝐴′)(
∏︁

d𝜓′)(
∏︁

d𝜓′)(
∏︁

d𝜔′)(
∏︁

d𝜔′*)

× exp
(︁
i 𝐼QUAD[𝐴

′, 𝜓′, 𝜓′, 𝜔′, 𝜔′*;𝐴]
)︁

∝ (DetD𝐴)−1/2(DetD𝜓)+1(DetD𝜔)+1 . (17.5.10)

*参看方程(17.4.12), (17.4.4)和(17.4.23). 我们在这里特定为物质场构成自旋 1
2
费米子多重态的情况. L和L𝑓中的

平方包含指标收缩.
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(出现指数−1/2和+1是因为𝐴′是实玻色场, 而𝜓′, 𝜓′, 𝜔′, 𝜔′*是不同的费米场.) 这种行列式的计算

一般而言并不简单. 然而, 在外场是常数的情况下, D可以经由动量空间对角化, 这时计算会变得

简单的多.

因此, 我们现在来考察常数背景场𝐴𝛼𝜇的情况. 对于非阿贝尔规范理论, 这样的常数场无法通

过规范变换移除, 这一点可以从各种规范协变场

𝐹𝛼𝜇𝜈 = 𝐶𝛼𝛽𝛾𝐴𝛽𝜇𝐴𝛾𝜈 , (17.5.11)

𝐷𝜆𝐹𝛿𝜇𝜈 = 𝐶𝛿𝜖𝛼𝐶𝛼𝛽𝛾𝐴𝜖𝜆𝐴𝛽𝜇𝐴𝛾𝜈 , (17.5.12)

等的非零值可以看到. Lorentz不变性和规范不变性告诉我们如何将Γ[𝐴]中量纲给定的部分表示

成有限多个项的积分, 而这些项是𝐹𝛼𝜇𝜈 , 𝐷𝜆𝐹𝛼𝜇𝜈等的定域函数; 通过比较它们对Γ[𝐴]的常数背景

场𝐴𝛼𝜇所做的贡献与微扰展开的结果, 就可以获得这一表达式中项的系数.

通过通常的归一化Fourier变换, 我们将每个矩阵D𝐴, D𝜓和D𝜔变换至动量基下

D𝑞··· ,𝑝··· =

∫︁
d4𝑥

(2π)2
e−i𝑞·𝑥

∫︁
d4𝑦

(2π)2
ei𝑝·𝑦 D𝑥··· ,𝑦··· . (17.5.13)

当𝐴是常数时, 这给出

D𝑞··· ,𝑝··· = 𝛿4(𝑝− 𝑞)M··· ,···(𝑞) , (17.5.14)

其中· · ·代表离散指标, 而M是有限维𝑞-相关矩阵

M𝐴
𝛼𝜇,𝛽𝜈(𝑞) = 𝜂𝜇𝜈(−i𝑞𝜆𝛿𝛾𝛼 +𝐴𝛿𝜆𝐶𝛾𝛿𝛼)(i𝑞

𝜆𝛿𝛾𝛽 +𝐴𝜖
𝜆𝐶𝛾𝜖𝛽)

− (−i𝑞𝜈𝛿𝛾𝛼 +𝐴𝛿𝜈𝐶𝛾𝛿𝛼)(i𝑞𝜇𝛿𝛾𝛽 +𝐴𝜖𝜇 + 𝐶𝛾𝜖𝛽)

+ 𝐹𝛾𝜇𝜈𝐶𝛾𝛼𝛽

+ (−i𝑞𝜇𝛿𝛾𝛼 +𝐴𝛿𝜇𝐶𝛾𝛿𝛼)(i𝑞𝜈𝛿𝛾𝛽 +𝐴𝜖𝜈𝐶𝛾𝜖𝛽)/𝜉

+ 𝜖项, (17.5.15)

M 𝜓
𝑘ℓ(𝑞) = (i/𝑞 − i𝑡𝛼 /𝐴𝛼 +𝑚)𝑘ℓ + 𝜖项, (17.5.16)

M 𝜔
𝛼𝛽(𝑞) = (−i𝑞𝜆𝛿𝛾𝛼 +𝐴𝛿𝜆𝐶𝛾𝛿𝛼)(i𝑞

𝜆𝛿𝛾𝛽 +𝐴𝜖
𝜆𝐶𝛾𝜖𝛽)

+ 𝜖项, (17.5.17)

其中𝐹𝛾𝜇𝜈由方程(17.5.11)给定. 那么, 从方程(17.5.10)我们可以得出

i Γ(1 loop)[𝐴] = −1
2 lnDetD𝐴 + lnDetD𝜓 + lnDetD𝜔

= −1
2 Tr lnD𝐴 +Tr lnD𝜓 +Tr lnD𝜔

= 𝛿4(𝑝− 𝑞)

∫︁
d4𝑞

[︁
− 1

2 tr lnM𝐴(𝑞) + tr lnM 𝜓(𝑞)

+ tr lnM 𝜔(𝑞)
]︁
. (17.5.18)

在方程(15.7.18)的最后一行, 我们用“tr” 而非“Tr”标记迹(并且在本节的下面都将这样做), 这样做

的原因是为了表明它们是通常的有限维矩阵的迹而不是积分算符的迹.

既然我们这里的目标是计算有效作用量中与𝐹𝐹项相乘的无限大因子𝐿𝐴,我们要将(17.5.18)中

背景场𝐴的四阶项分离出来. 对于这个目的, 将M按照所含因子𝐴的个数分成M𝑛将是方便的, 其
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图 17.1 量子有效作用量中常数背景规范场𝐴𝜇
𝛼四次项的Feynman图. 这里的实线代表内部规范场线, 内部

鬼线或内部物质线; 而虚线代表因子𝐴𝜇
𝛼. 这三个Feynman图对应于方程(17.5.20)中的三项.

中𝑛 = 0, 1或2, 代表因子𝐴的个数:

M = M0 + M1 + M2 . (17.5.19)

接下来, 找到(17.5.18)中𝐴的四阶项就是基本代数运算

[tr lnM ]𝐴4 = tr
{︁
− 1

2 [M
−1
0 M2]

2

+ [M−1
0 M1]

2M−1
0 M2 − 1

4 [M
−1
0 M1]

4
}︁
. (17.5.20)

(为了看到这点, 给方程(17.5.19)中的M1和M2分别插入乘积因子𝜖和𝜖
2, 对tr lnM相对𝜖微分4次,

然后除以4!, 再令𝜖 = 0.) 这里的M−1
0 因子就是通常的传播子; 对于𝜉 = 1, 它们是

[M𝐴
0 (𝑞)]−1

𝛼𝜇,𝛽𝜈 = 𝛿𝛼𝛽𝜂𝜇𝜈(𝑞
2 − i𝜖)−1 , (17.5.21)

[M 𝜓
0 (𝑞)]−1

𝑘ℓ = [i /𝑞 +𝑚]−1
𝑘ℓ , (17.5.22)

[M 𝜔
0 (𝑞)]

−1
𝛼,𝛽 = 𝛿𝛼𝛽(𝑞

2 − i𝜖)−1 . (17.5.23)

确实, 方程(17.5.20)中的三项正好对应图17.1中的三个Feynman图; 现在的计算方法使我们免于考

察符号与组合学因子.

对于𝐴圈以及𝜉 = 1, 方程(17.5.15)给出:

[M𝐴
1 (𝑞)]𝛼𝜇,𝛽𝜈 = −2𝜂𝜇𝜈𝑞

𝜆[A𝜆]𝛼𝛽 ,

[M𝐴
2 (𝑞)]𝛼𝜇,𝛽𝜈 = +

[︁
𝜂𝜇𝜈A𝜆A

𝜆 − A𝜈A𝜇 − A𝜇A𝜈

]︁
𝛼𝛽

+ 𝐹𝛾𝜇𝜈𝐶𝛾𝛼𝛽 ,

其中A𝜆是矩阵

[A𝜆]𝛼𝛽 ≡ −i𝐶𝛼𝛽𝛾𝐴𝛾𝜆

这使得

[A𝜆,A𝜌]𝛼𝛽 = −𝐶𝛼𝛿𝛾𝐶𝛿𝛽𝜖(𝐴𝛾𝜆𝐴𝜖𝜌 −𝐴𝛾𝜌𝐴𝜖𝜆)

= −(𝐶𝛼𝛿𝛾𝐶𝛿𝛽𝜖 + 𝐶𝛼𝛿𝜖𝐶𝛿𝛽𝛾)𝐴𝛾𝜆𝐴𝜖𝜌

= +𝐶𝛼𝛿𝛽𝐶𝛿𝜖𝛾𝐴𝛾𝜆𝐴𝜖𝜌 = 𝐶𝛼𝛿𝛽𝐹𝛿𝜌𝜆 .

积分有如下的结构∫︁
d4𝑞 𝑞𝜇𝑞𝜈𝑓(𝑞2) = 1

4𝜂
𝜇𝜈

∫︁
d4𝑞 𝑞2𝑓(𝑞2) ,∫︁

d4𝑞 𝑞𝜇𝑞𝜈𝑞𝜌𝑞𝜎𝑓(𝑞2) = 1
24 [𝜂

𝜇𝜈𝜂𝜌𝜎 + 𝜂𝜇𝜌𝜂𝜈𝜎 + 𝜂𝜇𝜎𝜂𝜈𝜌]

∫︁
d4𝑞 (𝑞2)2𝑓(𝑞2) .
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那么, 对于𝜉 = 1, 我们发现∫︁
d4𝑞 tr

{︁[︀
M𝐴

0 (𝑞)−1M𝐴
2 (𝑞)

]︀2}︁
= 4I tr[A 𝜆A𝜆A

𝜂A𝜂]

+ 4I𝐶𝛾𝛼𝛽𝐶𝛿𝛼𝛽𝐹𝛾𝜇𝜈𝐹
𝜇𝜈
𝛿 ,∫︁

d4𝑞 tr
{︁[︀

M𝐴
0 (𝑞)−1M𝐴

1 (𝑞)
]︀2

M𝐴
0 (𝑞)−1M𝐴

2 (𝑞)
}︁
= 4I tr[A 𝜆A𝜆A

𝜂A𝜂] ,∫︁
d4𝑞 tr

{︁[︀
M𝐴

0 (𝑞)−1M𝐴
1 (𝑞)

]︀4}︁
= 8

3I tr
[︁
2A 𝜆A𝜆A

𝜂A𝜂 + A 𝜆A 𝜂A𝜆A𝜂

]︁
,

其中I是发散积分

I ≡
∫︁

d4𝑞 [𝑞2 − i𝜖]−2 , (17.5.24)

它的意义会在下面讨论. 将这些全部代入方程(17.5.20), 我们就有∫︁
d4𝑞

[︁
tr lnM𝐴(𝑞)

]︁
𝐴4

= 2
3I tr

[︁
A 𝜆A𝜆A

𝜂A𝜂 − A 𝜆A 𝜂A𝜆A𝜂

]︁
− 2I 𝐶𝛾𝛼𝛽𝐶𝛿𝛼𝛽𝐹𝛾𝜇𝜈𝐹

𝜇𝜈
𝛿 .

这两项实际上形式是相同的, 合并后给出∫︁
d4𝑞

[︁
tr lnM𝐴(𝑞)

]︁
𝐴4

= −5
3I𝐶𝛾𝛼𝛽𝐶𝛿𝛼𝛽𝐹𝛾𝜇𝜈𝐹

𝜇𝜈
𝛿 . (17.5.25)

现在跳到鬼圈, 我们从方程(17.5.17)看到

[M 𝜔
1 (𝑞)]𝛼𝛽 = −2[A 𝜆]𝛼𝛽 𝑞𝜆 , (17.5.26)

[M 𝜔
2 (𝑞)]𝛼𝛽 = [A 𝜆A𝜆]𝛼𝛽 (17.5.27)

那么, 我们发现∫︁
d4𝑞 tr

{︁[︀
M 𝜔

0 (𝑞)
−1M 𝜔

2 (𝑞)
]︀2}︁

= I tr[A 𝜆A𝜆A
𝜂A𝜂] ,∫︁

d4𝑞 tr
{︁[︀

M 𝜔
0 (𝑞)

−1M 𝜔
1 (𝑞)

]︀2
M 𝜔

0 (𝑞)
−1M 𝜔

2 (𝑞)
}︁
= I tr[A 𝜆A𝜆A

𝜂A𝜂] ,∫︁
d4𝑞 tr

{︁[︀
M 𝜔

0 (𝑞)
−1M 𝜔

1 (𝑞)
]︀4}︁

= 2
3I tr[2A 𝜆A𝜆A

𝜂A𝜂 + A 𝜆A 𝜂A𝜆A𝜂] .

因此, 对于鬼圈, (17.5.20)的积分是∫︁
d4𝑞 [tr lnM 𝜔(𝑞)]𝐴4 = 1

6I tr[A 𝜆A𝜆A
𝜂A𝜂 − A 𝜆A 𝜂A𝜆A𝜂]

= 1
12I𝐶𝛾𝛼𝛽𝐶𝛿𝛼𝛽𝐹𝛾𝜇𝜈𝐹

𝜇𝜈
𝛿 . (17.5.28)

最后, 物质圈中的顶角是

[M 𝜓
1 (𝑞)]𝑘ℓ = −i(𝑡𝛼 /𝐴𝛼)𝑘ℓ , [M 𝜓

2 (𝑞)]𝑘ℓ = 0 ,

所以, 这时方程(17.5.20)中仅有一项:∫︁
d4𝑞 [tr lnM 𝜓(𝑞)]𝐴4 = −1

4

∫︁
d4𝑞 tr

{︂[︁
(i /𝑞 +𝑚)−1𝑡𝛼 /𝐴𝛼

]︁4}︂
.
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我们感兴趣的是这一积分的紫外发散部分, 所以我们可以扔掉质量(相对于很大的𝑞𝜈可忽略)并写

成 ∫︁
d4𝑞 [tr lnM 𝜓(𝑞)]𝐴4 = −1

4 tr{𝑡𝛼𝑡𝛽𝑡𝛾𝑡𝛿}𝐴𝛼𝜇𝐴𝛽𝜈𝐴𝛾𝜌𝐴𝛿𝜎

×
∫︁

d4𝑞
tr{/𝑞𝛾𝜇/𝑞𝛾𝜈/𝑞𝛾𝜌/𝑞𝛾𝜎}

(𝑞2 − i𝜖)4

= −I

96
tr{𝑡𝛼𝑡𝛽𝑡𝛾𝑡𝛿}𝐴𝛼𝜇𝐴𝛽𝜈𝐴𝛾𝜌𝐴𝛿𝜎

× tr
{︁
2𝛾𝜆𝛾

𝜇𝛾𝜆𝛾𝜈𝛾𝜂𝛾
𝜌𝛾𝜂𝛾𝜎 + 𝛾𝜆𝛾

𝜇𝛾𝜂𝛾
𝜈𝛾𝜆𝛾𝜌𝛾𝜂𝛾𝜎

}︁
, (17.5.29)

其中I就是发散积分(17.5.24). 为了计算Dirac矩阵的迹, 我们使用这些矩阵的反对易关系

tr
{︁
2𝛾𝜆𝛾

𝜇𝛾𝜆𝛾𝜈𝛾𝜂𝛾
𝜌𝛾𝜂𝛾𝜎 + 𝛾𝜆𝛾

𝜇𝛾𝜂𝛾
𝜈𝛾𝜆𝛾𝜌𝛾𝜂𝛾𝜎

}︁
= 8 tr{𝛾𝜇𝛾𝜈𝛾𝜌𝛾𝜎} − 4 tr{𝛾𝜈𝛾𝜇𝛾𝜌𝛾𝜎} − 4 tr{𝛾𝜇𝛾𝜌𝛾𝜈𝛾𝜎}
= −64𝜂𝜇𝜌𝜂𝜈𝜎 + 32𝜂𝜇𝜈𝜂𝜌𝜎 + 32𝜂𝜇𝜎𝜂𝜈𝜌 .

这样, 方程(17.5.29)就给出∫︁
d4𝑞

[︁
tr lnM 𝜓(𝑞)

]︁
𝐴4

=
1

3
I tr

{︁
[𝑡𝛼, 𝑡𝛽][𝑡𝛾 , 𝑡𝛿]

}︁
𝐴𝛼𝜇𝐴𝛽𝜈𝐴

𝜇
𝛾𝐴

𝜈
𝛿

= −1
3I𝐹𝛾𝜇𝜈𝐹

𝜇𝜈
𝛿 tr{𝑡𝛾𝑡𝛿} . (17.5.30)

在方程(17.5.18)中使用方程(17.5.25), (17.5.28)和(17.5.30), 这给出了

Γ
(1 loop)
𝐴4 =

−iI

(2π)4

∫︁
d4𝑥𝐹𝛾𝜇𝜈𝐹

𝜇𝜈
𝛿

[︂(︂
5

6
+

1

12

)︂
𝐶𝛾𝛼𝛽𝐶𝛿𝛼𝛽 −

1

3
tr{𝑡𝛾𝑡𝛿}

]︂
, (17.5.31)

其中, 我们将(17.5.14)中的动量空间𝛿-函数表示成了

𝛿4(𝑝− 𝑝) = (2π)−4

∫︁
d4𝑥 1 . (17.5.32)

这里的重点在于, 结果仅通过场强(17.5.11)与𝐴𝛼𝜇相关, 这与背景规范不变性一致.

我们将(本节首次)使用之前假定的规范群的单纯性和物质场多重态的不可约性. 在这一情况

下

𝐶𝛾𝛼𝛽𝐶𝛿𝛼𝛽 = 𝑔2𝐶1𝛿𝛾𝛿 , (17.5.33)

𝑡𝑟{𝑡𝛾𝑡𝛿} = 𝑔2𝐶2𝛿𝛾𝛿 , (17.5.34)

其中𝑔是共用的耦合常数, 它作为一个因子出现在𝐶𝛾𝛼𝛽和𝑡𝛾中, 而𝐶1和𝐶2是数值常数, 它们用来表

征规范群和物质多重态所提供的群表示. 例如, 在原始的Yang-Mills理论中, 规范群是𝑆𝑈(2)(或者

等价的𝑆𝑂(3)), 而结构常数是

𝐶𝛾𝛼𝛽 = 𝑔𝜖𝛾𝛼𝛽 ,

其中𝛼, 𝛽和𝛾的取值范围是1, 2, 3. 与方程(17.5.33)相比较, 我们看到这里有

𝐶1 = 2 .
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另外, 在这个理论中, 物质场构成构成二重态, 而𝑡𝛼是𝑔/2乘以通常的Pauli矩阵𝜎𝛼, 所以

𝐶2 = 1/2 .

更普遍地, 对于群𝑆𝑈(𝑛), 若它的定义表示中有𝑛𝑓个费米子, 在通常约定的生成元的归一化下, 我

们有**

𝐶1 = 𝑁 , 𝐶2 = 𝑛𝑓/2 . (17.5.35)

现在回到这个普遍情况, 方程(17.5.33)和(17.5.34)给出

Γ
(1 loop)
𝐴4 =

−i𝑔2I

(2π)4

∫︁
d4𝑥𝐹𝛾𝜇𝜈𝐹

𝜇𝜈
𝛾

[︂
11

12
𝐶1 −

1

3
𝐶2

]︂
. (17.5.36)

这样, 方程(17.4.30)中的无限大常数𝐿𝐴就是

𝐿𝐴 =
4i𝑔2I

(2π)4

(︂
11

12
𝐶1 −

1

3
𝐶2

)︂
. (17.5.37)

尚未谈及的是发散积分I的解释. 首先, 在我们试着积掉3-动量q之前, 我们可以将方

程(17.5.24)中𝑞0的积分围道旋转至虚轴; 同往常一样, 分母中的−i𝜖项使得我们必须要逆时针旋转,

这使得𝑞0 = i𝑞4, 其中𝑞4从−∞取到+∞. 那么积分就变成

I = i

∫︁ ∞

0

2π2𝑞3d𝑞

𝑞4
, (17.5.38)

现在的𝑞是欧几里得4-矢(𝑞1, 𝑞2, 𝑞3, 𝑞4)的长度. 为了更进一步, 我们显然需要一些正规化该积分的

方法. 处理这一紫外发散的最简单方法就是给𝑞的积分提供一个标度为Λ的上截断. 然而, 为了

处理红外发散我们还需要一个下截断. 这由物理情况决定. 如果4-矢粒子的动量不为零, 那么在

图的内线中将会有动量流, 这在这些动量的标度𝜇处提供了一个红外发散. 类似地, 如果我们计

算Γ[𝐴]相对𝐴的四阶变分导数, 并计算当𝐴取不等于零的有限值时该变分导数的值, 那么内线的传

播子不会在零动量处发散, 并且我们在标度𝜇 ∼ 𝑔𝐴处有了一个红外截断. 无论以那种方法, I采

取如下的形式

I = 2π2i

∫︁ Λ

𝜇

d𝑞

𝑞
= 2π2i ln

(︂
Λ

𝜇

)︂
(17.5.39)

因此,

𝐿𝐴 = − 𝑔2

2π2

(︂
11

12
𝐶1 −

1

3
𝐶2

)︂
ln

(︂
Λ

𝜇

)︂
+𝑂(𝑔4) . (17.5.40)

这样, 方程(17.4.48)就给出了重整化耦合

𝑔𝑅 = 𝑔

[︂
1 +

𝑔2

4π2
ln

(︂
Λ

𝜇

)︂(︂
11

12
𝐶1 −

1

3
𝐶2

)︂
+𝑂(𝑔4)

]︂
. (17.5.41)

我们注意到, 在量子电动力学中, 11.2节所讨论的辐射修正相对裸耦合𝑔会减小物理耦合𝑔𝑅, 在非

阿贝尔规范理论中, 若假定费米子多重态足够小使得𝐶2 < 11𝐶1/4, 那么辐射修正会在裸耦合之上

提高物理耦合. 这一点的重要性将在第18章进行探索.

**对于𝑆𝑈(3), 𝑡𝛼将取为𝑔/2乘以Gell-Mann矩阵𝜆𝛼, Gell-Mann矩阵将在19.7节引入, 这使得𝐶𝛼𝛽𝛾 = (𝑔/2)𝑓𝛼𝛽𝛾 .
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或者, 我们也可使用11.2节所讨论的维度正规化方法处理这一紫外发散. 这时, 取代(17.5.39),

我们写成

I = i

∫︁ ∞

0

2π2𝑞𝑑−1d𝑞

(𝑞2 + 𝜇2)2
, (17.5.42)

其中𝑑是复维度, 在计算的末尾会让其趋于4, 而𝜇是红外截断, 再一次取成与外动量同阶的量(或者

取成背景场与𝑔之积的同阶量). 只要𝑑是Re 𝑑 < 0的复数且𝜇2 > 0, 这一积分就有有限值

I = −iπ2
(︂
𝑑

2
− 1

)︂
𝜇𝑑−4

⧸︁
sin

[︂(︂
𝑑

2
− 2

)︂
𝜋

]︂
.

解析延拓至𝑑→ 4, 这变成

I → −2iπ2
[︂

1

𝑑− 4
+ ln𝜇+ · · ·

]︂
, (17.5.43)

其中· · ·代表与𝜇无关的有限大项. 这时我们有

𝐿𝐴 =
𝑔2

2π2

(︂
11

12
𝐶1 −

1

3
𝐶2

)︂(︂
1

𝑑− 4
+ ln𝜇+ · · ·

)︂
+𝑂(𝑔4) ,

因而

𝑔𝑅 = 𝑔

[︂
1− 𝑔2

4π2

(︂
11

12
𝐶1 −

1

3
𝐶2

)︂(︂
1

𝑑− 4
+ ln𝜇+ · · ·

)︂
+𝑂(𝑔4)

]︂
. (17.5.44)

注意到这里的紫外发散表现为一个不同的形式, 但是与红外截断𝜇的相关性是相同的. 在18.7节我

们对渐进自由的讨论中, 方程(17.5.44)将提供一个重要的元素.

习题

1. 将基本标量场纳入到拉格朗日量中, 完成17.2节中的可重整性证明.

2. 利用17.2节末尾讨论的BRST量子化方法对背景场规范下的非阿贝尔规范理论进行量子化.

3. 若规范场依赖于时空, 计算Γ(1 loop)中规范场的二次项, 并以此推导出重整化规范耦合和非重整

化耦合之间的关系.

4. 对于包含基本标量场的规范理论, 计算重整化耦合和非重整化耦合之间单圈关系.
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第 18 章 重整化群方法

重整化群方法最初是由Gell-Mann和Low[1]引入的, 他们的目的是用其处理微扰论在高能量子

电动力学中的失效问题. 对振幅的𝑛-圈贡献, 若它所涉及的动量是𝑞阶的, 例如真空极化Π𝜇𝜈(𝑞), 那

么在该振幅中除了含有因子𝛼𝑛外, 还含有多达𝑛个的因子ln(𝑞2/𝑚2
𝑒), 所以, 即使精细结构常数𝛼很

小, 当𝛼| ln(𝑞2/𝑚2
𝑒)|很大的时候, 微扰论就会失效. 即使在非阿贝尔规范理论这样的无质量理论中,

我们也必须要指定定义重整化耦合常数的重整化点, 并且在这一情况下, 我们会遇到对数ln(𝐸/𝜇),

这使得即使耦合常数很小, 但如果𝐸 ≫ 𝜇或𝐸 ≪ 𝜇, 微扰论也会失效.

幸运的是, 在这种情况下通常能够使用微扰论的一个修正版本. 这一修正版本的主要思想在

于, 引入定义在滑动重整化标度𝜇处的耦合常数𝑔𝜇, 其中的滑动重整化标度𝜇是指不以任何固定的

方式与粒子质量相关的标度.然后将𝜇选成与问题中过程的特征能量𝐸同一阶,这样因子ln(𝐸/𝜇)就

表现不出任何问题了. 那么只要𝑔𝜇保持着比较小的值, 我们就可以做微扰论. 特别地, 给定定义在

标度𝜇处的耦合常数, 我们可以利用微扰论计算能量𝜇+ d𝜇处的物理振幅, 然后使用这些振幅计算

定义在重整化标度𝜇 + d𝜇处的耦合常数. 通过对相应的微分方程进行积分, 我们可以将我们感兴

趣标度处的耦合常数与通常定义的耦合常数关联起来. (“重整化群”这个名字起源是, 最初它被认

为是, 在重整化耦合常数的重定义下, 描述理论的表现形式如何改变的方程, 但实际上它和群论毫

无关系.) 关于极高能或(无质量理论中的)极低能时的渐进行为, 即便耦合常数在感兴趣的标度处

过大以至于不允许使用微扰论, 重整化群方法也可提供一个定性的指导.

尽管重整化群方法最初出现于重整化耦合常数定义方案中的变化与重整化群之间的联系, 但

它更广泛的意义也随之而来. 当我们将裸耦合和裸场替换成以矩阵元定义的重整化耦合和重整化

场时, 若这些矩阵元是在某个特征能量标度𝜇处赋值的, 那么对虚动量的积分实际上就在𝜇阶的能

量标度和动量标度处被截断了. 因此, 当我们改变𝜇时, 我们实际上改变的是计算中所需考虑的自

由度范围. 重整化群最初给予我们的指导是, 为了避免大对数应该将𝜇取成与研究过程的特征能

量𝐸的同阶量, 但这一指导只不过是一个更广阔原理的一个特殊情况: 为了在给定能量处做计算,

我们应该先去掉更高能处的自由度.

还有多种其它方法可以实现这点. 比如我们在12.4节中所看到的, 在Wilson[2]所开辟的重整化

群方法中, 为了保持物理量不变, 在引入一个明显且有限的截断的同时, 理论的参量要发生变化.

这一方法要求, 凡是理论的对称性所允许的相互作用类型都要纳入在内, 这导致了要引入无限多

个相互作用类型, 因此在处理像量子电动力学这样实际上可重整的理论时, 这一方法并不是特别

方便.(尽管如此, 但现在对量子电动力学的看法有些许不同, 正如在12.3节中所讨论的, 现在的量

子电动力学被视为仅是某个不可重整理论的非常好的近似, 而这个理论中的高维相互作用被某个

非常大的质量的负幂次抑制了.) 若附加截断的手法是在一个有限大的时空晶格上对规范理论量

子化, 那么Wilson方法的优点是, 在计算的同时会保持显然的规范不变性(规范群的体积等于整体

对称群的体积乘以格点的总数), 但它的缺点是, 无法保持显然的Lorentz不变性和旋转不变性. 在

任何情况下, 无论采用何种方法, 就在消去高能自由度这点上, 大多数重整化群体系是一致的.

83



· 84 · 第 18章 重整化群方法

18.1 大对数来自何处?

我们先来考察在高能处大对数能够以何种方式出现. 考察一个物理振幅, 或者截面, 或者其它

的速率参量, 将其记为Γ(𝐸, 𝑥, 𝑔,𝑚), 其中𝐸是总的能量标度, 𝑥是各种角度以及各种能量比值, 𝑔是

各种耦合常数, 而𝑚是各种质量. 如果Γ的量纲是𝐷(例如, 截面就会有𝐷 = −2), 那么量纲分析告

诉我们

Γ(𝐸, 𝑥, 𝑔,𝑚) = 𝐸𝐷Γ
(︁
1, 𝑥, 𝑔,

𝑚

𝐸

)︁
. (18.1.1)

在极限𝐸 → ∞下, 我们本预期这样的振幅会有一个简单的幂次行为

Γ(𝐸, 𝑥, 𝑔,𝑚) −→ 𝐸𝐷Γ(1, 𝑥, 𝑔, 0) .

但事实并非如此. 实际上, 在微扰论计算中会发现, 因子𝐸𝐷会伴随着ln(𝐸/𝑚)的幂函数, 这破坏了

简单的幂次率行为.

显然, 仅当固定能量𝐸处的振幅Γ在𝑚 → 0时出现奇异, ln(𝐸/𝑚)的幂次才能在𝐸 → ∞时进
入𝑚固定的振幅. 这种质量奇异性有两类, 一类可以通过计算正确的振幅或速率常数得以消除, 而

另一类则要求在我们的重整化方案中做出一些改变.

第一类零质量奇异性的起源是, 传播子在相对应粒子质量壳上的极点的效应. 例如, 假

定一个Feynman图有一个总动量为𝑝𝜇的入线, 这条线通过一个顶角与质量为𝑚1,𝑚2, · · · ,𝑚𝑛的

内线相连. 根据第10章的讨论, 相对应的Feynman图在负的实𝑝2轴上有一个截断, 这个截断

从𝑝2 = −(𝑚1+ · · ·+𝑚𝑛)
2延伸至−∞. 如果外线是一个稳定粒子, 且它的质量𝑀 < 𝑚1+ · · ·+𝑚𝑛,

那么, 由于𝑝2 = −𝑀2不在截断上, 所以它并不会给出奇异性. 然而, 当𝑀, 𝑚1, · · · ,𝑚𝑛全部趋于零

时, −𝑝2在质量壳上的值以及截断顶部的分支点会汇聚到𝑝2 = 0这一点, 这产生了奇异性.

这表明我们可以通过远离质量壳的方法来避免𝑚 = 0处的红外发散, 例如, 让所有外线

的𝑝2连同所有能量变量趋于+∞. 然后, 采用色散关系或者其它解析延拓技巧, 我们就可以利

用Feynman振幅行为在这一极限下的结果给出𝑆-矩阵元的一切. 通常情况下, 我们感兴趣的不是

在壳𝑆-矩阵元而是流的矩阵元, 这里的流会携带与任何质量不相关的动量𝑞, 所以延拓通常是不必

须的. 这样的一个例子是10.5节中定义的真空极化函数𝜋(𝑞2), 除了当𝑞2 < 0时, 它是没有第一类零

质量奇异性的.

如果我们尝试计算的截面在极限𝑚 → 0下变得不可测, 那么零质量奇异性一般都会出现, 这

一特性给出了消除了零质量奇异性的另一方法. 例如, 在量子电动力学中, 对于任何包含有限个电

子和光子的过程而言, 即使我们对无限个软光子求和, 由于当𝑚𝑒 → 0时, 无法区分一个电子和电

子, 正电子和光子组成的总电荷为−𝑒的喷注, 其中的喷注(jet)是指所有粒子以相同速度沿同一方

向运动的粒子体系, 这使得截面在极限𝑚𝑒 → 0下也会红外发散. 我们在第13章看到, 通过仅考察

合适的被积截面, 即在𝑚𝑒 → 0下可测的截面, 我们就可以解决这样的红外发散. 例如, 取代计算特

定的Compton散射过程的截面, 我们可以计算总电荷为−𝑒的喷注与总电荷为零的喷注散射到另外
两个这样的喷注和软光子的散射截面. 这种内含反应速率或者截面在所有质量为零时也是有限的,

它们被称作是“红外安全”的.

我们的麻烦还没有完. 即便我们通过积掉截面或者远离质量壳的方法避免了红外发散, 相应

地, 能量为𝐸的被积截面以及不在壳振幅将会包含第二类质量奇异性, 这会导致因子ln(𝐸/𝑚), 进

而使得量纲分析给出的单纯的幂次率行为无效. 原因可以追溯到重整化耦合的如下性质: 当所有
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质量为零时, 按照惯例以振幅定义的重整化耦合会红外发散. 例如, 考察一个实标量场的理论, 其

拉格朗日密度是

L = −1

2
𝜕𝜆𝜑𝜕

𝜆𝜑− 1

2
𝑚2𝜑2 − 1

24
𝑔𝜑4 . (18.1.2)

到一圈阶, 对于初态4-动量为𝑝1, 𝑝2而末态4-动量为𝑝′1, 𝑝
′
2的散射过程, 不变弹性散射振幅由方

程(12.2.24)给出

𝐴 = 𝑔 − 𝑔2

32π2

∫︁ 1

0
d𝑥

{︂
ln

(︂
Λ2

𝑚2 − 𝑠𝑥(1− 𝑥)

)︂
+ ln

(︂
Λ2

𝑚2 − 𝑡𝑥(1− 𝑥)

)︂
+ ln

(︂
Λ2

𝑚2 − 𝑢𝑥(1− 𝑥)

)︂
− 3

}︂
+𝑂(𝑔3) , (18.1.3)

其中𝑠, 𝑡以及𝑢是Mandelstam变量

𝑠 = −(𝑝1 + 𝑝2)
2 , 𝑡 = −(𝑝1 − 𝑝′1)

2 , 𝑢 = −(𝑝1 − 𝑝′2)
2

而Λ是紫外截断. 只要我们让𝑠, 𝑡和𝑢远离正实轴, 特别地, 如果它们全都趋于−∞(这违反了质量壳

条件𝑠 + 𝑡 + 𝑢 = 4𝑚2), 那么它就没有零质量奇异性. 当然, 这些振幅同时依赖于截断Λ和𝑚, 所以

即使没有零质量奇异性, 在𝑠, 𝑡和𝑢趋于−∞的极限下, 我们也没有发现𝐴 →常数这一根据单纯的标
度讨论得到的结果. 与截断的相关性可以通过重整化隐藏起来; 我们将裸耦合𝑔替换成重整化耦

合𝑔𝑅, 它的定义是𝐴在某些约定重整化点的值. 例如, 我们可以取

𝑔𝑅 ≡ 𝐴(𝑠 = 𝑡 = 𝑢 = 0)

= 𝑔 − 3𝑔2

32π2

{︂
ln

Λ2

𝑚2
− 1

}︂
+𝑂(𝑔3) . (18.1.4)

这样, (18.1.3)就变成

𝐴 = 𝑔𝑅 +
𝑔2𝑅
32π2

∫︁ 1

0
d𝑥

{︂
ln

(︂
1− 𝑠𝑥(1− 𝑥)

𝑚2

)︂
+ ln

(︂
1− 𝑡𝑥(1− 𝑥)

𝑚2

)︂
+ ln

(︂
1− 𝑢𝑥(1− 𝑥)

𝑚2

)︂}︂
+𝑂(𝑔3𝑅) . (18.1.5)

(我们可以毫无顾忌地将第二项中的𝑔2替换成𝑔2𝑅, 这是因为二者的差是𝑔
3阶.) 这一振幅没有紫

外发散, 但它现在在𝑚 = 0处有一奇异性, 即使𝑠, 𝑡和𝑢全部为负, 这一奇异性也依旧存在. 因此,

当𝑠, 𝑡和𝑢全部趋于−∞时, 我们发现

𝐴→ 𝑔𝑅 +
𝑔2𝑅
32π2

{︂
ln

(︂−𝑠
𝑚2

)︂
+ ln

(︂−𝑡
𝑚2

)︂
+ ln

(︂−𝑢
𝑚2

)︂
− 6

}︂
, (18.1.6)

这一渐进行为与基于单纯的标度讨论预期得到的结果并不一致. (使用任何其它“自然的”重整化耦

合定义会出现几乎相同的结果; 例如, 我们可以将𝑔𝑅定义为𝐴在在壳对称点𝑠 = 𝑡 = 𝑢 = 4𝑚2/3的

值, 除了−6要被换成其它某个数值因子外, (18.1.6)中的其它渐进行为都会复现出来.) 很显然,

当𝐴以𝑔𝑅的形式表示时所出现的零质量极限完全是因为公式(18.1.4)中的ln𝑚2项, 即用裸耦合𝑔表

示重整化耦合𝑔𝑅时出现的ln𝑚2项.
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图 18.1 基本标量场𝜑(𝑥)的理论中, 算符
∫︀
d4𝑥 exp(−i𝑝 · 𝑥) 𝜑2(𝑥)的矩阵元的动量空间Feynman图. 阴影圆

盘代表外线与上图相同的所有图的和. 除了那对相交在𝜑2顶点的外线外, 其它外线代表所要计算矩阵元的

初态和末态中的粒子.

当我们计算算符的矩阵元(例如不在壳的Feynman振幅)而非截面的积分时, 我们还会遇到其

它的零质量奇异性. 这是因为同耦合常数一样, 这些算符也必须进行重整化. 例如, 假定在拉格朗

日量为(18.1.2)的标量场论中, 我们希望计算算符

𝒪(𝑝) ≡
∫︁

d4𝑥 e−i𝑝·𝑥𝜑2(𝑥) (18.1.7)

的矩阵元⟨𝛽|𝒪(𝑝)|𝛼⟩. 以Feynman图的形式, 这对应于在跃迁𝛼 → 𝛽的图中, 在两条𝜑-内线汇集的

地方插入一顶角, 而流经顶角的总4-动量为𝑝. (参看图18.1.) 紫外发散源于这些图中的一类, 在这

类图中, 图被分成了两部分, 新顶角是其中一个子图的一部分, 而该子图通过两条𝜑线与图的其它

部分相连. (参看图18.2.) 由于相互作用𝜑2的量纲为+2, 若这一顶角通过𝑛 > 2条外线与图的剩余

部分相连, 那么顶角所在的子图就有量纲4− 2− 𝑛 < 0, 因此通过量纲分析可知, 如果用来连接两

个子图的𝜑线数目多于两条, 那么含有顶角的子图就是收敛的. 这个子图的发散部分仅是一个对数

发散的常数, 所以给𝜑2乘以合适的发散常数𝑍𝜑2可以使得𝜑
2的矩阵元是有限的.* 到𝑔2阶, 相关的子

图由图18.3中的图给出, 因此会给𝒪(𝑝)的矩阵元贡献发散因子

𝐹 (𝑝) = 1 +
1

2

[︁
− i(2π)4𝑔

]︁ [︂ −i

(2π)4

]︂2 ∫︁ d4𝑘

[𝑘2 +𝑚2 − 𝑖𝜖] [(𝑝− 𝑘)2 −𝑚2 − i𝜖]
. (18.1.8)

组合分母, 旋转𝑘0积分围道, 并附加紫外截断Λ, 当Λ → ∞时, 这给出结果

𝐹 (𝑝) = 1− 𝑔

32π2

∫︁ 1

0
d𝑥

[︂
ln

(︂
Λ2

𝑚2 + 𝑝2𝑥(1− 𝑥)

)︂
− 1

]︂
+𝑂(𝑔2) . (18.1.9)

(只要我们保持𝑝2为正) 这一结果没有零质量奇异性, 但它理所应当地与截断相关. 通过定义重整

化𝜑2算符

(𝜑2)𝑅 = 𝑁 (𝜑2)𝜑2 , (18.1.10)

这一紫外发散可以被消除掉, 其中的𝑁 (𝜑2)会使得𝑁 (𝜑2)𝐹 (𝑝)在某个明确的重整化点有明确的有限

值. 例如, 我们可以定义重整化𝜑2算符使得

𝑁 (𝜑2)𝐹 (0) = 1 , (18.1.11)

*在这一讨论中我们假定, 对于那些与图的剩余部分仅通过两条𝜑线相连并含有顶角的子图, 只要发散是由它们引起

的, 那么这些发散就以同样的方式消除.
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图 18.2 上面的Feynman图所代表的算符
∫︀
d4𝑥 exp(−i𝑝 · 𝑥) 𝜑2(𝑥)的矩阵元会呈现出紫外发散. 它的记号与

图18.1中的记号相同

+

图 18.3 图18.2中直到一圈发散的图.

在这一情况下,

𝑁 (𝜑2) = 1 +
𝑔

32π2

(︂
ln

Λ2

𝑚2
− 1

)︂
+𝑂(𝑔2) . (18.1.12)

这样, 重整化算符(𝜑2)𝑅的矩阵元就会包含因子

𝐹𝑅(𝑝) ≡ 𝑁 (𝜑2)𝐹 (𝑝) = 1 +
𝑔

32π2

∫︁ 1

0
d𝑥 ln

(︂
1 +

𝑝2𝑥(1− 𝑥)

𝑚2

)︂
+𝑂(𝑔2) . (18.1.13)

这对于所有的𝑝2 > 0和𝑚2 > 0都是有限的, 但它现在包含𝑚 → 0的红外发散, 相对于𝑝2 → +∞时
的渐进行为, 这一红外发散对应于其中的大对数. 当然, 为了消除高阶计算中的截断, 我们将不得

不同时引入重整化耦合常数和重整化𝜑2算符, 并且我们会遇到这两者引起的大对数.

不仅仅是𝜑2(𝑥), 任何类型的算符都需要类似的重整化因子. 特别地, 取理论中的一个基本

场𝜓的矩阵元, 它所引入的紫外发散就源于对相对应传播子的辐射修正. 正如我们在第12章中看到

的, 这些无限大可以通过引入重整化场𝜓𝑅消除掉:

𝜓𝑅 = 𝑁 (𝜓)𝜓 , (18.1.14)

其中的𝑁 (𝜓)会使得𝜓𝑅在单粒子态和真空之间的矩阵元, 与没有相互作用时, 按传统归一化的场的

矩阵元是相同的. 它与重整化理论中通常的𝑍因子的关系是

𝑍(𝜓) = |𝑁 (𝜓)|−2 . (18.1.15)

例如, 我们来回忆一下早先我们对旋量量子电动力学中光子场重整化的结果.** 在这一情况

**在上面作为例子的标量场论中, 相互作用为𝜑4, 对于这样的理论, 𝑁 (𝜑)的最低阶项源于两圈图, 所以用这一理论例

证𝑁因子的计算将是不方便的.
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中, 重整化电磁场𝐴𝜇𝑅一般写成裸场𝐴
𝜇
𝐵的形式

𝐴𝜇𝑅 = 𝑍
−1/2
3 𝐴𝜇𝐵

其中𝑍3由方程(11.2.21)给定

𝑍3 = 1− 𝑒2

12π2
ln

(︂
Λ2

𝑚2

)︂
+𝑂(𝑒4) . (18.1.16)

它有一个零质量奇点, 而这将会影响到重整化光子场矩阵元的渐进行为. 特别地, 方程(11.2.22)给

出了重整化电磁场的自能函数

𝜋(𝑞2) =
𝑒2𝑅
2π2

∫︁ 1

0
d𝑥 𝑥(1− 𝑥) ln

[︂
1 +

𝑞2𝑥(1− 𝑥)

𝑚2

]︂
+𝑂(𝑒4𝑅) . (18.1.17)

它在𝑚 = 0处有奇点, 所以在它的渐进行为中就会有大对数: 对于𝑞2 → +∞

𝜋(𝑞2) −→ 𝑒2𝑅
2π2

[︂
1

6
ln

𝑞2

𝑚2
− 5

18

]︂
+𝑂(𝑒4𝑅) . (18.1.18)

电动力学有如下的特征, 出现在电磁场重整化中的常数𝑍3同时出现在电荷重整化中:

𝑒𝑅 = 𝑍
−1/2
3 𝑒BARE , (18.1.19)

但这并非普遍情况. 重整化群技巧首先是在量子电动力学中得以使用的, 但对于这里讨论的标量

场论而言, 由于场和耦合的重整化的是分开的, 所以这给出了这些方法一个更加典型的例证.

18.2 滑动标度

在上一节我们看到, 合适的被积截面或者不在壳Feynman振幅在高能处会出现大对数, 而这

些大对数可以追溯到用来定义重整化耦合常数和重整化算符的方案. 重整化群方法的核心思想就

是改变这一方案.

假定我们发现了某种定义一类新的重整化耦合常数𝑔(𝜇)的方法, 使得它依赖于滑动能量标

度𝜇, 但是(至少当𝜇 ≫ 𝑚时)与理论的质量标度无关. 这样, 合适的被积截面或者其它的红外安全

速率参量就可以表示成𝑔𝜇和𝜇而不是𝑔𝑅的函数. 通过量纲分析, 这样的函数可以写成

Γ(𝐸, 𝑥, 𝑔𝜇,𝑚, 𝜇) = 𝐸𝐷 Γ
(︁
1, 𝑥, 𝑔𝜇,

𝑚

𝐸
,
𝜇

𝐸

)︁
. (18.2.1)

(我们的记号与18.1节是相同的; 特别地, 𝑥代表Γ所依赖的所有无量纲的角, 能量比值等.) 既然𝜇是

完全任意的重整化标度, 我们可以令𝜇 = 𝐸, 在这一情况下, 方程(18.2.1)变成

Γ(𝐸, 𝑥, 𝑔𝜇,𝑚, 𝜇) = 𝐸𝐷 Γ
(︁
1, 𝑥, 𝑔𝐸 ,

𝑚

𝐸
, 1
)︁

. (18.2.2)

现在, 由于𝑔𝐸在𝑚 ≪ 𝐸时不依赖于𝑚, 这里没有零质量奇点, 因而也没有大对数, 并且只要𝑔𝐸本身

保持足够小, 我们就能以𝑔𝐸的形式用微扰论计算Γ. 特别地, 在微扰论的任意有限阶, Γ有如下的渐

进行为, 对于𝐸 ≫ 𝑚,

Γ(𝐸, 𝑥, 𝑔𝜇,𝑚, 𝜇) −→ 𝐸𝐷 Γ(1, 𝑥, 𝑔𝐸 , 0, 1) . (18.2.3)
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(非微扰修正将在18.4节进行考察.)

尚需计算的是𝑔𝐸 , 我们举一个例子进行说明, 在拉格朗日量为(18.1.2)的标量场论中, 我们可

以将𝑔𝜇定义成散射振幅在重整化点𝑠 = 𝑡 = 𝑢 = −𝜇2的值:

𝑔𝜇 ≡ 𝐴(𝑠 = 𝑡 = 𝑢 = −𝜇2)

= 𝑔 − 3𝑔2

32π2

∫︁ 1

0
d𝑥

{︂
ln

(︂
Λ2

𝑚2 + 𝜇2𝑥(1− 𝑥)
− 1

)︂}︂
+𝑂(𝑔3) , (18.2.4)

或者, 将其写成传统的重整化耦合(18.2.5)的形式,

𝑔𝜇 = 𝑔𝑅 +
3𝑔2𝑅
32π2

∫︁ 1

0
d𝑥 ln

(︂
1 +

𝜇2𝑥(1− 𝑥)

𝑚2

)︂
+𝑂(𝑔3𝑅) . (18.2.5)

然而, 仅当修正项远小于𝑔𝑅时, 这一公式才是可靠的; 即, 仅当|𝑔𝑅 ln(𝜇/𝑚)| ≪ 1时, 这一公式才是

可靠的. 如果是𝜇 ≃ 𝐸的情况, 我们不需要使用重整化群方法; 普通的微扰论就已经足够好了.

当𝜇很大时, 取代直接使用(18.2.5)这样的公式, 我们必须以阶段的方式进行: 只要𝜇/𝑚不是远

大于1, 我们就可以用𝑔𝑅计算𝑔𝜇; 这样, 只要𝜇′/𝜇不远大于1, 我们就可以用𝑔𝜇计算𝑔𝜇′ ; 以此类推, 直

到𝑔𝐸 . 取代用离散的步骤到达𝑔𝐸 , 我们也可以连续地到达𝑔𝐸 . 量纲分析告诉我们, 𝑔𝜇′和𝑔𝜇之间的

关系采取形式

𝑔𝜇′ = 𝐺(𝑔𝜇, 𝜇
′/𝜇,𝑚/𝜇) . (18.2.6)

对𝜇′微分然后取𝜇′ = 𝜇, 这给出微分方程

𝜇
d

d𝜇
𝑔𝜇 = 𝛽

(︂
𝑔𝜇,

𝑚

𝜇

)︂
, (18.2.7)

其中

𝛽

(︂
𝑔𝜇,

𝑚

𝜇

)︂
≡
[︂
𝜕

𝜕𝑧
𝐺(𝑔𝜇, 𝑧,𝑚/𝜇)

]︂
𝑧=1

. (18.2.8)

这里没有零质量奇点, 所以当𝜇≫ 𝑚时, 这一微分方程就变成

𝜇
d

d𝜇
𝑔𝜇 = 𝛽(𝑔𝜇, 0) ≡ 𝛽(𝑔𝜇) , (18.2.9)

这通常被称作Callan-Symanzik方程.[1] 我们将通过对微分方程(18.2.9)积分来计算𝑔𝐸 , 其中的初

始值𝑔𝑀处在标度𝜇 = 𝑀 , 对该标度的选择要比较小心, 一方面要足够大, 使得当𝜇 ≥ 𝑀时, 相比

于𝜇我们可以忽略掉𝑚, 一方面要足够小, 使得我们在用微扰论计算𝑔𝑀时, 大对数ln(𝐸/𝑚)不会妨

碍我们用𝑔𝑅去计算𝑔𝑀 . 只要𝛽(𝑔)在𝑔𝑀和𝑔𝐸之间不为零, 那么这个解就可以形式地写成

ln(𝐸/𝑀) =

∫︁ 𝑔𝐸

𝑔𝑀

d𝑔/𝛽(𝑔) . (18.2.10)

上一段的结果不依赖微扰论, 但是我们通常需要用微扰论计算𝐺和𝛽. 例如, 假定我们在

相互作用为𝑔𝜑4/24的标量场论中计算𝑔𝜇′ , 通过将𝑔表示成𝑔𝜇而非𝑔𝑅进行重整化. 沿用导出方

程(18.2.5)的步骤, 这给出

𝑔𝜇′ = 𝑔𝜇 −
3𝑔2𝜇
32π2

∫︁ 1

0
d𝑥 ln

(︂
𝑚2 + 𝜇2𝑥(1− 𝑥)

𝑚2 + 𝜇′2𝑥(1− 𝑥)

)︂
+𝑂(𝑔3𝜇) .
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那么方程(18.2.8)给出

𝛽

(︂
𝑔𝜇,

𝑚

𝜇

)︂
= +

3𝑔2𝜇
16π2

∫︁ 1

0
d𝑥

𝜇2𝑥(1− 𝑥)

𝑚2 + 𝜇2𝑥(1− 𝑥)
+𝑂(𝑔3𝜇) . (18.2.11)

当𝜇≫ 𝑚时, 这变成

𝛽(𝑔𝜇) =
3𝑔2𝜇
16π2

+𝑂(𝑔3𝜇) . (18.2.12)

到下一阶, 𝜇≫ 𝑚的𝛽-函数是[3]

𝛽(𝑔𝜇) = 𝑔𝜇

[︂
3
(︁ 𝑔𝜇
16π2

)︁
− 17

3

(︁ 𝑔𝜇
16π2

)︁2
+ · · ·

]︂
.

如果我们只满足单圈近似, 𝛽(𝑔)的计算有更加简单的方法. 为了避免矩阵元在𝜇阶能量处有很

大的辐射修正, 我们必须将裸耦合𝑔写成有限的重整化耦合𝑔𝜇, 就像

𝑔 = 𝑔𝜇 +𝐵(𝑔𝜇) ln
Λ

𝜇
+ · · · . (18.2.13)

例如, 从方程(18.1.3)中, 我们可以立刻读出𝑔中ln Λ项的系数

𝐵(𝑔) = −3

2

[︁
− i(2π)4𝑔2

]︁ [︂ −i

(2π)4

]︂2
2π2i =

3𝑔2

16π2
. (18.2.14)

非重整化耦合显然独立于𝜇, 所以到最低阶

𝜇
d

d𝜇
𝑔𝜇 −𝐵(𝑔𝜇) = 0

因此在最低阶

𝛽(𝑔) = 𝐵(𝑔) . (18.2.15)

这里的𝐵(𝑔)由方程(18.2.14)给定, 这与我们之前𝛽(𝑔)在𝜑4标量场论中的结果(18.2.14)一致.

简单的紫外截断会妨碍规范不变性, 所以用维数正规化来处理紫外发散通常是方便的. 对于

时空维数𝑑 < 4, 我们发现ln(Λ/𝜇)会被替换成收敛积分∫︁ ∞

𝜇
𝑘𝑑−4d𝑘

𝑘
=
𝜇𝑑−4

4− 𝑑
−→
𝑑→4

[︂
1

4− 𝑑
− ln𝜇

]︂
.

因此, 不像之前通过将非重整化耦合写成(18.2.13)那样来消除截断相关性, 我们转而写成

𝑔 = 𝑔𝜇 +𝐵(𝑔𝜇)

[︂
1

4− 𝑑
− ln𝜇

]︂
, (18.2.16)

其中的函数𝐵(𝑔𝜇)与上面相同. 因此, 为了计算𝛽(𝑔𝜇), 我们需要做的就是将重整化耦合中奇异因

子1/(4− 𝑑)的系数挑出来. 这一讨论将在18.6节扩展至所有阶.

在拉格朗日量为(18.1.2)的标量场论中, 只要𝑔𝜇足够小, 方程(18.2.9)和(18.2.12)可以很好地近

似为

𝑔𝜇 = − 16π2

3 ln(𝜇/𝑀)
, (18.2.17)
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其中𝑀是一个积分常数. 这一表达式例证了重整化群运算的一个普遍特征, 即像𝑔𝑅这样的无量

纲耦合会被𝑀这样量纲为质量的参量替代. 若𝜇的值足够大, 使得我们可以使用基于𝜇 ≫ 𝑚的

近似, 并且又足够小, 使得|𝑔𝑅 ln(𝜇/𝑀)| ≪ 1, 通过比较解(18.2.17)与此时耦合的行为, 我们可以

将𝑀与𝑔𝑅关联起来, 在𝜇满足上述条件时, (18.2.5)给出

𝑔𝜇 ≃ 𝑔𝑅 +
3𝑔2𝑅
16π2

ln
(︁ 𝜇
𝑀

)︁
. (18.2.18)

以这种方式, 我们发现

𝑀 ≃ 𝑚 exp

(︂
16π2

3𝑔𝑅

)︂
, (18.2.19)

这使得方程(18.2.17)可以变成更加常见的形式

𝑔𝜇 = 𝑔𝑅

[︂
1− 3𝑔𝑅

16π2
ln
𝜇

𝑚

]︂−1

. (18.2.20)

再重申一次, 即使|𝑔𝑅 ln(𝜇/𝑚)|量级为1, 只要𝑔𝜇是小量, 上式就是成立的, 所以它代表的是对微扰

结果(18.2.18)的重要提升. 当然, 当|𝑔𝑅 ln(𝜇/𝑚)|充分接近于临界值16π2/3时, 𝑔𝜇是小量这个条件

就会被破坏. 但是, 方程(18.2.20)至少做出了如下的明确预测: 在临界值(18.2.19)之下的某个能

量𝐸处, 𝑔𝐸变得足够大使得微扰论无法使用.

如果我们计算的不是被积截面而是算符的不在壳矩阵元, 我们还需要把出现在重整化算符

定义中的𝑁因子考虑在内, 它会使得重整化算符的矩阵元是有限的. 在上一节我们看到, 如果这

些𝑁因子以传统的方式定义(即, 当算符携带的4-动量为零或者算符是处在质量壳上的场时, 发散

子图所产生的修正因子被抵消了), 那么𝑁因子的公式就会像方程(18.1.12)或(18.1.16)中那样包含

零质量奇点, 而这又会在𝐸 ≫ 𝑚处产生大对数. 解决方法是在滑动标度𝜇处定义重整化常数𝑁
(𝒪)
𝜇 ,

使得在重整化算符

𝒪𝜇 = 𝑁 (𝒪)
𝜇 𝒪 (18.2.21)

的矩阵元中, 包含算符𝒪的发散子图所产生的修正因子在𝜇阶4-动量所表征的重整化点处被抵消

了. 如果𝑀𝑅是按传统方式重整化的算符的矩阵, 而𝑀是算符按照方程(18.2.21)重整化后的矩阵

元, 那么对于任意的𝜇

𝑀𝑅 =

[︃∏︁
𝒪

(︁
𝑁 (𝒪)

⧸︁
𝑁 (𝒪)
𝜇

)︁]︃
𝑀(𝐸, 𝑥, 𝑔𝜇,𝑚, 𝜇) . (18.2.22)

我们可以再次使用量纲分析(假定𝑀的量纲为𝐷)并令𝜇 = 𝐸, 将其写成

𝑀𝑅 = 𝐸𝐷

[︃∏︁
𝒪

(︁
𝑁 (𝒪)

⧸︁
𝑁

(𝒪)
𝐸

)︁]︃
𝑀
(︁
1, 𝑥, 𝑔𝐸 ,

𝑚

𝐸
, 1
)︁

. (18.2.23)

因此, 为了发现不在壳振幅𝑀𝑅的高能行为, 我们需要知道当重整化标度𝜇变化时, 𝑁𝜇是如何变化

的.

对于任意两个重整化标度𝜇和𝜇′, 重整化算符𝑁
(𝒪)
𝜇 𝒪和𝑁 (𝒪)

𝜇′ 𝒪的矩阵元都是有限的, 所以比

值𝑁
(𝒪)
𝜇′ /𝑁

(𝒪)
𝜇 必须是截断无关的. 基于量纲分析, 这一比值必须采取如下的形式

𝑁
(𝒪)
𝜇′

⧸︁
𝑁 (𝒪)
𝜇 = 𝐺(𝒪)(𝑔𝜇, 𝜇

′/𝜇,𝑚/𝜇) . (18.2.24)
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相对𝜇′微分并令𝜇′ = 𝜇, 这给出

𝜇
d

d𝜇
𝑁 (𝒪)
𝜇 = 𝛾(𝒪)(𝑔𝜇,𝑚/𝜇)𝑁

(𝒪)
𝜇 , (18.2.25)

其中

𝛾(𝒪)(𝑔𝜇,𝑚/𝜇) ≡
[︂
𝜕

𝜕𝑧
𝐺(𝒪)(𝑔𝜇, 𝑧,𝑚/𝜇)

]︂
𝑧=1

. (18.2.26)

这一方程的解是

𝑁
(𝒪)
𝐸 ∝ exp

[︂∫︁ 𝐸

𝛾(𝒪)

(︂
𝑔𝜇,

𝑚

𝜇

)︂
d𝜇

𝜇

]︂
. (18.2.27)

由于引入了滑动标度, 𝑁
(𝒪)
𝜇 和𝑁

(𝒪)
𝜇′ 中不再有零质量奇点, 𝐺(𝒪)和𝛾(𝒪)也因此不再含有零质量奇点,

所以这一结果是相当有用的. 因此, 只要𝑔𝜇是一小量, 就不会有大对数妨碍用微扰论计算𝛾(𝒪). 另

外, 当𝜇≫ 𝑚时, 𝛾(𝒪)(𝑔𝜇,𝑚/𝜇)有一光滑极限

𝛾(𝒪)(𝑔𝜇) ≡ 𝛾(𝒪)(𝑔𝜇, 0) . (18.2.28)

作为一个例子, 考察标量场论中的算符𝒪 = 𝜑2, 其中的相互作用是𝑔𝜑4/24. 这时的重整化不

会使得修正因子(18.1.9)在𝑝2 = 0处被抵消掉, 而是在滑动标度𝑝2 = 𝜇2处抵消它, 方法是引入新的

重整化𝜑2算符𝑁
(𝜑2)
𝜇 𝜑2, 其中

𝑁 (𝜑2)
𝜇 ≡ 𝐹 (𝜑2)(𝜇2)−1 = 1 +

𝑔

32π2

∫︁ 1

0
d𝑥

[︂
ln

[︂
Λ2

𝑚2 + 𝜇2𝑥(1− 𝑥)

]︂
− 1

]︂
+𝑂(𝑔2) .

那么, 对于这一算符, 函数(18.2.24)就是

𝐺(𝜑2)

(︂
𝑔𝜇,

𝜇′

𝜇
,
𝑚

𝜇

)︂
≡
𝑁

(𝜑2)
𝜇′

𝑁
(𝜑2)
𝜇

= 1 +
𝑔𝜇

32π2

∫︁ 1

0
d𝑥 ln

[︂
𝑚2 + 𝜇2𝑥(1− 𝑥)

𝑚2 + 𝜇′2𝑥(1− 𝑥)

]︂
+𝑂(𝑔2𝜇) .

(由于𝑔𝜇和𝑔的差或者𝑔𝜇和𝑔𝜇′的差仅影响𝑔
2
𝜇阶的项或者更高阶的项, 所以在这里我们可以用𝑔𝜇替

代𝑔或𝑔𝜇′ .) 那么, 从方程(18.2.26)中我们就有

𝛾(𝜑
2)

(︂
𝑔𝜇,

𝑚

𝜇

)︂
= − 𝑔𝜇

16π2

∫︁ 1

0

𝜇2𝑥(1− 𝑥)

𝑚2 + 𝜇2𝑥(1− 𝑥)
d𝑥+𝑂(𝑔2𝜇)

或者, 当𝜇≫ 𝑚时,

𝛾(𝜑
2)(𝑔𝜇) = − 𝑔𝜇

16π2
+𝑂(𝑔2𝜇) . (18.2.29)

另一个比较好的例子是量子电动力学中与电磁场重整化相联系的𝑁因子. 回忆, 通过用重整

化电磁场来计算光子传播子, 我们可以使其对于所有的动量都是有限的, 这一方法可以等效为给

非重整化场的传播子乘以𝑍−1
3 :

Δ̃𝜌𝜎(𝑞) = 𝑍−1
3 Δ𝜌𝜎(𝑞) . (18.2.30)

方程(10.5.17)表明这一重整化传播子可以写成

Δ̃𝜌𝜎(𝑞) =
𝜂𝜌𝜎

[𝑞2 − i𝜖][1− 𝜋(𝑞2)]
+ 𝑞𝜌𝑞𝜎项. (18.2.31)
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假定我们转而定义重整化场𝑁
(𝐴)
𝜇 𝐴𝜌, 它的传播子中有一项正比于𝜂𝜌𝜎/[𝑞

2 − i𝜖], 并且比例系数在滑

动标度𝑞2 = 𝜇2处等于1. 由于这个原因, 显然我们必须要取

𝑁 (𝐴)
𝜇 = 𝑍

−1/2
3 [1− 𝜋(𝜇2)]1/2 . (18.2.32)

利用方程(11.2.22), 函数(18.2.24)就是

𝐺(𝐴)(𝑔𝜇, 𝜇
′/𝜇,𝑚/𝜇) =

[︂
1− 𝜋(𝜇′2)

1− 𝜋(𝜇2)

]︂1/2
= 1−

𝑒2𝜇
4π2

∫︁ 1

0
d𝑥 𝑥(1− 𝑥) ln

[︂
𝑚2 + 𝜇′2𝑥(1− 𝑥)

𝑚2 + 𝜇2𝑥(1− 𝑥)

]︂
+𝑂(𝑒4𝜇) , (18.2.33)

因此, 方程(18.2.26)给出

𝛾(𝐴)(𝑒𝜇,𝑚/𝜇) = −
𝑒2𝜇
2π2

∫︁ 1

0
d𝑥

𝑥2(1− 𝑥)2𝜇2

𝑚2 + 𝜇2𝑥(1− 𝑥)
+𝑂(𝑒4𝜇) . (18.2.34)

正如所承诺的, 它在𝜇≫ 𝑚时的极限是光滑的

𝛾(𝐴)(𝑒𝜇) ≡ 𝛾(𝐴)(𝑒𝜇, 0) = −
𝑒2𝜇

12π2
+𝑂(𝑒4𝜇) . (18.2.35)

正如之前提到过的, 由于出现在重整化电磁场中的重整化常数𝑍
−1/2
3 与定义电子的重整化电

荷的常数互为倒数: 𝑒𝑅 = 𝑍3. 那么, 滑动标度𝜇处的重整化电荷的自然定义就是

𝑒𝜇 = 𝑁 (𝐴)−1
𝜇 𝑒 = 𝑍

−1/2
3 𝑁 (𝐴)−1

𝜇 𝑒𝑅 , (18.2.36)

这使得𝑒𝜇与在标度𝜇处重整化的场𝑁
(𝐴)
𝜇 𝐴𝜌相乘后与𝜇无关, 从方程(18.2.25)中, 我们看到, 对于给

出𝑒𝜇对𝜇的相关性的函数𝛽(𝑒), 根据方程(18.2.9), 它在𝜇≫ 𝑚时的值为

𝛽(𝑒) = −𝑒𝛾(𝐴)(𝑒) = 𝑒3

12π2
+𝑂(𝑒5) . (18.2.37)

更早的计算[3a]给出了真空极化函数𝜋(𝑞2)的第四阶项. 借此, Gell-Mann和Low给出了𝛽(𝑒)中𝑒的下

一阶项.

𝛽(𝑒) =
𝑒3

12π2
+

𝑒5

64π2
+𝑂(𝑒7) . (18.2.38)

换句话说, 活动标度𝜇处的电荷满足重整化群方程

𝜇
d

d𝜇
𝑒𝜇 =

𝑒3𝜇
12π2

+
𝑒5𝜇

64π2
+𝑂(𝑒7𝜇) . (18.2.39)

这表明, 对于比较小的𝑒𝜇, 𝑒𝜇随着𝜇的增大而增大.

我们还需要初始条件. 这由电荷著名的传统重整化值𝑒𝑅 = 𝑍
1/2
3 𝑒提供, 对于这个值𝛼 ≡

𝑒2𝑅/4π = 1/137.036 · · · . 方程(18.2.32)和(18.2.36)给出

𝑒𝑅/𝑒𝜇 = 𝑍
1/2
3 𝑁 (𝐴)

𝜇 =
√︀
1− 𝜋(𝜇2)

= 1− 𝑒2𝑅
4π2

∫︁ 1

0
d𝑥 𝑥(1− 𝑥) ln

[︂
1 +

𝜇2𝑥(1− 𝑥)

𝑚2
𝑒

]︂
+𝑂(𝑒4𝑅) . (18.2.40)
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我们需要匹配这一公式与方程(18.2.39)的解, 在匹配时, 𝜇的值要足够大以使得方程(18.2.39)中的

近似𝜇 ≫ 𝑚𝑒是合理的, 但又足够小使得方程(18.2.40)中的对数与4π2/𝑒2𝑅相比依然是个小量, 进而

使得微扰论是成立的. (例如,我们可以取𝜇的量级为100MeV.)对于这样的𝜇值,方程(18.2.40)给出

𝑒𝜇 ≃ 𝑒𝑅 +
𝑒3𝑅
12π2

[︂
ln

𝜇

𝑚𝑒
− 5

6

]︂
. (18.2.41)

另一方面, 当𝑒𝜇比较小的时候, 方程(18.2.39)(仅保留右边第一项)的解是

𝑒𝜇 =

[︂
常数− ln𝜇

6π2

]︂−1/2

. (18.2.42)

比较方程(18.2.41)和(18.2.42), 这给出解

𝑒𝜇 = 𝑒𝑅

[︂
1− 𝑒2𝑅

6π2

(︂
ln

(︂
𝜇

𝑚𝑒

)︂
− 5

6

)︂]︂−1/2

. (18.2.43)

不像方程(18.2.41), 不管(𝑒2𝑅/6π
2) ln(𝜇/𝑚𝑒)是不是小量, 只要𝑒2𝜇/6π

2是小量, 方程(18.2.43)就是适

用的.

例如, 我们在11.3节就已经看到, 通过对𝜇子磁矩的二阶(Schwinger)项(11.3.16)乘以𝑘2 ≈
𝑚2
𝜇处的真空极化函数𝜋𝑒(𝑘

2), 我们就可以获得对𝜇子磁矩的领头4阶修正, 根据方程(18.2.40), 这与

将Schwinger项中的𝛼替换成𝑒2𝑚𝜇
/4π的结果(到这一阶)是相同的.

另一个例子: 在高能电子-正电子对撞实验中,诸如CERN上的LEP或者SLAC上的SLCd,它们

所研究的物理过程所处的能量量级大约是𝑍0粒子的质量, 或者说91GeV. 方程(18.2.43)表明, 在能

量达到这个量级时, 计算纯量子电动力学中的辐射修正所用的精细结构常数不是𝛼 = 1/137.036,

而是
𝑒2(91GeV)

4π
=

𝛼

1− 2(11.25)𝛼/3π
=

1

134.6
. (18.2.44)

在这一结果所针对的理论中, 质量小于𝑚𝑍的带电粒子只有电子. 而在真实情况中, 这种粒子有很

多, 相应地, 𝑚𝑍处的精细结构常数
[4]是(128.87± 0.12)−1.

* * *

计算理论的耦合参数所在的滑动标度可以不是外线动量而是外场的值. 在重整化群方法的一

个早期应用中, Coleman和E. Weinbergz[4a]考察了时空无关的外标量场𝜑的有效势𝑉 (𝜑). 在这一简

单情况中, 场只与自身作用, 它们的圈结果由方程(16.2.15)给出. 在重整化质量𝑚𝑅为零的情况下

考察有效势是特别有趣的, 这时, 到一圈阶我们可以令最后一项中的𝜇2(𝜑)等于𝑔𝑅𝜑
2/2, 这使得方

程(16.2.15)在这里变成(其中的𝑔是重定义耦合, 与之前稍有不同):

𝑉 (𝜑) = 𝜆𝑅 +
𝑔

24
𝜑4 +

𝑔2𝜑4 ln𝜑2

256π2
. (18.2.45)

第一眼看上去, 当𝑔 > 0时, 对于比较小的𝜑, 有效势好像要小于𝜆𝑅, 这使得𝜑 = 0这一点是局域极大

点而非极小点, 但对于这样小的𝜑, 第三项要远大于第二项, 微扰论显然是靠不住的. 另外, 为了使

dCERN是欧洲核子研究组织(European Organization for Nuclear Research)的缩写, LEP是大型正负电子对撞

机(Large Electron-Positron Collider)的缩写, 在2000年末的时候, LEP被关停并拆解, 以给在建的新的大型强子对撞

机(LHC)腾出轨道空间, SLAC是斯坦福直线加速器中心(Stanford Linear Accelerator Center)的缩写, 而SLC是斯坦

福直线对撞机(Stanford Linear Collider)的缩写. ——译者注
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势对于比较大的场有下界, 我们能够论证𝑔必将是正的, 但是方程(18.2.45)表明, 无论𝑔多小, 总存

在足够大的场使得微扰论不在成立. 因而方程(18.2.45)也就无法告诉我们势是否在场比较大时有

下界.

通过使用定义在场强的滑动标度𝜇处的耦合常数, 我们可以做的更好. 假定我们通过条件

𝑉 (𝜇) = 𝜆𝑅 +
𝑔𝜇
24
𝜇4 (18.2.46)

来定义耦合𝑔𝜇. 如果我们在开头就用𝑔𝜇作为耦合参量, 那么, 取代方程(18.2.45), 我们将获得

𝑉 (𝜑) = 𝜆𝑅 +
𝑔𝜇
24
𝜑4 +

𝑔2𝜇𝜑
4

256π2
ln

(︂
𝜑2

𝜇2

)︂
, (18.2.47)

它显然满足方程(18.2.46).* 从有效势独立于𝜇这一条件可以获得𝑔𝜇的重整化群方程,**

𝜇
d𝑔𝜇
d𝜇

=
3𝑔2𝜇
16π2

. (18.2.48)

(包含𝑔2𝜇的导数的项被扔掉了, 这是因为它们是𝑔𝜇的高阶项, 因此只要𝑔𝜇足够小, 它们就可以被忽

略.) 与重整化群方程(18.2.9)和(18.2.13)相比, 上式所采取的形式与它们一样, 尽管𝜇在那里是重整

化动量, 这并非巧合, 我们将在下一节看到, 重整化群方程中的前两项与我们定义滑动标度的方式

总是无关的. 这一方程的解由方程(18.2.17)给出, 一般而言所不同的是积分常数𝑀 . 因此, 通过令

方程(18.2.17)中的𝜇 = 𝜑, 我们现在有

𝑉 (𝜑) = 𝜆𝑅 − 32π2𝜑4

3 ln(𝜑2/𝑀2)
, (18.2.49)

𝑔𝜑 = − 32π2

3 ln(𝜑2/𝑀2)
. (18.2.50)

使用这一结果要小心, 因为它仅在耦合常数𝑔𝜑比较小的情况下才是有效的. 这里的问题

不仅是方程(18.2.49)在𝜑接近于𝑀时失去了它的有效性; 我们对重整化群方程的积分也不能穿

过𝜑 =𝑀处的奇点, 所以𝑔𝜑在奇点一边的信息无法告诉我们它在奇点另一边的行为.

如果𝑔𝜑对于某个𝜑0有很小的正值, 那么我们从方程(18.2.50)中可以知道𝑀 > |𝜑0|, 所以对
于|𝜑| < |𝜑0|, 𝑔𝜑会保持一个比较小的值并且方程(18.2.49)是有效的. 这表明𝜑 = 0这一点是𝑉 (𝜑)的

局域极小点, 与方程(18.2.45)所给予我们的预期相反. 这意味着对于在对称变换𝜑 → −𝜑下
不变的真空, 除开可能的量子力学势垒穿透效应, 这一真空是稳定的. 另一方面, 我们知道

当|𝜑|与𝑀相比足够大时, 方程(18.2.49)会失效. 即使这一耦合对于某些|𝜑| > 𝑀会变得比较

小, 但它仍然太大以至于对所有的|𝜑| > 𝑀都无法使用微扰论, 对于这样的𝜑, 势可能由重整

化标度𝑀 ′ > 𝜑的方程(18.2.49)给出, 这会产生第二个奇点. 因此在这一情况下, 我们无法看到

在|𝜑| → ∞时𝑉 (𝜑) → −∞.

*通过在方程(18.2.45)中使用方程(18.2.46)进而将𝑔表示成𝑔𝜇, 我们也可以得到𝑉 (𝜑), 但这一结果与方程(18.2.47)不

同. 它们的差是𝑔的高阶项, 但是如果计算𝑉 (𝜑)所在的𝜑与𝜇相差很大, 这时大对数就能够补偿耦合的幂次方, 这一差异

就会变得显著. 如果我们从一开始就用𝑔𝜇作为耦合参量, 并取𝜇为𝜑阶的, 那么这样的大对数就不会产生, 并且只要𝑔𝜇依

旧是个小量, 近似方程(18.2.47)就是有效的.
**为了消除所有的截断相关性, 𝜑应该写成重整化场𝜑𝜇 = 𝑁𝜑

𝜇𝜑的形式, 它给𝑉 (𝜑𝜇)赋予的𝜇相关性源于重整化常

数𝑁𝜑
𝜇的𝜇相关性. 这一点在这里被忽略了, 这是因为在相互作用∝ 𝜑4的标量场论中, 对𝑁𝜑

𝜇的𝜇相关性有贡献的最低阶

图有两个圈, 这使得到我们现在计算的这一阶, 我们可以取𝑁𝜑
𝜇 = 1.
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类似地,如果𝑔𝜑对于某个𝜑0有很小的负值,那么我们就可以得知𝑀 < |𝜑0|,所以对于|𝜑| > |𝜑0|,
𝑔𝜑会保持一个比较小的值并且方程(18.2.49)是有效的. 在这一情况下, 当|𝜑| < 𝑀时, 对于势的行

为我们无法得出任何结论, 但这时我们可以用方程(18.2.49)看到|𝜑| → ∞时𝑉 (𝜑) → −∞, 这排除

了任何稳定真空的可能性. 由于我们在这里考察的是极限|𝜑| → ∞, 因此, 假定𝑚 ≪ |𝜑0|, 那么这
一结论对于质量𝑚 > 0的标量场同样是成立的. 这正是我们为什么必须要假定(在任何远大于该标

量质量的标度处重整化的)𝜑4耦合为正的原因.

18.3 各种渐进行为

即使在跑动耦合𝑔𝜇不够小以至于无法使用微扰论的情况下, 对于量子场论中所遇到的可能的

渐进行为类型, 重整化群方法提供了非常有用的洞察. 我们将区分𝑔𝜇在𝜇→ ∞时的4种不同行为方

式, 这4中不同的行为分别对应于函数𝛽(𝑔)的4种不同形状, 这是理论中只有一个耦合常数的情况.

在下一节, 我们将考察有多个相互独立耦合的理论.

我们先来回忆一下从上一节所考察的两个例子中所获得的𝛽(𝑔). 其中的一个是相互作用

为𝑔𝜑4/24的标量场论, 对于比较小的𝑔, 𝛽-函数是

𝛽(𝑔) =
3𝑔2

16π2
− 18

3

𝑔3

(16π2)2
+𝑂(𝑔4) . (18.3.1)

另一个是量子电动力学. 取代在这里将𝛽-函数写成(18.2.38)的形式, 为了突出这一理论与标量场论

之间的相似性, 定义

𝑔 ≡ 𝑒2 , (18.3.2)

并将𝛽(𝑔𝜇)理解成𝜇d𝑔𝜇/𝑑𝜇, 这使得对于比较小的𝑔

𝛽(𝑔) = 2𝑒

[︂
𝑒3

12π2
+

𝑒5

64π2
+𝑂(𝑒7)

]︂
=

𝑔2

6π2
+

𝑔3

32π2
+𝑂(𝑔4) . (18.3.3)

注意到, 在这两种情况中, 物理允许的耦合都落在𝑔 ≥ 0的范围内, 在这个范围内, 对于比较小的𝑔,

我们有𝛽(𝑔) ≥ 0. 在电动力学中, 这是因为拉格朗日量为实会要求𝑒是实的. 而在标量场论中, 正如

我们在上一节末尾所看到的, 为了有稳定的真空我们必须要有𝑔 > 0. 然而, 我们可以考察相互作

用哈密顿量为−𝑔𝜑4/24的标量场论, 其中的𝑔是一正数. 这或许不是物理的, 但只要我们只专注于

微扰论, 那么稳定性稳定就不会困扰我们. 方程(18.2.9)表明, 如果我们重定义𝑔 → −𝑔, 那么𝛽-函数
的变化就是𝛽(𝑔) → −𝛽(−𝑔), 所以之前针对于相互作用𝑔𝜑4/24的结果𝛽(𝑔) = 3𝑔2/16π2 +𝑂(𝑔3), 它

现在对于相互作用哈密顿密度−𝑔𝜑4/24就会给出

𝛽(𝑔) = −3𝑔2/16π2 +𝑂(𝑔3) . (18.3.4)

它与物理的相关性更大, 我们将在18.7节看到, 对于旋量场不太多非阿贝尔规范场论, 对于某些小

的正耦合常数会有𝛽 ≤ 0. 在下文中, 我们对𝑔的定义总使得𝑔 ≥ 0, 但对于𝑔比较小的𝛽(𝑔), 我们既

会考虑它为正的情况也会考虑它为负的情况.

现在我们将所有的可能性一一列举出来. (参看图18.4.)
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β(g)

g

g∗

(a)

(b)

(c)

(d)

图 18.4 𝛽(𝑔)函数四种可能形式的图形表示. 对于𝛽(𝑔)的这些形式, 跑动耦合𝑔𝜇将会: (a)在𝜇的有限值处趋

于无限大; (b)随着𝜇的增长而持续增长; (c)在𝜇→ ∞时趋于一个有限的极限值𝑔*; (d)在𝜇→ ∞时趋于零.

(a) 有有有限限限能能能量量量处处处的的的奇奇奇点点点

假定对于小的正𝑔, 我们有𝛽(𝑔) > 0(例如方程(18.3.1)和(18.3.3)的情况), 并且随着𝑔的增大,

𝛽(𝑔)保持正值并且以足够快的速度持续上升, 这使得积分
∫︀∞

d𝑔/𝛽(𝑔)收敛:∫︁ ∞ d𝑔

𝛽(𝑔)
<∞ . (18.3.5)

𝑔𝜇将会稳定地远离𝑔𝜇 = 0, 并且方程(18.2.10)表明𝑔𝐸必须在𝐸的有限值处变成无限大:

𝐸∞ = 𝜇 exp

(︃∫︁ ∞

𝑔𝜇

d𝑔

𝛽(𝑔)

)︃
, (18.3.6)

其中𝜇是满足𝜇 ≫ 𝑚的任意重整化标度. 我们在上一节看到过这种想象的一个例子; 在标量场论

中, 如果我们认为𝛽-函数的最低阶公式𝛽(𝑔) = 3𝑔2/16π2是对所有𝑔都成立的精确值, 那么跑动耦

合就会在能量(18.2.19)处变成无限大.类似地, 在旋量量子电动力学中, 如果我们认为最低阶公

式𝛽(𝑔) = 𝑔2/6π2(其中𝑔 ≡ 𝑒2)是对所有𝑔都成立的精确值, 那么在𝑔𝐸和𝑒𝐸都变成无限大的那一点,

能量(18.3.6)是

𝐸∞ = 𝜇 exp(6π2/𝑔𝜇) . (18.3.7)

利用方程(18.2.43), 我们可以将其表示成传统的重整化电荷:

𝐸∞ ≃ 𝑚𝑒 exp

(︂
6π2

𝑒2𝑅
+

5

6
+𝑂(𝑒2𝑅)

)︂
= 𝑒646.6𝑚𝑒 . (18.3.8)

当然, 在到达这一能量之前, 近似𝛽(𝑔) = 𝑔2/6π2就会失效, 所以我们能够断言的只是: 𝑒𝐸在𝐸∞之

下的某个能量𝐸处会变得非常大以至于微扰论失效.

(b) 持持持续续续增增增长长长

现在, 假定在某个理论中𝛽(𝑔)在𝑔 → ∞时保持正定, 但又增长(或减小)得非常缓慢以至

于
∫︀∞

d𝑔/𝛽(𝑔)是发散的. 那么耦合常数𝑔𝐸就会随着𝐸 → ∞持续增长, 但仅当𝐸 = ∞时才会变
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成无限大. 更进一步, 𝑔𝐸渐进行为中的领头项在𝐸 → ∞时独立于传统的重整化耦合. 例如, 如

果𝛽(𝑔)在𝑔很大时的行为类似于𝑏𝑔𝑘, 并且𝑏 < 0而𝑘 < 1, 那么方程(18.2.9)的解是

𝑔𝐸 =

[︂
1 + (1− 𝑘)𝑏 𝑔𝑘−1

𝜇 ln
𝐸

𝜇

]︂1/(1−𝑘)
𝑔𝜇. (18.3.9)

如果𝑔𝜇对于某些𝜇(例如𝑚阶的𝜇)是小量, 那么仅当能量与这一𝜇相比是一指数级大数时, 我们才能

看到𝑔𝐸的增长. 然而, 在极高的高能极限下, 耦合的增长遵循

𝑔𝐸 → [(1− 𝑘)𝑏 ln𝐸]1/(1−𝑘) , (18.3.10)

这是一个独立于𝑔𝜇的极限行为!

(c) 有有有限限限耦耦耦合合合处处处的的的不不不动动动点点点

接下来, 假定𝛽(𝑔)对于0 < 𝑔 < 𝑔*保持正定, 但在𝑔 = 𝑔*这一点跌落为零, 并且对于𝑔*之后的值

是负的. 那么方程(18.2.9)表明, 随着𝜇的增长, 若𝑔𝜇 < 𝑔*, 𝑔𝜇会增长, 若𝑔𝜇 > 𝑔*, 𝑔𝜇会降低, 但无论

是那一种情况, 𝑔𝜇都会在𝜇 → ∞时趋于𝑔*. 如果𝛽(𝑔)是𝑔*这一点是单零点, 那么在这一点的邻域内

我们有

𝛽(𝑔) → 𝑎(𝑔* − 𝑔) 对于 𝑔 → 𝑔* (18.3.11)

其中𝑎 > 0. 那么方程(18.2.9)的解是

𝑔* − 𝑔 ∝ 𝜇−𝑎 . (18.3.12)

(前面描述的(b)型行为可以视为不动点𝑔*在无限远处的特殊情况.) 另外, 我们可以预期任意算

符𝒪的𝛾(𝑔)在𝑔*附近的行为是光滑的:

𝛾(𝑔) = 𝛾(𝑔*) + 𝑐(𝑔* − 𝑔) +𝑂
(︁
(𝑔* − 𝑔)2

)︁
. (18.3.13)

(我们在这里扔掉了𝛾和𝑐上的指标𝒪.) 因此, 在这一算符(可能还有其它算符)的矩阵元中, 我们遇

到因子(参看方程(18.2.27))

𝑁−1
𝐸 ∝ exp

[︂
−
∫︁ 𝐸

𝛾(𝑔𝜇)
d𝜇

𝜇

]︂
∝ 𝐸−𝛾(𝑔*)[1 +𝑂(𝐸−𝑎)] . (18.3.14)

因子𝐸−𝛾(𝑔*)的乘积可以与方程(18.2.23)中的因子𝐸𝐷聚集在一起, 有了这一结果, 整个矩阵元就会

趋于

𝑀𝑅 ∝ 𝐸𝐷* , (18.3.15)

其中的量纲𝐷*相当于给出现在该矩阵元中的每一算符的实际量纲加上了一个“反常量纲”−𝛾(𝑔*).
(d) 渐渐渐进进进自自自由由由

在迄今为止所讨论的例子中, 𝛽(𝑔)对于小的正𝑔都是正的, 这使得𝑔𝜇会随着𝜇的增长远离𝑔 = 0.

假定在某个其它理论中, 𝛽(𝑔)对于小的正𝑔是负的. 那么

𝛽(𝑔) → −𝑏 𝑔𝑛 , (18.3.16)

其中𝑏 > 0. 这里的𝑛是对𝛽(𝑔)有贡献的最低阶图的阶数, 因而𝑛总是大于1的. (在这里用作例子的

理论中, 𝑛 = 2.) 这时, 方程(18.2.9)的解是

𝑔𝐸 = 𝑔𝜇

[︂
1 + 𝑏(𝑛− 1)𝑔𝑛−1

𝜇 ln
𝐸

𝜇

]︂−1/(𝑛−1)

. (18.3.17)
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当𝐸 → ∞时, 它有一个独立于𝑔𝜇的极限

𝑔𝐸 → [𝑏(𝑛− 1) ln𝐸]−1/(𝑛−1) . (18.3.18)

既然这在𝐸 → ∞时给出一个为零的𝑔𝐸 , 只需假定当𝑔和𝛽(𝑔)有相反的符号时, 对于某个有限的𝐸,

𝑔𝐸处在𝑔 = 0附近的区域内. 我们在这一极限下就可以相信微扰论. 不同算符𝒪的方程量纲𝛾(𝒪)预

期会有弱耦合行为(扔掉指标𝒪)

𝛾(𝑔) → 𝑐 𝑔𝑚 , (18.3.19)

其中𝑚是对这一算符的重整化有贡献的最低阶图的阶数, 而𝑐是既可以为正又可以为负的实数. 那

么由这一算符的重整化给矩阵元引入的因子, 它在高能处的渐进行为是

𝑁−1
𝐸 ∝ exp

[︃
−
∫︁ 𝐸

𝛾(𝑔𝜇)
d𝜇

𝜇

]︃

→ exp

[︃
− 𝑐

∫︁ 𝐸

[𝑏(𝑛− 1) ln𝜇]−𝑚/(𝑛−1)d𝜇

𝜇

]︃

∝ exp

[︃
−𝑐[𝑏(𝑛− 1)]−𝑚/(𝑛−1)

(1−𝑚/(𝑛− 1))
(ln𝐸)1−𝑚/(𝑛−1)

]︃
(18.3.20)

有一个例外𝑚 = 𝑛− 1, 这时,

𝑁−1
𝐸 ∝ (ln𝐸)−𝑐/𝑏(𝑛−1) . (18.3.21)

在渐进自由的情况中, 我们看到: 若有效量纲决定的是出现在矩阵元渐进行为中的能量幂次, 那么

对它就没有修正, 但是这一渐进行为反而被ln𝐸的幂函数修正了.

我们可以用相互作用哈密顿量密度为−𝑔𝜑4/24的标量场论作为展现渐进自由的一个玩具模
型, 其中的𝑔是一个正数. 这时, 方程(18.3.4)所给出的方程(18.3.16)的参量是:

𝑏 = 3/16π2 , 𝑛 = 2 , (18.3.22)

所以, 方程(18.3.17)在𝐸 → ∞时给出

𝑔𝐸 →
[︂
3 ln𝐸

16π2

]︂−1

. (18.3.23)

另外, 算符𝜑2在这一理论中的反常量纲由方程(18.2.29)给出

𝛾(𝑔) = − 𝑔

16π2
+𝑂(𝑔2) . (18.3.24)

因此, 方程(18.3.19)这时会有

𝑐 = −1/16π2 , 𝑚 = 1 . (18.3.25)

根据方程(18.3.21), 矩阵元中的每个𝜑2算符会贡献因子

𝑁−1
𝐸 ∝ (ln𝐸)1/3 . (18.3.26)

标量场𝜑自身在这一理论中有𝛾(𝑔) ∝ 𝑔2, 因而𝑚 = 2, 根据方程(18.3.20), 矩阵元中的每个𝜑算符会

贡献因子

𝑁−1
𝐸 ∝ 1 +𝑂

(︂
1

ln𝐸

)︂
. (18.3.27)
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在18.7节研究量子色动力学时, 我们会看到另一个关于渐进自由的更见物理的例子.

在所有𝑔𝐸可以扩展至无限大能量处的例子中, 𝑔𝐸在这一极限下表现出与重整化耦合𝑔𝑅相独

立的行为. 然而, 这并不必然意味着这一理论不包含自由的无量纲参量. 在所有这些情形中, 为了

描述𝑔𝐸在𝐸 → ∞时是如何趋于它的极限的, 我们需要指定一个量纲为能量的自由参量𝜆. 对于情

况(b), 方程(18.3.10)可以写成

𝑔𝐸 → [(1− 𝑘)𝑏 ln(𝐸/𝜆)]1/(1−𝑘) .

对于情况(c), 方程(18.3.12)可以写成

𝑔𝐸 → 𝑔*

[︃
1−

(︂
𝜆

𝐸

)︂𝑏]︃
.

最后, 对于情况(d), 方程(18.3.18)可以写成

𝑔𝐸 → [𝑏(𝑛− 1) ln(𝐸/𝜆)]−1/(𝑛−1) .

一般而言, 这样的理论确实拥有自由的无量纲参量: 𝜆与质量𝑚的比值. 像𝑒𝑅这样的耦合常数, 它

在与𝑚相联系的标度处重整化, 因此可以表示为𝑚/𝜆的函数. 仅当一个理论中的所有质量都为零

时, 我们才能说这一理论不包含自由的无量纲参量.

在这里所描述的四种渐进行为中, (a)类和(b)类显然给出了不物理的行为, 即跑动耦合𝑔𝐸在有

限能量处(情况(a))或在𝐸 → ∞时(情况(b))变成了无穷大. 这本身并不意味着灾难: 我们必须要注

意耦合是如何定义的. 例如, 如果𝑔𝜇随着𝜇 → ∞从𝜇 = 𝑚处的有限值𝑔𝑚光滑地衰落到零, 我们可

以定义一个新耦合𝑔𝜇 ≡ 𝑔𝜇/[1− 𝑔𝜇/𝑔2𝑚], 这样𝑔𝜇就会在𝜇 = 2𝑚处变成无限大, 但是这仅是对该耦

合参量进行特殊选择的人工产品. 然而, 无论是在𝜑4标量场论中还是在量子电动力学中, 传统的

重整化耦合𝑔𝜇在那里都是以𝜇阶能量处的矩阵元值定义的. 特别地, 𝑔𝜇在𝜑
4标量场论中被定义成标

量-标量散射在𝑠 = 𝑡 = 𝑢 = 𝜇2处的不变Feynman振幅𝐴, 而𝐴在那里被认为是解析的. 另外, 在旋

量量子电动力学中, 𝑔𝜇 = 𝑒2𝜇给定为

𝑒2𝜇/𝑒
2
𝑅 = 𝑍3

⧸︁
𝑁 (𝐴)2
𝜇 =

[︁
1− 𝜋(𝜇2)

]︁−1
. (18.3.28)

因此, 𝑒2𝜇在某一点𝜇∞处的无限大会在重整化光子传播子中产生一个极点或者其它奇点, 传播子中

奇点处在𝑝2的一个正值处, 即𝑝2 = 𝜇2∞处, 在这里传播子被认为是解析的. 因此, 随着𝑔𝜇定义在这

里, (a)中描述的渐进行为也就被物理地排除了.

那么我们的各种量子场论的行为到底是什么样的? 数年前, Landau[4b]认为: 在量子电动力学

中, 每一阶微扰论都会遇到且幂次逐渐上升的因子ln(𝐸/𝑀)在加起来后在𝐸的有限值处会给出奇

点(所谓的“Landau鬼”). 用现代观点来看, 可以说Landau发现了上面的可能性(a), 但是他没有给

出任何反对情况(b)和(c)的讨论.

然而, 现今普遍接受的观点是, 不是渐进自由的相互作用量子场论, 例如量子电动力学或者相

互作用为𝜑4的标量场论, 这样的理论在数学上是不自洽的. 在量子电动力学中, 存在一些反对情

况(c)的证据, 即反对存在有限的不动点𝑒*的证据. 如果第20章将要讨论的算符积展开的定性性质

被非微扰效应改变了, 或者第22章将要讨论的三角反常有了非微扰重整化, 那么这样的不动点才
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是可能的.[4c] 但是, 即使情况(c)真的在量子电动力学中被排除了, 在无限大耦合处有不动点的情

况(b)仍然是可能的.

相互作用非渐进自由的量子场论不自洽的大部分证据来源于对一个特殊标量场论的研究,

即4维中相互作用为𝜑4的标量场在有限时空晶格上量子化的理论. 有一些严格的定理[4d]表明, 除

非该理论是渐进自由的, 否则, 在晶格间距趋于零的极限下, 这一理论(该理论的参量对晶格间距

的依赖性是任意的)的极限不可能是有相互作用的连续理论, 显然这与微扰论中所发现的截然相

反. 这一讨论同时看起来也不是决定性的. 如果有一个非渐进自由的自洽连续标量场论, 那么通过

积掉一个时空晶格以外的所有点上的标量场, 我们确实有可能构建一个晶格理论. 但这个理论不

会是那些定理中所考察的理论. 它将拥有对称性允许的所有相互作用——不仅仅是正比于𝜑4的项,

也会有正比于𝜑6, 𝜑3�𝜑等的项, 而这些项的系数会与截断(晶格间距的倒数)相关, 它们之间的相关

性将由12.4节讨论的Wilson重整化群方程给出, 关于这种理论的连续极限还没有人证明过任何事

情.

如果在零晶格间距极限下真的不存在有相互作用的连续标量场论, 那么当我们试图

解Wilson重整化群方程时必会遇到一些障碍, 在非常小的晶格间距处对于弱的重整化耦合则

必然是这样. 这样的理论除非在非常小的间距处被检验过, 否则它会像相互作用标量场论那样出

现. 在这一近似连续场论中, 可以推测重整化耦合常数在有限能量处会有奇点, 就像情况(a)一样,

这使得它在小间距处也崩溃掉了. (但对于强耦合, Wilson重整化群方程与Gell-Mann–Low重整化

群方程在形式上没有直接联系, 所以裸耦合在有限晶格间距处有一个奇点并不一定暗示了重整化

耦合在有限重整化标度处存在奇点.)

这类理论有时被称为是平庸的, 这样称呼它有时是因为, 对于在晶格上量子化的理论, 在对

它的裸耦合附加几个假定条件后, 它的连续极限表现为自由场论, 有时是因为, 使得(a)类连续理

论在所有能量处都符合物理要求的唯一方法是将重整化群方程(18.2.9)的解取为𝑔𝜇 = 0. 即使一

个场论在这两种意义下都是平庸的, 也没有任何理由排除它是物理现象的实际理论的某个部分.

对于晶格间距很小的一个理论, 如果真实世界中在间距变得这样小时存在必须要考虑在内的其它

场, 那么解该理论的重整化群方程存在障碍就是不重要的. 类似地, 一个给定的理论即使在某个

很大的能量𝐸∞处有不物理的奇点, 如果这个理论在问题中只是一个更大理论的低能近似, 一个只

在能量远低于𝐸∞时才成立的近似, 那么上述问题就不是一个物理问题. 特别地, 远在我们接近能

量(18.3.8)之前, 即量子电动力学的行为预期会变得奇异的能量值处, 那怕是引力也必须要考虑在

内, 但没有人知道如何计算这种能量下的强引力效应.

尽管这些论述让人安心, 但为了避免非物理的奇点, 存在这样的可能性: 我们所有分立的量子

场论, 例如旋量量子电动力学, 到最后都必须要被整合进一个渐进自由的理论中. 幸运的是, 对于

耦合常数的某个有限范围, 一个理论是否渐进自由可以被微扰计算确定: 如果𝛽(𝑔)在𝑔 → 0+是负

的, 那么对于所有在零和𝛽(𝑔)的第一个零点之间的重整化耦合常数𝑔𝜇, 该理论是渐进自由的.

* * *

在这里有一件值得注意的事: 尽管𝛽(𝑔)的详尽形式依赖于规范并精确依赖于跑动耦合的定义

方式, 但是𝛽(𝑔)幂级数的前两项却与它们无关. 假定我们有两种跑动耦合常数的定义方式𝑔𝜇和𝑔𝜇,

它们有可能采用的重整化标度𝜇的不同定义, 也有可能采用了不同规范. 既然𝑔𝜇和𝑔𝜇都是无量纲的

且与截断无关, 那么当𝜇≫ 𝑚时, 𝑔𝜇只可能依赖于𝑔𝜇:

𝑔𝜇 = 𝑔(𝑔𝜇) .



· 102 · 第 18章 重整化群方法

那么我们就有

𝛽(𝑔𝜇) ≡ 𝜇
d

d𝜇
𝑔𝜇 =

d𝑔(𝑔𝜇)

d𝑔𝜇
𝛽(𝑔𝜇)

因此

𝛽(𝑔) =
d𝑔(𝑔)

d𝑔
𝛽(𝑔) . (18.3.29)

只要我们坚持非重整化耦合的定义是相同的, 那么所有的重整化耦合在最低阶是相等的, 所以,

将𝑔表示成𝑔的幂级数, 它可以写成

𝑔(𝑔) = 𝑔 + 𝑎 𝑔2 +𝑂(𝑔3)

或者, 等价的

𝑔 = 𝑔 − 𝑎 𝑔2 +𝑂(𝑔3) .

导数是
d𝑔

d𝑔
= 1 + 2 𝑎 𝑔 +𝑂(𝑔2) = 1 + 2 𝑎 𝑔 +𝑂(𝑔2) .

另外, 对于我们在这里已经考虑过的耦合(包括𝑔 = 𝑒2), 𝛽(𝑔)的幂级数应该采取形式

𝛽(𝑔) = 𝑏 𝑔2 + 𝑏′ 𝑔3 +𝑂(𝑔4)

或者, 以𝑔的形式

𝛽(𝑔) = 𝑏𝑔2 + (𝑏′ − 2𝑎𝑏)𝑔3 +𝑂(𝑔4) .

那么, 从方程(18.3.29)中我们就有

𝛽(𝑔) =
[︁
1 + 2𝑎𝑔 +𝑂(𝑔2)

]︁ [︁
𝑏𝑔2 + (𝑏′ − 2𝑎𝑏)𝑔3 +𝑂(𝑔4)

]︁
= 𝑏𝑔2 + 𝑏′𝑔3 +𝑂(𝑔4) . (18.3.30)

我们看到, 在𝛽的𝑔幂级数展开中和𝛽的𝑔幂级数展开中, 前两项的系数是相同的. 然而, 对于高阶项

却绝不是这种情况. 事实上, 我们总可以选择函数𝑔(𝑔)使得𝛽(𝑔)中所有比𝑔的三阶项更高的高阶项

全部为零, 所以, 通过观察𝛽(𝑔)微扰展开中的前两项, 我们就可以描述𝑔𝐸在𝐸 → ∞时的渐进行为.

但是它的意义并不大, 这是因为为了确定𝑔如何依赖于𝑔, 我们需要计算至所有阶, 并且如果没有这

些信息, 我们就不能用𝑔的渐进行为讨论𝑔的渐进行为, 或是物理量的渐进行为.

给出方程(18.3.30)的讨论同时表明, 在耦合很小时, 晶格间距远大于粒子质量的Wilson重整

化群方程与重整化标度远大于粒子质量的Gell-Mann—Low重整化群方程是相同的, 其中前者是

关于裸耦合的方程, 而裸耦合是晶格间距的函数, 后者是关于重整化耦合的方程, 而重整化耦合是

重整化标度的函数. 因此, 如果一个连续理论是渐进自由的, 那么在过渡到在晶格上量子化的该理

论的连续极限中不存在障碍.

18.4 多耦合与质量效应

直到现在, 我们所考察的理论中只有一个无量纲参数𝑔. 很容易将这一形式体系拓广使其包含

多个这样的耦合𝑔ℓ: 对于每个𝑔ℓ, 我们都有一个重整化群方程, 这一方程在𝜇≫ 𝑚时的形式为

𝜇
d

d𝜇
𝑔ℓ(𝜇) = 𝛽ℓ(𝑔(𝜇)) , (18.4.1)
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其中的每个𝛽ℓ一般会依赖所有的𝑔. 现在, 在𝜇 → ∞时𝑔ℓ(𝜇)的渐进行为有更多的可能性; 在一给

定理论的𝑔-空间中, 有些轨道会在𝜇的有限值或无限值处趋于无穷, 有些轨道会趋于不动点, 还

有些轨道会趋于被称为“极限环(limit cycles)”的闭合曲线. 为了领略其中的一些性质, 我们来考

察𝑔ℓ(𝜇)在不动点附近的行为.

如果

𝛽ℓ(𝑔*) = 0 , (18.4.2)

那么方程(18.4.1)有不动点解𝑔ℓ(𝜇) = 𝑔ℓ*. 在这一点的邻域, 方程(18.4.1)变成

𝜇
d

d𝜇

[︁
𝑔ℓ(𝜇)− 𝑔ℓ*

]︁
=
∑︁
𝑘

𝑀 ℓ
𝑘

[︁
𝑔𝑘(𝜇)− 𝑔𝑘*

]︁
, (18.4.3)

其中𝑀是矩阵

𝑀 ℓ
𝑘 ≡

[︂
𝜕𝛽ℓ(𝑔)

𝜕𝑔𝑘

]︂
𝑔=𝑔*

. (18.4.4)

方程的解可以用该矩阵的本征矢量展开

𝑔ℓ(𝜇) = 𝑔ℓ* +
∑︁
𝑚

𝑐𝑚 𝑉𝑚
ℓ 𝜇𝜆𝑚 , (18.4.5)

其中𝑉𝑚是𝑀本征值为𝜆𝑚的本征矢量(按任何方便的方式归一化):∑︁
𝑘

𝑀 ℓ
𝑘 𝑉𝑚

𝑘 = 𝜆𝑚 𝑉𝑚
ℓ , (18.4.6)

𝑐𝑚则是一组展开系数.* (本节不使用求和约定.)

方程(18.4.5)表明, 当且仅当所有𝜆𝑚 > 0的本征矢的𝑐𝑚 = 0时, 耦合常数才会在𝜇 → ∞时趋于
不动点. (简单起见, 我们在这里假定所有本征值均不为零.) 因此, 若𝑀的负本征值个数为𝑁−, 那

么与不动点相连的轨道一般会处在一个𝑁−维的面上; 与这个面在𝑔*点相切的是本征值为负的本征

矢. 不在这个面上的轨道可以靠近不动点, 但最终将远离它, 而这些轨道主要朝向正本征值最大的

本征矢的方向上. 当然, 如果所有的本征值是负的, 那么在不动点附加就会有一个小区域, 使得在

这个区域内的所有轨道都收敛到这个点上.

在考察趋于不动点的轨道的渐进行为时, 由于本征值𝜆𝑚是非常重要的, 注意到这些本征值实

质上独立于耦合的定义是非常有用的. 假使我们引入一组新耦合𝑔ℓ, 定义为𝑔的函数. 它们满足重

整化群方程

𝜇
d

d𝜇
𝑔ℓ(𝜇) =

∑︁
𝑚

𝜕𝑔ℓ(𝑔)

𝜕𝑔𝑚

⃒⃒⃒⃒
𝑔=𝑔(𝜇)

𝛽𝑚(𝑔(𝜇)) ≡ 𝛽ℓ(𝑔(𝜇)) ,

所以

𝛽ℓ(𝑔) =
∑︁
𝑚

𝜕𝑔ℓ(𝑔)

𝜕 𝑔𝑚
𝛽𝑚(𝑔) . (18.4.7)

(即, 𝛽像耦合常数空间中的矢量那样进行变换.) 对其微分, 我们有∑︁
𝑚

𝜕𝑔ℓ(𝑔)

𝜕𝑔𝑚
𝜕𝑔𝑚

𝜕𝑔𝑘
=
∑︁
𝑚

𝜕2𝑔ℓ

𝜕𝑔𝑚𝜕𝑔𝑘
𝛽𝑚(𝑔) +

∑︁
𝑚

𝜕𝑔ℓ

𝜕𝑔𝑚
𝜕𝛽𝑚(𝑔)

𝜕 𝑔𝑘
.

*我们在这里假定𝑉𝑚构成完备基. 虽然不总是这种情况, 但这是一种普遍情况; 对于有限维矩阵𝑀 , 如果久期方

程Det(𝑀 − 𝜆1) = 0的所有根都不相同, 那么𝑀的本征矢构成完备基. 如果本征矢没有构成完备基, 那么这个矩阵可以

视为本征矢构成完备基的矩阵的某些本征值变成简并的极限情况.
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在不动点𝑔*, 右边第一项为零, 所以这给出矩阵方程

�̃� 𝑆 = 𝑆𝑀 , (18.4.8)

其中

�̃� ℓ
𝑘 ≡

[︃
𝜕𝛽ℓ

𝜕𝑔𝑘

]︃
𝑔=𝑔(𝑔*)

, (18.4.9)

𝑆ℓ𝑘 ≡
[︃
𝜕𝑔ℓ

𝜕𝑔𝑘

]︃
𝑔=𝑔*

. (18.4.10)

只要变换𝑔 → 𝑔是非奇异的, 方程(18.4.8)就是一个相似变换, 因此𝑀和�̃�就会有相同的本征值𝜆𝑚.

和可重整理论一样, 重整化群形式理论也可以扩展至不可重整理论. 正如在12.3节中所解释的

那样, 就像可重整理论那样, 不可重整理论中的无限大可以通过对耦合常数和质量合适的重整化

被消除掉; 唯一的不同是, 在不可重整理论中, 拉格朗日量必须要包含该理论对称性所允许的所有

可能的相互作用. 如果𝑔ℓ𝐵是拉格朗日量中与量纲为𝐷ℓ的算符(即, 场与场的时空导数的乘积, 且它

的量纲按质量或能量的幂次计是𝐷ℓ)相乘的未重整耦合常数, 那么𝑔ℓ𝐵的量纲则是Δℓ = 4 −𝐷ℓ. 这

样, 我们可以用一组无量纲的耦合𝑔ℓ(𝜇)和一个截断Λ重新表示这个裸耦合, 它们之间关系的一般

形式为

𝑔ℓ𝐵 ≡ 𝜇Δℓ

⎡⎣𝑔ℓ(𝜇) +∑︁
𝑘,𝑚

𝑏ℓ𝑘𝑚𝑔
𝑘(𝜇)𝑔𝑚(𝜇) ln

(︂
Λ

𝜇

)︂
+𝑂(𝑔(𝜇)3)

⎤⎦ , (18.4.11)

其中𝑏ℓ𝑘𝑚是无量纲的数值系数, 在高阶项中有类似的系数, 对它们的选择要抵消掉物理量的截断相

关性. (在某些理论中, 领头项可能是耦合的三线性项甚至还要更高; 这时所需要的修正是显然的.)

从𝑔𝐵与截断无关这个要求中, 我们可以获得重整化群方程, 其中

𝛽ℓ(𝑔) = −Δℓ𝑔
ℓ −

∑︁
𝑘,𝑚

𝑏ℓ𝑘𝑚𝑔
𝑘𝑔𝑚 +𝑂(𝑔3) . (18.4.12)

不可重整的相互作用是那些𝐷ℓ > 4或Δℓ < 0的相互作用, 所以只有所有的𝑔ℓ都保持足够小, 我们

可以预期对于不可重整耦合将有正的𝛽ℓ, 因此它们会随着𝜇增长, 但是当耦合变得足够大以至于微

扰论无效时, 没有人知道这时会发生什么.

然而, 正如我们将要在下一节所解释的那样, 即使是有无限多个独立参量的理论, 在矩

阵(18.4.6)的负本征值个数𝑁 有限的地方, 它通常会有不动点𝑔*, 就好像它在零耦合处. (特别地,

通常的情况是𝑁− = 1.) 当𝑁− ̸= 0时, 不动点处在一个𝑁−维的曲面上, 这一曲面由𝜇 → ∞时与这
一不动点相连的轨道组成. 若一个不可重整理论的耦合参量处在这样的临界曲面上, 尽管不一定

是渐进自由的, 但由于重整化耦合对于比较大的𝜇值保持有限, 它被称作渐进安全的.[5] 在这种理

论中, 渐进安全的条件将起到联系可重整性原理的作用, 即, 除了有限个自由参量外, 所有参量都

被消除掉了, 而那有限个参量即是临界面的坐标.

在可重整理论中, 通过调整有限个裸耦合的截断相关性, 我们可以使得所有的物理量独立于

截断. 这些裸耦合可以表示成相同数目个与𝜇相关的重整化耦合, 而裸耦合与𝜇无关这个条件会给

出仅与这些重整化耦合相关的重整化群方程. 从一个广泛的观点来看, 假定我们既允许可重整耦

合又允许不可重整耦合, 那么对于所有可重整理论和不可重整理论所构成的无限维空间而言, 一
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个可重整理论就对应于其中一个有限维的不变曲面; 即, 该曲面上任意一点𝑔的𝛽ℓ(𝑔)与该曲面相切

于这一点.

迄今为止, 我们在这一节默认假定𝜇 ≫ 𝑚, 这使得我们可以忽略𝛽ℓ对𝑚/𝜇的依赖性. 然而, 这

不是必须的; 只要我们愿意, 我们就可以把质量当成另一个耦合参量进行处理.[6] 即, 像之前一样,

所有的重整化耦合都可以用𝜇阶不在壳动量处的Green函数定义, 只不过这时Green函数中的裸质

量取零值. Dirac场𝜓或标量场𝜑的无量纲参量可以定义为

𝑚𝜓(𝜇) ≡ 𝑁 (𝜓𝜓)(Λ/𝜇)−1𝑚𝜓,BARE(Λ)/𝜇 , (18.4.13)

𝑚2
𝜑(𝜇) ≡ 𝑁 (𝜑2)(Λ/𝜇)−1𝑚2

𝜑,BARE(Λ)/𝜇
2 , (18.4.14)

其中𝑁 (𝒪)(Λ/𝜇)是无量纲参量, 当其被乘进相应算符𝒪的矩阵元中时, 它会抵消掉这些算符矩阵元

中的无限大, 并且在计算它时裸质量也取零(参看18.1节.) 这些新的重整化耦合和重整化质量没有

直接的物理含义, 但是真实的物理质量以及所有的物理矩阵元都可以表示成它们. 这些矩阵元所

采取的形式为, 在裸质量为零的矩阵元中插入了任意个重整化质量算符𝑁 (𝜑2)𝜑2和𝑁 (𝜓𝜓)𝜓𝜓, 然后

乘以相应的重整化质量参量, 最后求和.

在这一重整化方案中, 各种耦合的𝛽-函数显然与质量无关, 并且质量参量的𝛽-函数正比于这

些参量, 其中的系数则依赖于所有耦合; 利用方程(18.2.25), 我们有

𝜇
d

d𝜇
𝑚𝜓(𝜇) = [−1− 𝛾𝜓𝜓(𝑔𝜇)]𝑚𝜓(𝜇) , (18.4.15)

𝜇
d

d𝜇
𝑚2
𝜑(𝜇) = [−2− 𝛾𝜑2(𝑔𝜇)]𝑚

2
𝜑(𝜇) . (18.4.16)

例如, 我们在18.2节注意到, 在拉格朗日量为(18.1.2)的标量场论中, 质量算符𝜑2在𝑚 = 0时有反常

量纲(18.2.29), 所以这里有

𝜇
d

d𝜇
𝑚2
𝜑(𝜇) =

[︁
−2 +

𝑔𝜇
16π2

+𝑂(𝑔2𝜇)
]︁
𝑚2
𝜑(𝜇) . (18.4.17)

另外, 方程(11.4.3)表明, 对电子传播子的高阶修正相当于将电子质量替换成𝑚𝑒 − Σ*(𝑝,𝑚𝑒), 所以

对于算符𝜓𝑒𝜓𝑒在4-动量为𝑝𝜇的单电子态之间的矩阵元而言, 这个修正的效果就是给它们乘以因子

𝐹 (𝑝) = 1−
(︂
𝜕Σ*(𝑝,𝑚𝑒)

𝜕𝑚𝑒

)︂
𝑚𝑒=0

.

因此, 算符𝜓𝑒𝜓𝑒的重整化常数𝑁
𝜓𝜓就等于𝐹−1(𝑝), 且它所在的𝑝点满足𝑝2等于某个重整化标度, 例

如+𝜇2. 根据方程(11.4.8), 到一圈阶, 这是

𝑁 (𝜓𝜓) = 1 +

(︃
𝜕Σ*

1 loop(𝑝,𝑚𝑒)

𝜕𝑚𝑒

)︃
𝑚𝑒=0, 𝑝2=𝜇2

= 1− 4π2

(2π)4

∫︁ 1

0
d𝑥 ln

[︂
1 +

(︂
Λ2

𝜇2

)︂
(1− 𝑥)

]︂
→ 1− 𝑒2

4π2

[︂
ln

(︂
Λ2

𝜇2

)︂
− 1

]︂
, (18.4.18)
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其中Λ是紫外截断,** 并且我们取了Λ ≫ 𝜇的极限. 因此, 方程(18.2.25)所给出的算符𝜓𝑒𝜓𝑒的反常

量纲是

𝛾(𝜓𝜓) = 𝜇
d

d𝜇
ln𝑁 (𝜓𝜓) =

𝑒2𝜇
2π2

+𝑂(𝑒4𝜇) , (18.4.19)

所以, 方程(18.4.15)在这里变成

𝜇
d

d𝜇
𝑚𝑒(𝜇) =

[︃
−1−

𝑒2𝜇
2π2

+𝑂(𝑒4𝜇)

]︃
𝑚𝑒(𝜇) . (18.4.20)

对于一般的规范理论有相同的公式, 只不过这时𝑒2要换成所考察问题中特定种类费米子

的
∑︀

𝛼(𝑡𝛼)
2.

与理论的其它重整化参量相比, 𝑚(𝜇)与它们的重要差别显然是裸质量的量纲为正, 所以, 只要

耦合保持一个很小的值, 𝑚(𝜇)在量级上总是减少的. 如果𝑚(𝜇)确实在𝜇 → ∞时为零, 那么我们之

前假定质量在𝜇 → ∞时可以忽略掉就是合理的. 然而, 唯一已知的是, 在渐进自由理论中才是这

种情况, 在这种理论中所有耦合在𝜇→ ∞时会保持一个很小的值; 在所有其它情况中, 这一假定只

是有根据的推测.

18.5 临界现象*

对于某些情况, 我们感兴趣的可能是能量或波数非常低的极限而不是非常高的极限. 我们可

以重复18.2节的讨论来研究这一极限, 不过这里我们必须检查𝜇 → 0的情况而不是𝜇 → ∞的情况.

如果这一理论中没有质量, 例如在手征变换𝜓 → 𝛾5𝜓下有对称性的量子电动力学, 这个手征变换

的对称性会禁止电子的质量, 那么这时这一极限显然是最简单的. 在这一特殊情况下, 对于足够小

的耦合, 唯一的可重整耦合𝑒𝐴𝜇𝜓𝛾𝜇𝜓以及所有的不可重整耦合都有𝛽
ℓ > 0, 所以, 至少在原点附近

的一个有限区域内, 所有的轨道在𝜇→ 0时趋于点𝑔ℓ = 0.

即使对于质量不为零的理论, 若理论中的质量非常小并且我们将这些质量计入理论的耦合参

量中, 就像上一节所描述的那样, 那么同样可以对这一理论进行相同的讨论. 方程(18.4.12)中的系

数Δ对于质量参量是正的, 所以这一情况下的轨道无法达到𝑔 = 0这一点, 但是, 如果质量非常小,

它们可能会闭合.

当然, 即便我们可以认为某些自由度质量为零或者非常小, 例如电子场, 但是在真实世界中存

在着许多质量不小的自由度. 重整化群的正确运用针对的不是包含所有重自由度的真实理论, 而

是“有效理论”, 在这种理论中, 明显出现的仅是无质量或者近无质量的自由度, 以及将重粒子内线

的效应包含在内的相互作用. (在第19章, 我们会对有效场论进行进一步讨论.)

在临界现象的研究中, 例如对二阶相变(一种光滑的相变, 没有潜热)点或其附近的长程关联的

研究, 这时低波数极限是尤其有趣的. 因为我们感兴趣的是𝜇→ 0的极限, 矩阵(18.4.4)的本征矢中

重要的是那些本征值𝜆 < 0的本征矢, 它们被称为相关的. 而本征值𝜆 = 0和𝜆 > 0的本征矢分别被

称作临界的和不相关的.

假定存在一个非平庸的固定点𝑔*, 且它的本征值中只有一个为负, 记为𝜆0, 该本征值可能近似

对应于一个质量算符. 这样, 与这一固定点相连的轨道集𝑔ℓ(𝜇)在𝜇 → 0时会构成余维数为1的临界

**这里记号与方程(11.4.8)的记号不同, 在那里紫外截断记成了𝜇.
*本节或多或少的处在本书的发展主线之外, 可以在第一次阅读时跳过.
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面; 即, 由耦合上的一个条件所定义的曲面, 该条件是: 当𝑔 → 𝑔*时, 切线𝑔ℓ − 𝑔ℓ*在本征值为负的本

征矢方向上没有分量. 当耦合在任一标度上的物理值趋于这一曲面时, 就会有相变. 由于临界面的

余维数为1, 通过调整耦合所依赖的任何一个参量, 例如压强或温度, 我们就可以达到相变. 有一大

类物质确实拥有这样的相变, 正如上一节已经讨论过的, 这一事实表明对于只有一个本征值为负

的矩阵(18.4.4), 遇到不动点是非常普遍的.

确切些,当温度𝑇趋于它的临界值𝑇𝑐时,我们期望方程(18.4.5)中增长项的系数𝑐0正比于𝑇 −𝑇𝑐,
这是因为没有什么原因使它奇异或使它趋于零的速度更快. 因此, 对于𝜇 → 0以及随之的𝑇 → 𝑇𝑐,

耦合趋于

𝑔ℓ(𝜇) → (𝑇 − 𝑇𝑐)𝑉0
ℓ𝜇𝜆0 , (18.5.1)

其中𝜆0是𝑔*处唯一为负的本征值, 而𝑉0
ℓ是相应的本征矢.** 对波数而非能量应用我们的重整化群

讨论, 在一个小的特征波数标度𝜅处, 𝑁 -点函数(有效作用量对场𝜑的𝑁阶导数, 其中𝜑的量纲是[波

数]𝐷𝜑)采取形式†

Γ𝑁 (𝜅) → 𝜅𝑑−𝑁(𝐷𝜑+𝛾𝜑(𝑔*))𝐹𝑁 ((𝑇 − 𝑇𝑐)𝜅
𝜆0) , (18.5.2)

其中𝛾𝜑(𝑔)是场𝜑的反常量纲, 而𝑑是时空维数, 或者是经典统计力学中的空间维数. 将其改写成如

下的等价形式将是方便的

Γ𝑁 (𝜅) → (𝑇 − 𝑇𝑐)
−[𝑑−𝑁(𝐷𝜑+𝛾𝜑(𝑔*))]/𝜆0𝐺𝑁 (𝜅(𝑇 − 𝑇0)

1/𝜆0) . (18.5.3)

这说明了一件事: 当𝑇在𝑇𝑐附近时, 随着𝑇的增长, 关联长度𝜉的增长方式为

𝜉 ∝ (𝑇 − 𝑇𝑐)
−𝜈 , (18.5.4)

其中𝜈习惯上定义成正“临界指数”, 由方程(18.5.3)给定,

𝜈 = −1/𝜆0 . (18.5.5)

另外, 由于零场有效作用量Γ0(或者统计力学中的自由能)对应没有外线的图, 它必须与𝜅无关. 由

此得出, 在𝑇 → 𝑇𝑐时, 方程(18.5.3)在这里变成:

Γ0 − 𝐹0 ∝ (𝑇 − 𝑇𝑐)
𝜈𝑑 , (18.5.6)

其中常数𝐹0是积掉重自由度给出的有效作用量或自由能. 因此, 在𝑇 → 𝑇𝑐时, 自由能中对温度不

解析的那部分也由𝜈控制.

在1972年, Wilson和Fisher[7]用𝑑 − 4的幂级数展开证明了单个标量场的理论满足上面的描

述, 并且他们还进行了临界指数的近似计算, 例如𝜈的计算. 考察只有一个“轻”自由度的理论,

即单个标量场𝜑的理论, 例如铁磁体中的磁化强度, 并且该理论含有𝜑 → −𝜑下的对称性, 这

排除了𝜑的奇次相互作用. 除了“质量”项−𝑔2𝜑2/2外, 有效场论的拉格朗日密度还会有相互作

用−𝑔4𝜑4/4!, −𝑔6𝜑6/6!等. 场𝜑的量纲按波数的幂次计是(𝑑 − 2)/2(这使得
∫︀
d𝑑𝑥 (∇𝜑)2是无量纲

的), 所以耦合𝑔2, 𝑔4等的量纲在𝑑维中是+2, 4 − 𝑑, 6 − 2𝑑, 等等. 对于三维中零耦合处的不动点,

**对耦合的其它贡献将趋于(𝑇 − 𝑇0)
0𝜇𝜆1 , 其中𝜆1 > 0. 因此, 若假定𝑇 − 𝑇0趋于零的速度没有𝜇

𝜆1−𝜆0那么快, 方

程(18.5.1)在这里就是成立的.
†函数𝐹𝑁也依赖于无量纲角和波数比值. 注意到, 由于𝛿𝑑(

∑︀
𝜅)Γ必须是无量纲的, 所以Γ𝑁有一个“天然”的量

纲𝑑−𝑁𝐷𝜑.
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存在两个相关耦合, 𝑔2和𝑔4, 但是非平庸不动点处的相互作用改变了这一结论. 我们在仅𝑔2和𝑔4非

零的耦合常数空间中检查这一曲面, 并要求𝑔4取一个很小的值.†† 方程(18.2.12)对于𝑑 = 4给

出𝛽(𝑔4) = 3𝑔24/16π
2 + 𝑂(𝑔34), 而方程(18.4.12)告诉我们, 对于𝑑 = 4 − 𝜖维, 我们还必须增加一

项−𝜖𝑔4, 所以

𝜇
d

d𝜇
𝑔4(𝜇) = −𝜖 𝑔4(𝜇) +

3𝑔24(𝜇)

16π2
+𝑂(𝑔34(𝜇)) . (18.5.7)

另外, 方程(18.4.17)给出

𝜇
d

d𝜇
𝑔2(𝜇) =

[︂
−2 +

𝑔4(𝜇)

16π2
+𝑂(𝑔24(𝜇))

]︂
𝑔2(𝜇) . (18.5.8)

因此, 对于较小的𝜖存在不动点

𝑔4* =
16π2𝜖

3
, 𝑔2* = 0 . (18.5.9)

矩阵(18.4.4)处在这一不动点时是对角的, 它的本征值是

𝜆4 =𝑀4
4 = −𝜖+ 3𝑔4*

8π2
+𝑂(𝑔24*) = +𝜖+𝑂(𝜖2) , (18.5.10)

𝜆2 =𝑀2
2 = −2 +

𝑔4*
16π2

+𝑂(𝑔24*) = −2 +
𝜖

3
+𝑂(𝜖2) . (18.5.11)

从方程(18.5.10)中我们看到, 耦合𝑔4实际上是不相关的, 这使得这里只有一个相关耦合, 标志着二

阶相变的出现. 从方程(18.5.11)中我们看到反常指数(18.5.5)是

𝜈 = − 1

𝜆2
=

1

2
+

𝜖

12
+𝑂(𝜖2) . (18.5.12)

对于物理值𝜖 = 1, 前两项给出𝜈 ≃ 0.58. 三圈计算[8a]给出了到𝜖3阶的临界指数

𝜈 =
1

2
+

𝜖

12
+

7𝜖2

162
− 0.01904𝜖3 , (18.5.13)

这一结果对于𝜖 = 1给出𝜈 = 0.61.

在这里所呈现的计算中, 对于所研究的系统, 我们只假定了它有二阶相变, 且在此附近唯一的

长波长自由度是一个标量场, 除此之外, 我们并没有假定任何事情. 有很多其它系统也满足这个描

述, 例如在铁磁材料和反铁磁材料中自发出现的磁化强度(这里由𝜑表示), 以及二元流体中气体和

液体之间的二阶相变. 因此, 我们会期望所有这些系统有相同的𝜈值. 这被实验证实了, 实验给出

的值[8]是𝜈 = 0.63± 0.04, 与三圈结果(18.5.13)符合得相当好, 即便是单圈结果(18.5.12), 也基本吻

合. 尽管有些不可思议, 但是1的幂级数展开竟有如此威力是十分幸运的.

更一般地, 若系统在它们的二阶相变附近由一组相同的长波长自由度描述, 则称它们属于同

一个普适类(universality class). 对于给定普适类中的所有系统, 所有的临界面都是相同的.

††在3 ≤ 𝑑 ≤ 4时, 它们是唯一的可重整耦合, 所以, 对于这样的𝑑, 这是一个不变曲面. 注意到, 我们并没有

将(∇𝜑)2的系数纳入到耦合中, 这是因为, 按照7.7节所描述的观点看, 这是一个冗余耦合.
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18.6 最小减除

在11.2节, 我们看到维度正规化为量子电动力学中的辐射修正计算提供了特别方便的方法, 这

主要是因为它保护了与规范不变性相联系的守恒律. 由于相同的原因, 维度正规化也为一般规范

理论中重整化群的滑动标度提供了另一种非常方便的定义.[9]

在使用维度正规化的计算中, 当时空维度𝑑趋于它的物理值时, 紫外发散就会作为物理振幅中

的极点出现. (例子可参看(11.2.13).) 为了抵消这些极点, 裸耦合常数𝑔ℓ𝐵(𝑑)(包括质量)自身也必须

有这样的极点, 而在𝑑→ 4时物理振幅是正则的这一条件确定了极点的留数. 这些裸耦合一般会有

不为零的量纲Δℓ(𝑑), Δℓ(𝑑)依赖于时空维度𝑑, 所以考察无量纲量𝑔
ℓ
𝐵(𝑑)𝜇

−Δℓ(𝑑)是比较方便的, 这里

的𝜇是量纲为能量或质量的滑动标度. 这一重新标度的裸耦合可以表示为正比于1/(𝑑− 4)的𝜈次方

的项的和, 其中𝜈是正定的, 物理振幅在𝑑→ 4时的极点被抵消这一要求则确定了系数𝑏𝜈 , 还有一些

残余项, 它们在𝑑 = 4时关于𝑑解析. 这一残余项被认定为无量纲重整化耦合常数𝑔ℓ(𝜇, 𝑑), 所以

𝑔ℓ𝐵(𝑑)𝜇
−Δℓ(𝑑) = 𝑔ℓ(𝜇, 𝑑) +

∞∑︁
𝜈=1

(𝑑− 4)−𝜈𝑏ℓ𝜈(𝑔(𝜇, 𝑑)) . (18.6.1)

只要物理振幅在𝑑 = 4处的奇点被抵消了, 我们就可以让裸耦合以任意的方式依赖于𝑑; 通过要

求𝑔ℓ(𝜇, 𝑑)不仅在𝑑 = 4时对𝑑解析, 并且对于所有的𝑑都解析, 我们可以移除这一不确定性.

为了计算𝑔ℓ(𝜇, 𝑑)所满足的重整化群方程, 首先做方程(18.6.1)对𝜇的导数:

−Δℓ(𝑑)

[︃
𝑔ℓ +

∞∑︁
𝜈=1

(𝑑− 4)−𝜈𝑏ℓ𝜈(𝑔)

]︃
= 𝛽ℓ(𝑔, 𝑑) +

∞∑︁
𝜈=1

∑︁
𝑚

𝑏ℓ𝜈𝑚(𝑔)𝛽
𝑚(𝑔, 𝑑)(𝑑− 4)−𝜈 (18.6.2)

其中

𝑏ℓ𝜈𝑚(𝑔) ≡
𝜕

𝜕𝑔𝑚
𝑏ℓ𝜈(𝑔) (18.6.3)

并且, 像之前一样,

𝜇
d

d𝜇
𝑔ℓ(𝜇, 𝑑) = 𝛽ℓ(𝑔(𝜇, 𝑑), 𝑑) . (18.6.4)

注意到𝛽ℓ是所有𝑔𝑚(𝜇, 𝑑)以及𝑑的函数, 但由于重新标度的质量也被纳入到无量纲的耦合参量中,

这样除了𝜇以外就没有别的带有量纲的参量, 所以𝛽ℓ不能仅靠自身依赖于𝜇.

我们已经看到, 量纲Δℓ(𝑑)总是𝑑的线性函数, 所以我们现在将其写成

Δℓ(𝑑) = Δℓ + 𝜌ℓ(𝑑− 4) . (18.6.5)

我们将方程(18.6.2)的左边重写成

−𝜌ℓ𝑔ℓ(𝑑− 4)−
[︁
Δℓ𝑔

ℓ + 𝑏ℓ1(𝑔)𝜌
ℓ
]︁
−

∞∑︁
𝜈=1

(𝑑− 4)−𝜈
[︁
𝜌ℓ𝑏

ℓ
𝜈+1(𝑔) + Δℓ𝑏

ℓ
𝜈(𝑔)

]︁
.

这时, 解析部分中𝑑的最高幂次是一阶的, 所以对于方程(18.6.2)的右边也必须同样如此, 因

此𝛽(𝑔, 𝑑)关于𝑑必必须是线性的:

𝛽ℓ(𝑔, 𝑑) = 𝛽ℓ(𝑔) + (𝑑− 4)𝛼ℓ(𝑔) . (18.6.6)
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那么, 方程(18.6.2)两边零阶项和一阶项相等就给出

𝛼ℓ(𝑔) = −𝜌ℓ 𝑔ℓ (18.6.7)

以及更加重要的

𝛽ℓ(𝑔) = −Δℓ𝑔
ℓ − 𝑏ℓ1(𝑔)𝜌ℓ +

∞∑︁
𝜈=1

∑︁
𝑚

𝑏ℓ1𝑚(𝑔)𝜌𝑚𝑔
𝑚 . (18.6.8)

值得注意的是𝛽函数只依赖裸耦合中单极点的系数. 事实上, 这些系数也决定了所有高阶极点的系

数; 将方程(18.6.2)两边的极点项等同起来就给出了递推关系

𝜌ℓ𝑏
ℓ
𝜈+1(𝑔)−

∑︁
𝑚

𝜌𝑚𝑔
𝑚𝑏ℓ𝜈+1𝑚(𝑔) = −Δℓ𝑏

ℓ
𝜈(𝑔)−

∑︁
𝑚

𝑏ℓ𝜈𝑚(𝑔)𝛽
𝑚(𝑔) . (18.6.9)

例如, 为了使
∫︀
d𝑑𝑥 𝐹𝜇𝜈𝐹

𝜇𝜈是无量纲的, 任意规范场𝐴𝜇必须有量纲(按质量幂次计)(𝑑 − 2)/2,

而既然𝑔𝐵𝐴
𝜇必须要有与𝜕/𝜕𝑥𝜇相同的量纲, 那么𝑔𝐵必须要有量纲(4 − 𝑑)/2, 这使得对于规范耦合

有Δ = 0和𝜌 = −1/2. 那么, 对于仅有一个耦合常数的规范理论, 方程(18.6.8)给出:

𝛽(𝑔) = 1
2 [𝑏1(𝑔)− 𝑔𝑏′1(𝑔)] . (18.6.10)

特别地, 方程(11.2.20)表明, 在量子电动力学中, 到一圈阶, 裸电荷在𝑑→ 4处有极点, 确切些

𝑒𝐵 = 𝑍
−1/2
3 𝑒→ 𝑒− 𝑒3

12π2
1

𝑑− 4
. (18.6.11)

那么, 在方程(18.6.10)中令𝑏1(𝑒) = −𝑒3/12π2就会给出

𝛽(𝑒) =
𝑒3

12π2
, (18.6.12)

这与之前的结果(18.2.37)一致.

这一节所引入的耦合常数𝑔ℓ(𝜇)被称作是通过最小剪除定义的. 这与另一个更加方便的方案

稍有不同. 单极点(𝑑 − 4)−1一般来自于函数(4π)𝑑/2−2Γ(2 − 𝑑/2)(就像方程(11.2.13)中那样), 它对

于𝑑→ 4有极限

(4π)2−𝑑/2Γ

(︂
2− 𝑑

2

)︂
→ 1

2− 𝑑/2
− 𝛾 + ln 4π , (18.6.13)

其中𝛾是欧拉常数, 𝛾 = 0.5772157.e 因此, 在方程(18.6.1)中的所有地方做如下的替换将是方便的:

1

𝑑− 4
→ 1

𝑑− 4
+
𝛾

2
− 1

2
ln 4π . (18.6.14)

有了这一处理, 就称这一耦合常数是通过修正最小减除定义的.

通过最小减除所定义的耦合的显著特征之一是, 既然在任何计算中连一个紫外截断的因子都

没有出现过, 圈图在𝑑 = 4处所拥有的极点仅对应于对数紫外发散, 而非线性发散, 二次发散等. 因

e欧拉常数的定义是:

𝛾 = lim
𝑛→∞

(︃
𝑛∑︁

𝑘=1

1

𝑘
− ln𝑛

)︃
.

到现在为止还无法证明它是有理数还是无理数. ——译者注
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此, 要使留数函数𝑏ℓ1(𝑔)能够包含阶为𝑔
𝑎𝑔𝑏𝑔𝑐 · · ·的项, 𝑔ℓ𝐵在𝑑 = 4处的量纲要等于耦合𝑔𝑎𝐵, 𝑔

𝑏
𝐵, 𝑔

𝑐
𝐵等

的总量纲:

Δℓ = Δ𝑎 +Δ𝑏 +Δ𝑐 + · · · , (18.6.15)

并且, 从(18.6.8)可以得出这对于𝛽ℓ(𝑔)同样成立. 特别地, 在没有超重整耦合的理论中(像含有无

质量旋量且不含标量的规范理论, 例如电子质量为零的量子电动力学), 所有耦合都有Δℓ ≤ 0, 所

以出现任何不可重整相互作用都不会影响可重整耦合(Δℓ = 0)的重整化群方程.[5] 另外, 在这样

的理论中, 不可重整耦合的𝛽-函数是不可重整耦合的有限阶多项式, 而每个多项式中的每个系数

都由可重整耦合的一个无穷幂级数给定. 例如, 在光子和无质量电子的理论中(假定了𝜓 → 𝛾5𝜓以

及P下的不变性), 不存在量纲为+5的不可重整相互作用, 但有几个量纲为+6的相互作用(四费米

子相互作用以及纯光子相互作用𝐹𝜇𝜈�𝐹𝜇𝜈), 这些相互作用有量纲为−2的耦合常数𝑓𝑖. 𝑓𝑖的𝛽-函数

形式为
∑︀

𝑗 𝑏𝑖𝑗(𝑒)𝑓𝑗 , 而其中的系数𝑏𝑖𝑗(𝑒)由𝑒的幂级数给定.

18.7 量子色动力学

量子色动力学是强相互作用的现代理论. 它是基于规范群𝑆𝑈(3)的非阿贝尔规范理论. 除了

规范场外, 量子色动力学还包含自旋1
2粒子的场, 这些粒子被称作夸克. 有六种或者说六“味”夸克,

𝑢夸克, 𝑐夸克和𝑡夸克的电荷为2𝑒/3, 而𝑑夸克, 𝑠夸克和𝑏夸克的电荷为−𝑒/3. 每一味夸克都拥有三
种“颜色”, 而这些色构成了𝑆𝑈(3)规范群的定义表示3.* 像质子和中子这样的重子可以近似的看

成三个夸克的色中性束缚态, 它们关于夸克的色全反对称, 而像𝜌介子这样的介子, 它的行为可以

近似为夸克和反夸克的色中性束缚态.[11]

若夸克质量与感兴趣的能量区域相比可以忽略, 那么在这一近似下, 方程(17.5.44)的逆方程表

明, 一般规范理论中的裸耦合会在时空维度𝑑→ 4时有一个极点, 而其留数给定为

𝑔𝐵 →
[︂
𝑔3

4π2

(︂
11

12
𝐶1 −

1

3
𝐶2

)︂
+𝑂(𝑔5)

]︂
1

𝑑− 4
,

其中𝐶1和𝐶2由方程(17.5.33)和(17.5.34)定义. 而按照上一节的记法,

𝑏1(𝑔) =
𝑔3

4π2

(︂
11

12
𝐶1 −

1

3
𝐶2

)︂
+𝑂(𝑔5) . (18.7.1)

在方程(18.6.10)中使用这一结果给出

𝛽(𝑔) = − 𝑔3

4π2

(︂
11

12
𝐶1 −

1

3
𝐶2

)︂
+𝑂(𝑔5) . (18.7.2)

对于𝑆𝑈(3)理论,若它有𝑛𝑓个无质量夸克,且这些夸克处在𝑆𝑈(3)的定义表示3下,那么方程(17.5.35)

就会给出

𝐶1 = 3 , 𝐶2 = 𝑛𝑓/2 . (18.7.3)

由于我们在这里将夸克取成了无质量的粒子, 这一理论可能仅适用于有效场论, 而有效场论是通

过积掉所有比特征能量𝐸重的夸克获得的, 这使得𝑛𝑓就是质量远小于𝐸的夸克味的数目. 在这一理

*在量子色动力学的最终形式确定下来之前, 就有数位学者推测出每一味夸克或许有三种,[10] 这一方面是为了解释

像𝜋0 → 𝛾 + 𝛾这样的衰变速率, 一方面是为了引入额外的自由度, 使得可以解释重子中费米型夸克的波函数在自旋, 坐

标和味空间中为什么能够是对称的.



· 112 · 第 18章 重整化群方法

解下, 方程(18.7.2)和(18.7.3)给出

𝛽(𝑔) = − 𝑔3

4π2

(︂
11

4
− 1

6
𝑛𝑓

)︂
+𝑂(𝑔5) . (18.7.4)

我们看到, 只要质量小于感兴趣的能量标度的夸克不超过16味, 那么这一理论就是渐进自由的. 由

于实际中任何质量的夸克只有六味, 基于规范群𝑆𝑈(3)的强相互作用理论就是渐进自由的.

这种非阿贝尔规范理论中的渐进自由是由Gross, Wilczek[12]和Politzer[13]在1973年发现的, 这

使得理论物理学家相信这一理论就是正确的强相互作用理论. 它们的计算立即就解释了1968年

在SLAC上一个著名且令人迷惑的实验结果,[14] 深度非弹性的电子-核子散射, 这表明强相互作用

在高能处反而表现的更弱.** (这一实验将在20.6节进行进一步讨论.) 然而, 在Yang-Mills理论中发

现渐进自由的历史意义不仅在于它解释了旧有的实验结果; 至少是在高能情况下, 它还第一次展

示了对强相互作用做可信赖微扰计算的前景.

不久之后就发现渐进自由还有另一个重要的作用. 起初, 在发现渐进自由之后, 广泛假定在强

相互作用的真实Yang-Mills理论中规范玻色子非常重, 这用来解释为什么在此之前一直没有发现

这些强相互作用玻色子. 跟随弱相互作用和电磁相互作用的先例(将在第21章进行讨论), 大家认

为规范玻色子的质量应该来自于色𝑆𝑈(3)规范群的自发破缺, 由该群非平庸表示下标量场的真空

期望值引发. 但这些强相互作用的标量将会给𝛽(𝑔)贡献正项, 这会毁掉渐进自由. 更糟的是, 若一

个理论含有强相互作用的标量场, 包含弱相互作用的辐射修正将会对各种对称性造成极大的破坏,

比如荷共轭不变性和味守恒, 但是, 正如我们将看到的, 如果没有标量, 它们就不会被破坏.[17] 由

此认为应该扔掉强相互作用标量, 并接受这样做所带来的结果, 𝑆𝑈(3)规范玻色子, 即胶子, 没有

质量.[18] 强耦合常数在高能或短程处衰减暗示着在低能或长程时增加, 由此可以认为这或许解释

了为什么无质量胶子和夸克为什么没有被观测到. 根据这一假设, 只有像重子和介子这样的色中

性粒子才能独立出现.[19] 不幸的是, 这依旧是个假设而不是定理, 但是, 二十年之后, 对于它是正

确这一点似乎已没有疑问.

即使夸克无法实现为自由粒子, 它们在某种程度上可以视为在高能碰撞过程中产生的喷

注. 例如, 在电子-正电子湮灭的很多事件中, 末态由两个狭窄的平行强子喷注组成, 它们所成

的分布为1 + sin2 𝜃, 其中𝜃是(质心系下)对撞轻子动量与喷注方向所呈的角度, 这正是电子-正电

子湮灭到夸克-反夸克末态的树图所预期的.[20] 可利用13.4节中对红外发散的一般分析理解[21]这

些. 在极高能下, 假定物理过程“红外安全” 的, 即当所有质量趋于零时不会红外发散, 那么我

们将预期物理过程的速率有最低阶微扰论给出. 在我们对所有的强子末态求和后, 电子-正电子

湮灭到强子的总速率是红外安全的. (这里我们忽视了高阶电磁效应.) 因此我们可以使用微扰

论, 而微扰论会立即告诉我们这一速率与𝑒+ + 𝑒− → 𝜇+ + 𝜇−的速率比值𝑅是𝑅 = 3
∑︀

𝑞 𝑄
2
𝑞 , 其

中的求和取遍所有的夸克味, 而𝑄𝑞是这些夸克以𝑒为单位的电荷量, 因子3是色的数目. (例如,

在𝑚𝑏 ≈ 4.5GeV到𝑚𝑡 ≈ 180GeV这个宽广的能量范围内, 𝑅 ≃ 3(2(2/3)2 + 3(−1/3)2) = 11/3.) 另

一方面, 电子-正电子湮灭成确定的夸克和胶子态不是红外安全的, 因此它的速率完全无法用微扰

论计算; 事实上, 它是零. 在这个极端之间是电子-正电子湮灭到数量确定的喷注的速率, 每个喷注

**Zee[15], 可能还有一些理论家, 在此之前就知道若有一个理论它的𝛽-函数对于小的正定耦合为负, 那么这一实

验结果就可以在这一理论下被理解, 但除了非阿贝尔规范理论以外, 在其它所有可重整理论中对𝛽(𝑔)的计算均给

出𝛽(𝑔) > 0. 另一方面, ’t Hooft在1972年就发展出了在Yang-Mills理论中计算𝛽-函数的技巧, 并且同年在马赛关于规

范理论的一个会议上,[16] 他宣称𝛽(𝑔) < 0, 但他在等待他的文章被发表并解出它的隐含意义, 在此期间, 他忙于其它事,

所以他的结果并没有引起太多的注意.
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携带确定的总动量以及电荷, 在喷注之外还有一些未观测到的强子, 它们带有有限的总能量. 正

如13.4节所讨论的, 这一速率时红外安全的. 因此在高能时, 将喷注(在微扰论的树阶)等同为出射

的夸克, 反夸克和胶子, 就可以用微扰论的树阶近似进行计算. 我们甚至可以计算3-喷注事件的速

率, 在产生这一事件的树图中, 胶子从出射的夸克或反夸克中发射, 并用这一结果与实验结果相比

较进而测量𝛼𝑠(𝜇)的值.[22] 但是对于喷注内的动量分布, 由于这种微分速率不是红外安全的, 我们

无法用微扰论进行预测. 类似结果适用于深度非弹轻子-强子碰撞中喷注的产生, 这将在20.6节进

行讨论, 但是在初态中出现强子使得分析更加复杂.

沿用12.5节中的论证, 当没有标量场时, 最一般的可重整量子色动力学拉格朗日量可以变成如

下的形式

L = −1
4𝐹

𝜇𝜈
𝛼 𝐹𝛼𝜇𝜈 −

∑︁
𝑛

𝜓𝑛[/𝜕 − i𝑔 /𝐴𝛼𝑡𝛼 +𝑚𝑛]𝜓𝑛 , (18.7.5)

其中𝐴𝜇𝛼是色规范矢势; 𝐹𝜇𝜈𝛼 是色规范协变场强张量; 𝑔是强耦合常数; 𝑡𝛼是色𝑆𝑈(3)在3表示下的一

组完备生成元, 𝑡𝛼的归一化使得Tr(𝑡𝛼𝑡𝛽) =
1
2𝛿𝛼𝛽; 而下标𝑛标记的是夸克味, 夸克色指标隐去不写.

正如在12.5节针对电动力学所发现的, 这一拉格朗日量有一个重要的偶然对称性: 它有空间宇称

守恒†, 荷共轭宇称守恒, 以及每一味的夸克数(夸克的数目减去相应的反夸克的数目), 其中包括历

史长久的“奇异”量子数, 即对“𝑠”夸克的计数. 因此量子色动力学立即解释了这样的奇怪事实: 强

相互作用表现出的对称性中有几个不是全部相互作用的对称性. 同时, 正如前面所提及的, 这一讨

论也解释清楚了为什么在这一理论中弱相互作用没有造成对宇称, 荷共轭, 奇异数等的大范围破

坏. 既然夸克和胶子之间所有可重整的相互作用都保留这些对称性, 当能量𝐸远小于携带弱作用的

粒子的质量𝑚𝑊时, 弄够破坏这些对称性的只有有效场论中的不可重整相互作用, 例如𝜓𝜓𝜓𝜓相互

作用, 而正如12.3节所讨论的, 这些相互作用将会被𝑚𝑊以及弱相互作用耦合常数的负幂次方压低.

当然, 在某个远大于表征量子色动力学的标度Λ的能量标度Λ′处, 夸克和胶子完全有可能呈现

出某种新的强相互作用. 例如, 像22.5节将要讨论的那样, 夸克可能是更加基本的费米子的束缚态,

与其相互作用的规范场的渐进自由耦合在Λ′阶能量处变得很强, 使这些费米子陷入到夸克中. 在

这种情况下, 夸克的有效拉格朗日密度在能量𝐸 ≪ Λ′将会包含不可重整的相互作用, 例如𝜓𝜓𝜓𝜓,

这样的相互作用仅被𝐸/Λ′的次方压低. 这些相互作用不仅会在对宇称或夸克味守恒在普通能量处

的小破坏中体现出来, 当能量接近于Λ′时, 它们还会破坏[23]量子色动力学的定量预测.

现在我们来考察量子色动力学耦合常数更加细致的行为. 在最低阶, 重整化群方程

由(18.7.4)给定为

𝜇
d

d𝜇
𝑔(𝜇) = −𝑔

3(𝜇)

4π2

(︂
11

4
− 1

6
𝑛𝑓

)︂
. (18.7.6)

它的解是

𝛼𝑠(𝜇) ≡
𝑔2(𝜇)

4π
=

12π

(33− 2𝑛𝑓 ) ln(𝜇2/Λ2)
, (18.7.7)

其中Λ是积分常数. 这一公式呈现出了无质量粒子(或者, 对于夸克这样的近无质量粒子)理论的

特征: 在这样的理论中, 拉格朗日量中的某个无量纲耦合会被替换成一个自由的有量纲参量. 方

程(18.7.7)中不包含自由的无量纲参量, 但它却包含一个带有质量量纲的自由参量, 积分常数Λ.

†尽管在1973年还不知道, 但是非微扰效应可以破坏量子色动力学中的宇称, 我们将在23.6节看到这一点. 已经提出

了几种避免宇称破坏的方法, 但是还不清楚那一个是正确的.
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这些计算已经做到了三圈阶. 到这一阶的重整化群方程是[24]

𝜇
d

d𝜇
𝑔(𝜇) = −𝛽0

𝑔3(𝜇)

16π2
− 𝛽1

𝑔5(𝜇)

128π4
− 𝛽2

𝑔7(𝜇)

8192π6
, (18.7.8)

其中𝛽𝑛是数值系数:

𝛽0 = 11− 2

3
𝑛𝑓 , (18.7.9)

𝛽1 = 51− 19

3
𝑛𝑓 , (18.7.10)

𝛽2 = 2857− 5033

9
𝑛𝑓 −

325

27
𝑛2𝑓 . (18.7.11)

解是

𝛼𝑠(𝜇) ≡
𝑔2(𝜇)

4π

=
4π

𝛽0 ln(𝜇2/Λ2)

[︃
1− 2𝛽1

𝛽20

ln[ln(𝜇2/Λ2)]

ln(𝜇2/Λ2)

+
4𝛽21

𝛽40 ln
2(𝜇2/Λ2)

(︃(︁
ln[ln(𝜇2/Λ2)]− 1

2

)︁2
+

8𝛽2𝛽0
𝛽21

− 5

4

)︃]︃
. (18.7.12)

前面结果中的𝑛𝑓是质量小于所感兴趣能量的夸克味的数目. 在两个连续夸克质量之间的能

量范围内, 𝑛𝑓和Λ是相同的, 但对于每一个这样的能量范围, 我们有不同的𝑛𝑓值和Λ值, 我们要对

其选择使得𝑔(𝜇)在每个夸克质量处连续. 特别地, 关于电子的深度非弹散射实验, 它一般所涉及的

能量在前4个夸克味(𝑢, 𝑑, 𝑠和𝑐)之上, 所以这里我们必须取𝑛𝑓 = 4. 另一方面, 在电子-正电子对撞

机上的实验, 例如在PEP, PETRA, TRISTRAN和LEPf上的实验, 它们所处的能量在第五个(𝑏)夸

克质量之上, 所以在这些实验中我们必须取𝑛𝑓 = 5. 但是, 通过在𝑏夸克质量处匹配重整化群方程

的解, 我们可以用𝑛𝑓 = 4的结果表示𝑛𝑓 = 5的结果. 以这种方式, 我们会发现[25](在计算𝛽2时使用

修正最小减除方案)外推至𝑚𝑍 = 91.2GeV的强耦合是𝛼𝑠(𝑚𝑍) ≡ 𝑔2𝑠(𝑚𝑍)/4π = 0.118± 0.006，对

于𝑚𝑏 ≪ 𝜇 ≪ 𝑚𝑡能量𝜇, 所对应的Λ ≈ 250MeV, 其中𝑛𝑓 = 5. 对于𝑒+-𝑒−湮灭在𝑍共振上的强子

产生, 一个更新的研究[26]给出了直接测量值𝛼𝑠(𝑚𝑍) = 0.1200 ± 0.0025, 它还有理论上的不确定

度±0.0078, 对应Λ = 253+130
−96 MeV.

18.8 改良微扰论*

Gell-Mann和Low的开拓性文章[1]在很大程度上指向了“改良”微扰论的问题——即, 使用重

整化群的思想, 用微扰论在某一给定阶的结果来研究它的下一阶. 为了阐明这一点, 我们先回

到Gell-Mann和Low所研究的特殊情况: 量子电动力学中的真空极化.

*本节或多或少的处在本书的发展主线之外, 可以在第一次阅读时跳过.

fPEP是指正电子-电子计划(Positron-Electron Project), 位于SLAC国家实验室; PETRA是正负电子串列环形加

速器(Positron-Electron Tandem Ring Accelerator), 位于德国汉堡的DESY; TRISTRAN位于日本的KEK. ——译者

注.
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回忆, 按照方程(18.2.36), 将滑动标度𝜇处的重整化电荷𝑒𝜇表示成裸电荷𝑒𝐵后, 它的形式为

𝑒𝜇 = 𝑁 (𝐴)−1
𝜇 𝑒𝐵 , (18.8.1)

其中𝑁
(𝐴)
𝜇 是一常数, 当其乘进未重整的电磁场中, 它会给出在标度𝜇处重整化的场. (参看方

程(18.2.21).) 因此我们可以定义重整化(因而也是截断无关的)全光子传播子Δ′
𝜌𝜎(𝑞, 𝜇, 𝑒𝜇), 以裸场

的全传播子Δ′
𝐵𝜌𝜎(𝑞, 𝑒𝐵)的形式, 这一传播子可以表示成

Δ′
𝜌𝜎(𝑞, 𝜇, 𝑒𝜇) = 𝑁 (𝐴)2

𝜇 Δ′
𝐵𝜌𝜎(𝑞, 𝜇, 𝑒𝜇) (18.8.2)

在这种方式下, 函数𝑒2𝜇Δ
′
𝜌𝜎(𝑞, 𝜇, 𝑒𝜇)由于等于𝑒

2
𝐵Δ

′
𝐵𝜌𝜎(𝑞, 𝑒𝐵)而与𝜇无关, 又因为𝑒𝜇和Δ′

𝜌𝜎(𝑞, 𝜇, 𝑒𝜇)都

是重整化量, 所以它也与截断无关. (在这里我们不明确地写出截断相关性.) 但是Lorentz不变性和

量纲分析告诉我们, 这一函数必须采取如下的形式:

𝑒2𝜇Δ
′
𝜌𝜎(𝑞, 𝜇, 𝑒𝜇) =

𝜂𝜌𝜎𝑑(𝑞
2/𝜇2, 𝑒𝜇)

𝑞2
+ 𝑞𝜌𝑞𝜎项. (18.8.3)

既然方程(18.8.3)与𝜇无关, 我们在这里可以令𝜇 =
√︀
𝑞2 ≡ 𝑞, 这使得

𝑑(𝑞2/𝜇2, 𝑒𝜇) = 𝑑(1, 𝑒𝑞) . (18.8.4)

现在我们来看看, 关于𝑑(𝑞2/𝜇2, 𝑒𝜇)的微扰级数结构, 这告诉了我们什么. 𝑒的𝛽-函数有展开:

𝛽(𝑒) = 𝑏1𝑒
3 + 𝑏2𝑒

5 + 𝑏3𝑒
7 + · · · . (18.8.5)

那么𝑒𝜇的重整化群方程就有级数解

𝑒2𝑞 = 𝑒2𝜇 − 𝑏1𝑒
4
𝜇 ln

𝑞2

𝜇2
− 𝑏2𝑒

6
𝜇 ln

𝑞2

𝜇2

−
(︂
𝑏1𝑏2
2

ln2
𝑞2

𝜇2
+ 𝑏3 ln

𝑞2

𝜇2

)︂
𝑒8𝜇 + · · · . (18.8.6)

如果我们也对𝑑做展开:

𝑑(1, 𝑒) = 𝑒2 + 𝑑1𝑒
4 + 𝑑2𝑒

6 + 𝑑3𝑒
8 + · · · (18.8.7)

那么

𝑑(𝑞2/𝜇2, 𝑒𝜇) = 𝑑(1, 𝑒𝑞) = 𝑒2𝜇 −
(︂
𝑏1 ln

𝑞2

𝜇2
− 𝑑1

)︂
𝑒4𝜇 −

(︂
𝑏2 ln

𝑞2

𝜇2
− 𝑑2

)︂
𝑒6𝜇

−
(︂
1

2
𝑏1𝑏2 ln

2 𝑞
2

𝜇2
+ (𝑏3 − 𝑏1𝑑2) ln

𝑞2

𝜇2
− 𝑑3

)︂
𝑒8𝜇 + · · · . (18.8.8)

注意到, 在𝑑(𝑞2/𝜇2, 𝑒𝜇)的每一阶中, ln(𝑞2/𝜇2)的领头项幂次分别是0, 1, 1, 2, 3, · · · . 另外, 如果我们

计算𝑑(𝑞2/𝜇2, 𝑒𝜇)至𝑒
6
𝜇阶并以此决定𝑏1和𝑏2, 我们可以立即写出𝑒

8
𝜇阶中领头对数的系数−1

2𝑏1𝑏2. 如

果不使用重整化群方方法, 这里面的那一个都没有那么容易推断出来.
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习题

1. 考察含有一个标量场的𝑆𝑈(𝑁)规范理论, 且该标量场处在𝑆𝑈(𝑁)的定义表示下. 将标量圈的贡

献包含在内, 计算到规范耦合常数的𝛽-函数至一圈阶. (建议: 使用背景场规范, 取常数背景场.)

2. 假定一个有正定耦合常数g的理论的𝛽-函数𝛽(𝑔)在𝑔 = 𝑔*处有一个单零点, 即在𝑔*附近,

𝛽(𝑔) → 𝑎(𝑔* − 𝑔), 其中𝑎 > 0. 对因子𝑁𝒪−1
𝐸 中∝ 𝐸𝛾

𝒪(𝑔*)领头项的修正而言, 它的渐进行为是

什么? 其中𝑁𝒪−1
𝐸 是将算符𝒪包含在真空期望值中后所附带的因子.

3. 若在一个理论中有𝛽(𝑔) = 𝑏𝑔2 + 𝑏′𝑔3 + 𝑏′′𝑔4 + · · · , 证明: 通过对耦合常数的重定义, 我们完全可

以把系数𝑏′′变成我们想要的任何值.

4. 若反应所处的能量为100GeV, 将质量低于100GeV的所有已知的带电夸克和轻子考虑在内, 计

算用于研究反应的有效电荷.

5. 计算量子电动力学中的电子传播子在4-动量很大时的渐进行为. (你可以使用其它地方计算出

的𝑍2的单圈值, 例如11.4节中算出的𝑍2值.)

6. 对于标量场𝜑𝑛(𝑥)的𝑂(𝑁)-不变理论, 其中𝑛 = 1, · · · , 𝑁 , 𝜑𝑛(𝑥)属于𝑂(𝑁)的矢量表示, 且理论有

相互作用1
4𝑔(
∑︀

𝑛 𝜑
2
𝑛)

2, 计算𝜖 = 4− 𝑑展开中到一阶的反常指数𝜈.
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本世纪(这里指20世纪)的绝大多数物理都建立在对称性原理之上: 首先是Einstein1905年狭

义相对论的时空对称性, 然后是内部对称性, 例如20世纪30年代的近似𝑆𝑈(2)同位旋对称性. 因此,

与对基本粒子频谱的探查猜测得出的内部对称性相比, 当在20世纪60年代发现内部对称性比它还

要多时, 这是十分令人振奋的. 底层理论会有“自发破缺”的精确对称性或近似对称性, 也就是说,

这些对称性没有实现为该理论物理态的对称变换, 特别地, 这些对称性并不保持真空态不变. 突破

是近似整体对称性𝑆𝑈(2)× 𝑆𝑈(2)破缺的发现, 它是强相互作用的对称性, 将在19.3节进行细致的

讨论. 在此之后不久, 就发现了对称性𝑆𝑈(2)× 𝑈(1)的自发破缺, 这是弱相互作用和电磁作用的精

确定域对称性, 这将会在第21章用更加一般的定域对称性破缺单独进行处理. 在本章我们先对整

体对称性破缺做一般讨论, 然后转向物理的例子.

19.1 简并真空

我们无需寻找对称性自发破缺的例子. 考察一个椅子, 对于组成椅子的原子而言, 控制它们的

方程有旋转对称性, 但是这些方程的解, 真实的椅子, 却在空间中有确定的方向. 在这里我们不会

考察物体的对称性破缺, 例如椅子, 而是考察任意真实量子场论基态的对称性破缺, 即真空的对称

性破缺.

在场论中, 自发破缺的对称性总是与真空态的简并相联系. 例如, 考察作用量的一个对称变换,

且该对称变换也是对场积分所用测度的对称变换, 该对称变换线性地作用在一组标量场上𝜑𝑛(𝑥):

𝜑𝑛(𝑥) → 𝜑′𝑛(𝑥) =
∑︁
𝑚

𝐿𝑛𝑚𝜑𝑚(𝑥) . (19.1.1)

(𝜑𝑛不一定是基本场; 它们可以是复合的, 像𝜓Γ𝑛𝜓.) 正如我们在16.4节中所看到的, 这样量子有效

作用量Γ[𝜑]就会有相同的对称性

Γ[𝜑] = Γ[𝐿𝜑] . (19.1.2)

对于真空, 𝜑(𝑥)的期望值必须使得真空能−Γ[𝜑]处在最小值, 例如𝜑(𝑥)处在𝜑(𝑥) = 𝜑(一个常数). 但

如果𝐿𝜑 ̸= 𝜑, 那么这个真空就不是唯一的; 就像处在𝜑这一点, −Γ[𝜑]会在𝜑 = 𝐿𝜑处有相同的值. 若

对称变换(19.1.1)是一反射, 𝜑 → −𝜑, 那么在这一简单情况中, 如果−Γ[𝜑]在𝜑的非零值𝜑处取得最

小值, 那么它会有两个最小值点, 𝜑和−𝜑, 每一个对应于一个对称性破缺的态.

我们还无法在这种情况下得出对称性破缺的结论, 因为我们还没有排除这样的可能性: 真

实的真空是真空态的线性叠加, 𝜑𝑚在这些真空态中有不同的期望值, 但是真正的真空却表现出

了假定的对称性. 例如, 在有对称性𝜑 → −𝜑的理论中, 即使−Γ[𝜑]在𝜑的某个非零值𝜑处取最小

值, 也会有两种情况, |VAC,±⟩和|VAC,+⟩+ |VAC,−⟩, 对于前者, Φ有期望值𝜑和−𝜑, 而后者会遵
循𝜑 → −𝜑下的对称性, 我们如何知道真空是态|VAC,±⟩中的一个, 还是像|VAC,+⟩+ |VAC,−⟩这

119
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样的线性组合? 我们假定的变换𝜑→ −𝜑下的对称性会告诉我们, 哈密顿量的真空矩阵元是

⟨VAC,+|𝐻|VAC,+⟩ = ⟨VAC,−|𝐻|VAC,−⟩ ≡ 𝑎

(𝑎是实数)以及

⟨VAC,+|𝐻|VAC,−⟩ = ⟨VAC,−|𝐻|VAC,+⟩ ≡ 𝑏

(𝑏是实数), 所以哈密顿量的本征态是|VAC,+⟩ ± |VAC,−⟩, 而能量是𝑎± |𝑏|. 这些能量本征态在对
称变换𝜑 → −𝜑下不变(或者在相差一个符号的意义下不变). 事实上, 椅子也会有相同的问题. 孤

立椅子的量子力学基态实际上是旋转不变的; 它是角动量量子数为零的态, 因此在空间中没有特

定的方向.

实际上, 只有无限大的理想系统才会发生对称性自发破缺. 对于椅子而言, 对称性破缺的出现

是因为它有宏观的转动惯量𝐼, 这使得它的基态是将旋转激发态累积后的一部分, 这些旋转激发态

的能量只间隔非常小的量级为~2/𝐼的量. 这使得椅子的态矢对外部的微扰及其敏感; 即使是非常

弱的外场, 它所造成的能量偏移也要比这些旋转能量之间的能量差要大得多. 其结果是, 对于椅子

的基态或者其它角动量量子数确定的态, 任何旋转不对称的外场就会使得其它角动量量子数的分

量快速增长. 在椅子的态中, 相对小的外部微扰稳定的不是那些有着明确角动量量子数的态, 而是

那些有着明确方向的态, 这样的态, 其所在的底层理论的旋转对称性是破缺的.

对于真空同样如此, 自发对称性破缺的可能性又一次与系统的大尺寸相关, 特别是与空间的

大体积相关. 在前面反射对称性的例子中, 哈密顿量的非对角元𝑏会包含一个场构型积分, 这一场

构型会从𝜑 = 𝜑处的最小值隧穿到𝜑 = −𝜑的最小值, 所以, 若空间体积为V , 𝑏要比对角矩阵元𝑎小

一个形式为exp(−𝐶V )的势垒穿透因子, 其中𝐶是与该理论微观参量相关的正常数*. 因此, 对于宏

观体积, 两个能量本征态|VAC,+⟩ ± |VAC,−⟩高度简并, 这使得若微扰是𝜑的奇次泛函, 这两个态

会被紧密地混合在一起. 因此, 即使这样的微扰𝐻 ′很弱, 无论与𝐻的非对角指数压低矩阵元相比,

还是与微扰的非对角指数压低矩阵元相比, 微扰𝐻 ′的两个对角元⟨VAC,±|𝐻 ′|VAC,±⟩之间的差值
都比要它们大得多. 因此对于微扰后的哈密顿量而言, 它的真空态会非常接近使微扰对角化的对

称性破缺态|VAC,±⟩中的一个, 而不是不变态|VAC,+⟩ ± |VAC,−⟩. 那么对于非常小的微扰而言,

|VAC,±⟩中的哪一个才是真正的真空呢? 这取决与微扰, 但由于这两个态通过原始哈密顿量的对

称变换相关, 所以这并不重要; 如果微扰足够小, 观测者就无法分辨出其中的差别.

当空间体积无限大时, 场期望值不同的真空态之间的矩阵元精确为零.[1] 对于无限大的体积,

一般的真空态|𝑣⟩可以定义为动量为零的态

P|𝑣⟩ = 0 , (19.1.3)

这里的本征值是离散的动量本征值. (这排除了单粒子态或多粒子态, 对于这样的态, 在无限大空

间中, 零动量值总是连续动量值的一部分.) 一般而言会有多个这样的态. 它们通常可以展成一组

离散基, 并且我们的记法也视它们是离散的. 它们将被选成正交的

⟨𝑢|𝑣⟩ = 𝛿𝑢𝑣 . (19.1.4)

*例如, 类比经典波动力学的势垒穿透问题, 对于形式为− 1
2
𝜕𝜇𝜑𝜕

𝜇𝜑 − 𝑉 (𝜑)的拉格朗日密度, 我们有𝐶 =∫︀ +𝜑

−𝜑

√︀
2𝑉 (𝜑) d𝜑. 一会儿我们就会给出一个证明非对角矩阵元𝑏对于无限体积为零的一般讨论, 所以我们不用费

心计算这里的𝑏.
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等时定域厄密算符的积在这些态之间的任何矩阵元可以表示为态的和:

⟨𝑢|𝐴(x)𝐵(0)|𝑣⟩ =
∑︁
𝑤

⟨𝑢|𝐴(0)|𝑤⟩ ⟨𝑤|𝐵(0)|𝑛⟩∫︁
d3𝑝

∑︁
𝑁

⟨𝑢|𝐴(0)|𝑁,p⟩ ⟨𝑁,p|𝐵(0)|𝑛⟩e−ip·x , (19.1.5)

其中|𝑁,p⟩是一组连续的态, 它们带有3-动量p且互相成交, 它们与|𝑣⟩共同张开了整个物理
的Hilbert空间. (这里的𝑁可以包含连续指标和离散指标. 我们同时扔掉了时间变量.) 由

于|𝑁,p⟩属于动量算符P的连续谱, 我们不加证明地假定, 矩阵元对p的依赖性足够光滑(即,

Lebesgue可积), 进而可以使用Riemann-Lebesgue定理,[2] 这使得对p的积分在|x| → ∞时为零. 那

么, 在这一极限下我们就会有

⟨𝑢|𝐴(x)𝐵(0)|𝑣⟩ −−−−→
|x|→∞

∑︁
𝑤

⟨𝑢|𝐴(0)|𝑤⟩ ⟨𝑤|𝐵(0)|𝑣⟩ . (19.1.6)

类似地,

⟨𝑢|𝐵(0)𝐴(x)|𝑣⟩ −−−−→
|x|→∞

∑︁
𝑤

⟨𝑢|𝐵(0)|𝑤⟩ ⟨𝑤|𝐴(0)|𝑣⟩ . (19.1.7)

但是因果律告诉我们, 当x ̸= 0时, 等时对易子[𝐴(x), 𝐵(0)]为零(见5.1节), 所以矩阵元(19.1.6)和矩

阵元(19.1.9)是相等的, 因此, 厄米矩阵⟨𝑢|𝐴(0)|𝑣⟩, ⟨𝑢|𝐵(0)|𝑣⟩等都必须彼此对易. 由此得出它们可

以同时对角化. 按照需要转化到这一基, 这样, 对于理论的每一个厄米定域算符𝐴(x), 我们有

⟨𝑢|𝐴(0)|𝑣⟩ = 𝛿𝑢𝑣 𝑎𝑣 (19.1.8)

其中𝑎𝑣是𝐴在态|𝑣⟩下的期望值, 是一实数. 所以, 对于无限大的体积, 任何用定域算符构建的哈密

顿量在不同真空|𝑣⟩之间的矩阵元都为零. 当哈密顿量没有非对角项时, 任何两个通过对称操作连

接的|𝑣⟩将是简并的. 用这种定域算符构建的对称性破缺微扰在同一基将是对角的, 因而它所产生

的基态是|𝑣⟩中的一个, 而不是它们的线性组合.

让人安心的是, 若真空态|𝑣⟩相对与场相关的小微扰稳定, 那么它也是满足集团分解条件(见

第4章)的真空态. 这一原理要求, 对于物理的真空态|VAC⟩

⟨VAC|𝐴(x)𝐵(0)|VAC⟩ −−−→
x→∞

⟨VAC|𝐴(x)|VAC⟩ ⟨VAC|𝐵(0)|VAC⟩ . (19.1.9)

如果我们将真空态取成方程(19.1.8)所定义的基中的任何一个|𝑣⟩态, 那么这一条件就是满足的, 但

是如果我们将其取为几个|𝑣⟩的线性组合, 那么这一条件就是不满足的.

19.2 Goldstone玻色子

我们现在具体到连续对称性自发破缺的情况. 在这一情况下有一个定理, (这个定理有一个

重要的例外, 将在第21章进行考察)对于每一个破缺的对称性, 物理粒子的谱中就必须包含一个

质量和自旋均为零的粒子. 这样的粒子被称为Goldstone玻色子(或Nambu-Goldstone玻色子), 它

是Goldstone[3]和Nambu[4]在一特定模型中首次遇到的; 在此之后, Goldstone, Salam和我自己[5]给

出了两个存在这种粒子的一般性证明. 这两个证明在这一节均会展示出来, 然后我们将进一步考

察Goldstone粒子的性质.



· 122 · 第 19章 自发破缺的整体对称性

假定作用量和测度在一个连续对称变换下不变, 且在该对称变换下, 一组厄密标量场𝜑𝑛(𝑥)(基

本场或复合场)进行一个无限小的线性变换

𝜑𝑛(𝑥) → 𝜑𝑛(𝑥) + i𝜖
∑︁
𝑚

𝑡𝑛𝑚𝜑𝑚(𝑥) , (19.2.1)

其中i𝑡𝑛𝑚是有限的实矩阵. 那么, 正如我们在16.4节中所发现的, 有效作用量在这一变换下也是不

变的 ∑︁
𝑛,𝑚

∫︁
𝛿Γ[𝜑]

𝛿𝜑𝑛(𝑥)
𝑡𝑛𝑚𝜑𝑚(𝑥) d

4𝑥 = 0 . (19.2.2)

我们将特定到平移不变理论的情况, 且要求场为常数场𝜑𝑛, 这时, 正如我们在16.2节所看到的, 有

效作用量采取如下的形式

Γ[𝜑] = −V 𝑉 (𝜑) , (19.2.3)

其中V是时空体积而𝑉 (𝜑)被称为有效势. 那么方程(19.2.2)可以写成∑︁
𝑛,𝑚

𝜕𝑉 (𝜑)

𝜕𝜑𝑛
𝑡𝑛𝑚𝜑𝑚 = 0 . (19.2.4)

我们将要使用的对称性要求是对上式做𝜑ℓ的微分得到的:∑︁
𝑛

𝜕𝑉 (𝜑)

𝜕𝜑𝑛
𝑡𝑛ℓ +

∑︁
𝑛,𝑚

𝜕2𝑉 (𝜑)

𝜕𝜑𝑛𝜕𝜑ℓ
𝑡𝑛𝑚𝜑𝑚 = 0 . (19.2.5)

现在指定到𝜑𝑛是𝑉 (𝜑)的最小值点的情况, 即, 𝜑𝑛是真空期望值𝜑𝑛. 既然𝑉 (𝜑)在它的最小值处是稳

定的, 那么方程(19.2.5)中的第一项为零, 所以

∑︁
𝑛,𝑚

𝜕2𝑉 (𝜑)

𝜕𝜑𝑛𝜕𝜑ℓ

⃒⃒⃒⃒
𝜑=𝜑

𝑡𝑛𝑚𝜑𝑚 = 0 . (19.2.6)

16.1节的一般性结论表明, 方程(19.2.6)中的二阶导数正是动量空间中所有外线标记为𝑛和ℓ的单粒

子不可约连通Feynman图之和. 正如16.1节末尾所给出的, 它与动量空间传播子的倒数相关, 其关

系是
𝜕2𝑉 (𝜑)

𝜕𝜑𝑛𝜕𝜑ℓ
= Δ−1

𝑛ℓ (0) , (19.2.7)

所以, 方程(19.2.6)给出 ∑︁
𝑛,𝑚

Δ−1
𝑛ℓ (0)𝑡𝑛𝑚𝜑𝑚 = 0 . (19.2.8)

因此, 如果对称性是破缺的, 这会使得
∑︀

𝑚 𝑡𝑛𝑚𝜑𝑚不为零, 那么它就是Δ−1
𝑛ℓ (0)本征值为零的本征

矢. 存在这种矢量意味着Δ𝑛ℓ(𝑞)在𝑞
2 = 0处有一极点. 在𝑞2 = 0处的这一极点, 其留数的阶等于矢

量𝑡𝜑张成的空间的维数, 其中𝑡取遍该理论这一连续对称性的所有生成元. 粗略地讲, 对于每一个

独立的破缺对称性会存在一个无质量的玻色子.

在对称性破缺的经典例子中, 拉格朗日量含有一组实标量场𝜑𝑛, 个数为𝑁 , 并采取如下的形式

L = −1

2

∑︁
𝑛

𝜕𝜇𝜑𝑛𝜕
𝜇𝜑𝑛 −

M 2

2

∑︁
𝑛

𝜑𝑛𝜑𝑛 −
𝑔

4

(︃∑︁
𝑛

𝜑𝑛𝜑𝑛

)︃2

. (19.2.9)
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在群𝑂(𝑁)的作用下, 即对分量为𝜑𝑛的𝑁 -矢量的旋转操作, 它是不变的. 对于常数场, 树级近似下

的有效势就由拉格朗日密度中非导数项的负数给定

𝑉 (𝜑) ≃ M 2

2

∑︁
𝑛

𝜑𝑛𝜑𝑛 +
𝑔

4

(︃∑︁
𝑛

𝜑𝑛𝜑𝑛

)︃2

. (19.2.10)

像往常一样, 我们假定𝑔是正定的. (否则, 𝑉 (𝜑)的最小值即使存在也处在微扰论的适用范围之

外.) 如果M 2也是正定的, 𝑉 (𝜑)的最小值就在点𝜑 = 0, 这一点在𝑂(𝑁)下是不变的. 另一方面,

当M 2 < 0时, 最小值所在的点𝜑𝑛使得∑︁
𝑛

𝜑𝑛𝜑𝑛 = −M 2/𝑔 . (19.2.11)

那么, 树级近似下的质量矩阵就是

𝑀2
𝑛𝑚 =

𝜕2𝑉 (𝜑)

𝜕𝜑𝑛𝜕𝜑𝑚

⃒⃒⃒⃒
𝜑=𝜑

= M 2𝛿𝑛𝑚 + 𝑔𝛿𝑛𝑚
∑︁
ℓ

𝜑ℓ𝜑ℓ + 2𝑔𝜑𝑛𝜑𝑚

= 2 𝑔 𝜑𝑛 𝜑𝑚 . (19.2.12)

它有一个本征值非零的本征矢𝜑𝑛:

𝑚2 = 2𝑔
∑︁
𝑛

𝜑𝑛𝜑𝑛 = 2|M 2| , (19.2.13)

以及𝑁 − 1个垂直于𝜑且本征值为零的本征矢. 仅有𝑁 − 1个Goldstone玻色子出现的原因正

是𝑂(𝑁)破缺到了𝑂(𝑁 − 1)(𝑂(𝑁)中使得𝜑不变的子群,) 因此独立的破缺对称性的数目是𝑂(𝑁)的

维数减去𝑂(𝑁 − 1)的维数, 即

1

2
𝑁(𝑁 − 1)− 1

2
(𝑁 − 1)(𝑁 − 2) = 𝑁 − 1 . (19.2.14)

关于Goldstone玻色子的存在性有另一个证明, 在这个证明中没有用到有效作用量的形式理

论. 我们在第7章知道, 作用量的任何连续对称性都会给出一个守恒流𝐽𝜇:

𝜕𝐽𝜇(𝑥)

𝜕𝑥𝜇
= 0 , (19.2.15)

以及诱导出相应对称变换的荷𝑄

𝑄 =

∫︁
d3𝑥𝐽0(x, 0) , (19.2.16)[︁

𝑄,𝜑𝑛(𝑥)
]︁
= −

∑︁
𝑚

𝑡𝑛𝑚𝜑𝑚(𝑥) . (19.2.17)

像方程(19.2.15)—(19.2.17)这样的算符关系不受自发对称性破缺的影响, 这体现出了物理态的性

质. 现在, 考察流和场的对易子的真空期望值. 对中间态求和, 这是⟨[︁
𝐽𝜆(𝑦), 𝜑𝑛(𝑥)

]︁⟩
VAC

= (2π)−3

∫︁
d4𝑝

[︁
𝜌𝜆𝑛(𝑝) e

i𝑝·(𝑦−𝑥) − 𝜌𝜆𝑛(𝑝) e
i𝑝·(𝑥−𝑦)

]︁
, (19.2.18)
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其中, 利用平移不变性,

(2π)−3i𝜌𝜆𝑛(𝑝) =
∑︁
𝑁

⟨VAC|𝐽𝜆(0)|𝑁⟩ ⟨𝑁 |𝜑𝑛(0)|VAC⟩𝛿4(𝑝− 𝑝𝑁 ) , (19.2.19)

(2π)−3i𝜌𝜆𝑛(𝑝) =
∑︁
𝑁

⟨VAC|𝜑𝑛(0)|𝑁⟩ ⟨𝑁 |𝐽𝜆(0)|VAC⟩𝛿4(𝑝− 𝑝𝑁 ) . (19.2.20)

我们通常将𝐽𝜆和𝜑𝑛取成厄米算符, 在这一情况下, 方程(19.2.19)和(19.2.20)是复共轭

𝜌𝜆𝑛(𝑝) = −𝜌𝜆*𝑛 (𝑝) , (19.2.21)

但在这里将不会做这一假定.

Lorentz不变性告诉我们, 𝜌和𝜌必须采取如下的形式

𝜌𝜆𝑛(𝑝) = 𝑝𝜆𝜌𝑛(−𝑝2)𝜃(𝑝0) , (19.2.22)

𝜌𝜆𝑛(𝑝) = 𝑝𝜆𝜌𝑛(−𝑝2)𝜃(𝑝0) . (19.2.23)

(因子𝜃(𝑝0), 在𝑝0 > 0时取+1, 在其它情况下为零, 它是𝑝𝑁是物理态的4-动量这一性质所要求的.)

这给出 ⟨[︁
𝐽𝜆(𝑦), 𝜑𝑛(𝑥)

]︁⟩
VAC

=
𝜕

𝜕𝑦𝜆

∫︁
d𝜇2

[︁
𝜌𝑛(𝜇

2)Δ+(𝑦 − 𝑥;𝜇2)

+ 𝜌𝑛(𝜇
2)Δ+(𝑥− 𝑦;𝜇2)

]︁
, (19.2.24)

其中Δ+是熟悉的函数

Δ+(𝑧;𝜇
2) = (2π)−3

∫︁
d4𝑝 𝜃(𝑝0) 𝛿(𝑝2 + 𝜇2) ei𝑝·𝑧 . (19.2.25)

正如在第5章中所评述的, Lorentz不变性仅允许Δ+(𝑧;𝜇
2)依赖于𝑧2, 𝜇2和𝜃(𝑧0), 而当𝑧2 > 0时, 则

只依赖𝑧2和𝜇2. 因此, 当𝑥− 𝑦类空时, Δ+(𝑥− 𝑦;𝜇2)和Δ+(𝑦 − 𝑥;𝜇2)相等, 所以, 在这一情况下⟨[︁
𝐽𝜆(𝑦), 𝜑𝑛(𝑥)

]︁⟩
VAC

=
𝜕

𝜕𝑦𝜆

∫︁
d𝜇2

[︁
𝜌𝑛(𝜇

2) + 𝜌𝑛(𝜇
2)
]︁
Δ+(𝑦 − 𝑥;𝜇2) . (19.2.26)

但是, 所有对易子对于类空的𝑥− 𝑦必须为零, 所以

𝜌𝑛(𝜇
2) = −𝜌𝑛(𝜇2) , (19.2.27)

因此, 对于一般的𝑥和𝑦, 方程(19.2.24)给出⟨[︁
𝐽𝜆(𝑦), 𝜑𝑛(𝑥)

]︁⟩
VAC

=
𝜕

𝜕𝑦𝜆

∫︁
d𝜇2 𝜌𝑛(𝜇

2)
[︁
Δ+(𝑦 − 𝑥;𝜇2)−Δ+(𝑥− 𝑦;𝜇2)

]︁
. (19.2.28)

若方程(19.2.21)也参与进来, 方程(19.2.27)还证明了𝜌𝑛(𝜇
2)是实的.

现在我们使用𝐽𝜆(𝑦)守恒这一性质. 对方程(19.2.28)两边作用导数𝜕/𝜕𝑦𝜆, 并使用熟悉的方程

(�𝑦 − 𝜇2)Δ+(𝑦 − 𝑥;𝜇2) = 0 , (19.2.29)
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我们发现, 对于所有的𝑥和𝑦

0 =

∫︁
d𝜇2 𝜇2𝜌𝑛(𝜇

2)
[︁
Δ+(𝑦 − 𝑥;𝜇2)−Δ+(𝑥− 𝑦;𝜇2)

]︁
, (19.2.30)

(因为Δ+(𝑥− 𝑦)对于类时或类光的𝑥− 𝑦不是偶函数)所以

𝜇2𝜌𝑛(𝜇
2) = 0 . (19.2.31)

一般情况下, 我们可以从此得出𝜌𝑛(𝜇
2)对于所有的𝜇2均为零. 然而, 在对称性破缺的情况下,

这是不可能的. 在方程(19.2.28)中令𝜆 = 0和𝑥0 = 𝑦0 = 𝑡:⟨[︁
𝐽0(y, 𝑡), 𝜑𝑛(x, 𝑡)

]︁⟩
VAC

= 2i(2π)−3

∫︁
d𝜇2 𝜌𝑛(𝜇

2)

×
∫︁

d4𝑝
√︀

p2 + 𝜇2 eip·(y−x)𝛿(𝑝2 + 𝜇2)

= i𝛿3(y − x)

∫︁
d𝜇2 𝜌𝑛(𝜇

2) .

积分并使用方程(19.2.16)和(19.2.17), 这给出

−
∑︁
𝑚

𝑡𝑛𝑚⟨𝜑𝑚⟩VAC = i

∫︁
d𝜇2 𝜌𝑛(𝜇

2) . (19.2.32)

仅当

𝜌𝑛(𝜇
2) = i𝛿(𝜇2)

∑︁
𝑚

𝑡𝑛𝑚⟨𝜑𝑚(0)⟩VAC , (19.2.33)

方程(19.2.31)和(19.2.32)才能是一致的. (因为在这一情况下方程(19.2.1)要求𝑡𝑛𝑚是虚的, 所以它

对于厄米场𝜑𝑛是实的.) 因此, 只要对称性是破缺的, 𝜌𝑛(𝜇
2)不能是零, 而是完全由正比于𝛿(𝜇2)的

项构成. 这样的项显然只能出现在有无质量粒子的理论中, 这是因为, 若非如此, 质心能量平

方−𝑝2𝑁就无法向下扩展至零. 更进一步, 𝛿(𝜇2)仅能从零质量的单粒子态中产生; 多粒子态将会

贡献可扩展至𝜇2 = 0的连续区. 态𝜑𝑛(0)|VAC⟩是旋转不变的, 所以对于任何螺度非零的态𝑁 ,

⟨𝑁 |𝜑𝑛(0)|VAC⟩必须为零. 另外, 对于任意的态𝑁 , 若它的内禀宇称或(未破缺的)内部量子数

与𝐽0不同, ⟨𝑉 𝐴𝐶|𝐽0|𝑁⟩为零. 那么, 我们得出: 𝑡𝑛𝑚⟨𝜑𝑛(0)⟩VAC ̸= 0的破缺对称性会要求出现一个

自旋零的无质量粒子, 且该粒子与𝐽0有相同的宇称和内部量子数. 它们就是我们的Goldstone玻色

子.

当自发破缺的对称性是定域对称性而非整体对称性时, 之上的讨论就失效了. 我们要么选择

一个Lorentz-协变规范, 例如𝜕𝜇𝐴
𝜇 = 0这样的Landau规范, 在这一情况下, 我们在15.7节看到量子

力学的正定性假设被破坏了, 要么选择像𝐴𝜇3 = 0这样的轴向规范, 在这一情况下, 量子力学的普

通规则成立但显式的Lorentz不变性丢失了. 我们将第21章看到, 这一例外不仅仅是技术上的问题;

自发破缺的定域对称性不给出Goldstone玻色子.

我们来更细致地看一下𝜌𝑛(𝜇
2)中𝛿-函数的系数是如何与Goldstone玻色子的性质如何关联起

来的, 这对于后面的讨论将是有用的. 对于4-动量为𝑝𝜇𝐵的自旋零玻色子𝐵, Lorentz不变性要求流在

真空态与单粒子态之间的矩阵元采取如下的形式

⟨VAC|𝐽𝜆(𝑥)|𝐵⟩ = i
𝐹 𝑝𝜆𝐵 ei𝑝𝐵 ·𝑥

(2π)3/2
√︁
2𝑝0𝐵

, (19.2.34)
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其中p𝐵是𝐵的动量, 𝑝0𝐵 ≡ |p𝐵|而𝐹是带有能量量纲的常系数. (由于𝑝𝐵𝜆𝑝
𝜆
𝐵 = 0, 所以这与流守恒

是一致的.) 另外, 标量场𝜑𝑛(𝑦)在单粒子态和真空态之间的矩阵元形式如下

⟨𝐵|𝜑𝑛(𝑦)|VAC⟩ =
𝑍𝑛 e

−i𝑝𝐵 ·𝑦

(2π)3/2
√︁

2𝑝0𝐵

, (19.2.35)

其中𝑍𝑛是一无量纲常数. 这样, 从方程(19.2.34)和(19.2.35)中我们就有

(2π)−3i𝜌𝑛(−𝑝2)𝑝𝜆𝜃(𝑝0) ≡
∫︁

d3𝑝𝐵 ⟨VAC|𝐽𝜆(0)|𝐵⟩⟨𝐵|𝜑𝑛(0)|VAC⟩𝛿4(𝑝− 𝑝𝐵)

= 𝛿(𝑝0 − |p|)(2π)−3(2𝑝0)−1𝑝𝜆i𝐹𝑍𝑛

= 𝜃(𝑝0)𝛿(−𝑝2)(2π)−3𝑝𝜆i𝐹𝑍𝑛 ,

所以

𝜌𝑛(𝜇
2) = 𝐹𝑍𝑛𝛿(𝜇

2) . (19.2.36)

与方程(19.2.33)相比较, 这给出

i𝐹𝑍𝑛 = −
∑︁
𝑚

𝑡𝑛𝑚⟨𝜑𝑚(0)⟩VAC . (19.2.37)

更一般地, 我们可以有多个破缺的对称性, 它们对应的生成元和流分别是𝑡𝑎和𝐽
𝜇
𝑎 , 在𝑡𝑎的线

性组合都是破缺的意义下, 我们可以将它们取成独立的. 对于这些对称性中的每一个, 存在一

个Goldstone玻色子|𝐵𝑎⟩, 并且我们可以将𝑍𝑎𝑛和𝐹𝑎𝑏定义成

⟨VAC|𝐽𝜆𝑎 (𝑥)|𝐵𝑏⟩ = i
𝐹𝑎𝑏 𝑝

𝜆
𝐵 ei𝑝𝐵 ·𝑥

(2π)3/2
√︁
2𝑝0𝐵

, (19.2.38)

⟨𝐵𝑎|𝜑𝑛(𝑦)|VAC⟩ =
𝑍𝑎𝑛 e

−i𝑝𝐵 ·𝑦

(2π)3/2
√︁
2𝑝0𝐵

. (19.2.39)

方程(19.2.37)对于每一个𝑎都是成立的, 所以

i
∑︁
𝑏

𝐹𝑎𝑏𝑍𝑏𝑛 = −
∑︁
𝑚

[𝑡𝑎]𝑛𝑚⟨𝜑𝑚(0)⟩VAC . (19.2.40)

例如, 在之前所讨论的𝑂(𝑁)模型中, 我们选择我们的基使得真空期望值指向1-方向

𝜑𝑚 ≡ ⟨𝜑𝑚(0)⟩VAC = 𝑣𝛿𝑚1 . (19.2.41)

𝑁 − 1个破缺对称性的生成元𝑡𝑎(其中𝑎 = 2 · · ·𝑁)可以定义为1-𝑎平面上无限小旋转的生成元. 加上

一个方便的归一化选择, 它们就有了非零元

[𝑡𝑎]1𝑎 = −[𝑡𝑎]𝑎1 = i (19.2.42)

(其中没有对𝑎进行求和). 对于未破缺的𝑂(𝑁 − 1)对称性, 在这一对称性𝑁 − 1个Goldstone玻色子

按照它的矢量表示进行变换, 这一对称性告诉我们

𝐹𝑎𝑏 = 𝛿𝑎𝑏𝐹 , 𝑍𝑎1 = 0 , 𝑍𝑎𝑏 = 𝑍𝛿𝑎𝑏 . (19.2.43)
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图 19.1 这是对称流𝐽𝜇(𝑥)矩阵元中极点项的Feynman图, 该对称流处在两个一般态𝛼和𝛽之间, 且该极点项

是Goldstone玻色子内线引起的, 在图中标记为𝜋.

那么, 方程(19.2.40)就会要求

𝐹𝑍 = 𝑣 . (19.2.44)

习惯上取𝑍 = 1的场重整化方案, 这样𝐹 = 𝑣. 因此, 𝐹反映了对称性破缺的强度. 我们将会看到,

参量1/𝐹既决定了Goldstone玻色子彼此之间的相互作用强度, 同时也决定了Goldstone玻色子与

其它粒子的相互作用强度.

除了Goldstone玻色子质量为零外, 破缺的对称性还告诉了我们其它事情; 它同时稍微约束

了Goldstone玻色子在低能下的相互作用. 为了在最简单的例子中看到这一点, 考察与一个破缺对

称性相联系的流𝐽𝜇(𝑥). 在任意两个态𝛼, 𝛽之间:

⟨𝛽|𝐽𝜇(𝑥)|𝛼⟩ = ei𝑞·𝑥 ⟨𝛽|𝐽𝜇(0)|𝛼⟩ , (19.2.45)

其中

𝑞𝜇 ≡ 𝑝𝜇𝛼 − 𝑝𝜇𝛽 . (19.2.46)

我们知道𝐽𝜇(𝑥)在真空态和单Goldstone玻色子态|𝐵,q⟩之间的矩阵元不为零, 且这一矩阵元由方

程(19.2.34)给出. 由极点学的通用规则(见第10章)可以得出, 矩阵元(19.2.45)在𝑞2 → 0处有一极点,

且*

⟨𝛽|𝐽𝜇(0)|𝛼⟩ → i𝐹 𝑞𝜇

𝑞2
𝑀𝛽𝛼 , (19.2.47)

其中i(2π)4𝛿4(𝑝𝛼−𝑝𝛽−𝑞)𝑀𝛽𝛼/(2π)
3/2(2𝑞0)1/2是在跃迁𝛼→ 𝛽中发射一个4-动量为𝑞的Goldstone玻

色子的𝑆-矩阵元. 我们因此写下

⟨𝛽|𝐽𝜇(0)|𝛼⟩ = 𝑁𝜇
𝛽𝛼 +

i𝐹𝑞𝜇

𝑞2
𝑀𝛽𝛼 , (19.2.48)

*当Goldstone玻色子对应的是基本场, 方程(19.2.47)可以通过观察图19.1中所示的这类Feynman图获得. 对于过

程𝛼 → 𝛽 + 𝐵, 𝑆-矩阵元中的因子i(2π)4被𝐵传播子所附带的因子−i(2π)−4抵消了. 而极点学的一般规则告诉我们, 即

使Goldstone玻色子是复合粒子, 相同结果同样成立.
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图 19.2 上边两图同样是对称流𝐽𝜇(𝑥)矩阵元中极点项的Feynman图, 矩阵元两边的态是一般态𝛼和𝛽, 只不

过这时的极点项是由于内线接近它们的质量壳造成的. 实线代表“硬”外线; 波浪线代表流𝐽𝜇(𝑥)的插入; 阴

影圆盘代表是有相同外线的所有图之和.

其中𝑁𝜇
𝛽𝛼定义为对流的矩阵元的非极点贡献. 从方程(19.2.45)中我们看到, 流𝐽𝜇的守恒律𝜕𝜇𝐽

𝜇 =

0要求(19.2.48)在与𝑞𝜇收缩之后为零, 因此

𝑀𝛽𝛼 =
i

𝐹
𝑞𝜇𝑁

𝜇
𝛽𝛼 . (19.2.49)

一个可以立即得出的结果是, 除非𝑁𝜇
𝛽𝛼在𝑞 → 0处有一零点, 否则在跃迁𝛼 → 𝛽中发射一

个Goldstone玻色子的矩阵元𝑀𝛽𝛼在𝑞 → 0时为零. 这被称为”Adler(阿德勒)零点”.[6]

事实上, 通常发生的情况是𝑁𝜇
𝛼𝛽确实在𝑞 = 0处有极点. 这是因为, 流𝐽𝜇(𝑥)的顶点可以连在过

程𝛼 → 𝛽的一条外线上. (见图19.2.) 例如, 如果插入在出粒子线或处粒子线上的流𝐽𝜇带走了动

量𝑞𝜇, 那么对于动量为𝑝且质量为𝑚的外粒子线, 连接这一顶角与图剩余部分的内线就会分别携

带4-动量𝑝𝜇 + 𝑞𝜇或𝑝𝜇 − 𝑞𝜇, 因此它的传播子就会给𝑁𝜇
𝛽𝛼贡献因子[︁

(𝑝± 𝑞)2 +𝑚2
]︁−1

=
[︁
± 2𝑝 · 𝑞 + 𝑞2

]︁−1
→ ± 1

2𝑝 · 𝑞 . (19.2.50)

对于固定方向的p, 方程(19.2.50)中的因子1/|q|会与方程(19.2.49)中的因子|q|相抵消, 这在|q →
0|的极限下会给出有限的结果(尽管这一结果与q的方向相关). 另一方面, 流𝐽𝜇与过程𝛼 → 𝛽的内

线相连的那些图, 它们对𝑁𝜇
𝛼𝛽的贡献在|q| → 0时没有奇点, 因此被方程(19.2.49)中的因子|q|抵消

了. 因此, 方程(19.2.49)可以认为有如下的含义: 在过程𝛼→ 𝛽中发射一个软Goldstone玻色子的振

幅可以从那些Goldstone玻色子仅从外线上发射的图得出, 而发射Goldstone玻色子的顶角可以通

过对单粒子态之间的跃迁使用方程(19.2.49)得出.

关于Goldstone玻色子彼此之间的相互作用或者它与其它标量的相互作用, 利用有效作用

量形式理论可以导出一些有趣的结果. 对于这个目的, 我们注意到, 如果我们定义一组重整
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化Goldstone玻色场𝜋𝑎, 使得

⟨𝐵𝑎|𝜋𝑏(𝑥)|VAC⟩ =
e−i𝑝𝐵 ·𝑥𝛿𝑎𝑏

(2π)3/2
√︁

2𝑝0𝐵

, (19.2.51)

那么方程(19.2.39)告诉我们

𝜑𝑛(𝑥) =
∑︁
𝑎

𝑍𝑎𝑛𝜋𝑎(𝑥) + · · · , (19.2.52)

其中“· · · ”代表不产生Goldstone玻色子的场. 但方程(19.2.40)给出𝑍𝑎𝑛 =
∑︀

𝑏 𝐹
−1
𝑎𝑏 (i𝑡𝑏𝜑)𝑛. 因此, 对

于𝑁个4-动量为零的Goldstone玻色子𝜋𝑎1 , · · · , 𝜋𝑎𝑁 , 它们之间任何反应的振幅在树级近似下可以
利用如下的有效作用量计算出来

Heff =
1

𝑁 !
𝑔𝑎1···𝑎𝑁𝜋𝑎1 · · ·𝜋𝑎𝑁 , (19.2.53)

其中

𝑔𝑎1···𝑎𝑁 =
∑︁
𝑏1···𝑏𝑁

𝐹−1
𝑎1𝑏1

· · ·𝐹−1
𝑎𝑁 𝑏𝑁

(i𝑡𝑏1𝜑)𝑛1 · · · (i𝑡𝑏𝑁𝜑)𝑛𝑁

𝜕𝑁𝑉 (𝜑)

𝜕𝜑𝑛1 · · · 𝜕𝜑𝑛𝑁

⃒⃒⃒⃒
𝜑=𝜑

. (19.2.54)

那么, 𝜑 = 𝜑处的方程(19.2.4)暗示了, 单个Goldstone玻色线湮没到真空的所有“蝌蚪图”之和为零,

而方程(19.2.6)则告诉我们Goldstone玻色子在零4-动量处跃迁到任何其它标量的振幅为零. 为了

在这些结果之上更进一步, 我们可以继续相对标量场微分. 例如, 对于任意的对称性生成元𝑡, 方

程(19.2.5)的导数给出:∑︁
𝑛

𝜕2𝑉 (𝜑)

𝜕𝜑𝑛𝜕𝜑𝑚
𝑡𝑛ℓ +

∑︁
𝑛

𝜕2𝑉 (𝜑)

𝜕𝜑𝑛𝜕𝜑ℓ
𝑡𝑛𝑚 +

∑︁
𝑛,𝑘

𝜕3𝑉 (𝜑)

𝜕𝜑𝑛𝜕𝜑𝑚𝜕𝜑ℓ
𝑡𝑛𝑘𝜑𝑘 = 0 . (19.2.55)

将𝑡取成破缺对称性生成元𝑡𝑎中的一个, 令𝜑 = 𝜑, 与(𝑡𝑏𝜑)𝑚(𝑡𝑐𝜑)ℓ, 使用方程(19.2.6), 这给出∑︁
𝑛,𝑚,ℓ

𝜕3𝑉 (𝜑)

𝜕𝜑𝑛𝜕𝜑𝑚𝜕𝜑ℓ

⃒⃒⃒⃒
𝜑=𝜑

(𝑡𝑎𝜑)𝑛(𝑡𝑏𝜑)𝑚(𝑡𝑐𝜑)ℓ = 0 , (19.2.56)

所以, 有三条零4-动量Goldstone玻色外线的所有图之和为零. 特别地, 这意味着在一般过程中, 到

小的Goldstone玻色子能量的领头阶, 低能Goldstone玻色外线上不会发射低能Goldstone玻色子.

19.3 自发破缺的近似对称性

上一节我们处理的是不保持真空不变的作用量的精确对称性, 这种对称性被称作自发破缺的.

我们将考察在这种理论的作用量中增加一个小的对称性破缺项的效应. 在强作用理论以及凝聚态

物理的某些领域中, 这种自发破缺的近似对称性是非常重要的. 我们将看到, 近似对称性的自发破

缺并不会导致无质量Goldstone玻色子的出现, 出现的是一个质量很小的无自旋粒子, 这种粒子通

常被称为赝Goldstone玻色子.[7]

在这里我们继续处理平移不变的理论, 在这样的理论中, 有效作用量可以像方程(19.2.3)中那

样表示成有效势𝑉 (𝜑)的形式, 且𝑉 (𝜑)依赖一组与时空无关的标量场期望值𝜑𝑛. 若一个作用量服从

某组生成元为𝑡𝛼的近似连续对称性, 那么有效势可以写成

𝑉 (𝜑) = 𝑉0(𝜑) + 𝑉1(𝜑) , (19.3.1)



· 130 · 第 19章 自发破缺的整体对称性

其中𝑉0(𝜑)满足不变性条件
* ∑︁

𝑛,𝑚

𝜕𝑉0(𝜑)

𝜕𝜑𝑛
(𝑡𝛼)𝑛𝑚𝜑𝑚 = 0 (19.3.2)

而𝑉1(𝜑)是作用量中的对称性破缺给出的小修正. 假定这一微扰将势的最小值点从𝜑0偏移

至𝜑 = 𝜑0 + 𝜑1, 其中𝜑0是𝑉0(𝜑)的最小值点, 𝜑1是对称性破缺微扰中的一阶小量. 这样, 真空态的

平衡条件就是
𝜕𝑉 (𝜑)

𝜕𝜑𝑛

⃒⃒⃒⃒
𝜑=𝜑0+𝜑1

= 0 . (19.3.3)

左边的零阶项就是[𝜕𝑉0(𝜑)/𝜕𝜑𝑛]𝜑=𝜑0 , 由于𝜑0的定义就是𝑉0(𝜑)的最小值点, 所以它为零. 因此一阶

项也必须为零, 因而: ∑︁
𝑚

𝜕2𝑉0(𝜑)

𝜕𝜑𝑛𝜕𝜑𝑚

⃒⃒⃒⃒
𝜑=𝜑0

𝜑1𝑚 +
𝜕𝑉1(𝜑)

𝜕𝜑𝑛

⃒⃒⃒⃒
𝜑=𝜑0

= 0 . (19.3.4)

将方程(19.2.6)中的𝑉替换成不变项𝑉0并将𝜑替换成𝜑0后, 它在这里就是成立的:∑︁
𝑛𝑙

𝜕2𝑉0(𝜑)

𝜕𝜑𝑛𝜕𝜑𝑚

⃒⃒⃒⃒
𝜑=𝜑0

(𝑡𝛼)𝑛𝑙 𝜑0𝑙 = 0 . (19.3.5)

因此, 给方程(19.3.4)乘以(𝑡𝛼𝜑0)𝑛并对𝑛求和给出∑︁
𝑛

(𝑡𝛼𝜑0)𝑛
𝜕𝑉1(𝜑)

𝜕𝜑𝑛

⃒⃒⃒⃒
𝜑=𝜑0

= 0 . (19.3.6)

回忆𝑉 (𝜑)作为单粒子不可约图生成函数的解释, 并注意到, 当没有微扰𝑉1时, 𝜑𝑛的Goldstone分

量是那些处在𝑡𝛼𝜑0方向的分量(见方程(19.2.33)), 方程(19.3.6)的左边正比于所有“蝌蚪”图的和,

在蝌蚪图中, 赝Goldstone玻色子湮没在真空之中. 因此, 方程可以叙述为条件: 到𝑉1中的一阶,

赝Goldstone玻色子没有蝌蚪图.

这一计算的含义在于, 如果我们不从满足方程(19.3.6)的零阶期望值出发, 那么即使很小的微

扰也会对𝜑产生很大的改变,这将破坏𝜑在𝜑0附近的展开. 幸运的是,对于紧Lie群,总可能选择𝜑0使

之满足方程(19.3.6). 为了看到这点, 注意到, 势𝑉0(𝜑)在实线性变换𝜑 → 𝐿𝜑的群下不变暗示了: 如

果𝜑*是势的一个最小值点, 那么𝐿𝜑*也是最小值点. 对于连续的变换群, 我们总可以将变换参数化

为𝐿(𝜃), 使得
𝜕𝐿(𝜃)

𝜕𝜃𝛼
𝐿−1(𝜃) = i𝑁𝛼𝛽(𝜃)𝑡𝛽 , (19.3.7)

其中𝑁𝛼𝛽是依赖于群参量𝜃𝛼的非奇异矩阵. (在实表示中, i𝑡𝛼是实的, 而非𝑡𝛼.) 现在考察函

数𝑉1(𝐿(𝜃)𝜑*). 当群是紧致群时, 随着𝜃跑遍整个群体积, 𝐿(𝜃)𝜑*映射到一个紧致流形, 并且, 只

要𝑉1(𝜑)是连续的, 那么它在任何这样的紧致面上必有一个最小值, 记这个最小值点为𝐿(𝜃*𝜑*).

𝑉1(𝐿(𝜃)𝜑*)对𝜃𝛼的导数是

𝜕𝑉1(𝐿(𝜃)𝜑*)

𝜕𝜃𝛼
=
∑︁
𝑛

𝜕𝑉1(𝜑)

𝜕𝜑𝑛

⃒⃒⃒⃒
𝜑=𝐿(𝜃*)𝜑*

𝑁𝛼𝛽(𝜃) (i𝑡𝛽𝐿(𝜃*)𝜑*)𝑛 . (19.3.8)

它必须在最小值点𝜃*处为零, 既然𝑁𝑎𝑏是非奇异的, 这暗示了

0 =
∑︁
𝑛

𝜕𝑉1(𝜑)

𝜕𝜑𝑛

⃒⃒⃒⃒
𝜑=𝐿(𝜃*)𝜑*

(𝑡𝛽𝐿(𝜃*)𝜑*)𝑛 . (19.3.9)

*我们将一般的对称性生成元记做𝑡𝛼, 𝑡𝛽等, 与独立的破缺对称性生成元不同, 对于那些生成元, 下标𝛼取值𝑎, 𝑏等.
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然而, 如果我们选择𝜑0 = 𝐿(𝜃*)𝜑*, 那么方程(19.3.6)总是满足的.

方程(19.3.6)被称为真空对齐条件(vacuum alignment condition),[8] 这是因为它一般会有这样

的效应: 迫使真空所破缺的对称性的方向与哈密顿量中的对称项破缺性构成某种队列. 例如, 考察

上一节所引入的𝑆𝑂(𝑁)自发破缺到𝑆𝑂(𝑁 − 1)的情况. 当对称性破缺微扰不存在时, 没有方法分

辨哪个𝑆𝑂(𝑁 − 1)群是未破缺的; 对于𝑆𝑂(𝑁)保持某个𝑁 -矢𝜑0𝑚不变的𝑆𝑂(𝑁 − 1)子群, 若理论的

动力学所给出的基态在该子群的作用下不变, 那么通过实施一个𝑆𝑂(𝑁)旋转, 我们能发现另一个

基态, 这个基态在保持另一个𝑁 -矢不变的𝑆𝑂(𝑁 − 1)子群的作用下不变. 如果我们增加一个微扰,

这个微扰在𝑆𝑂(𝑁)的作用下像𝑁 -矢𝜑𝑛(不一定由基本场构成)的分量
∑︀

𝑛 𝑢𝑛𝜑𝑛那样变换, 那么这个

哈密顿量在𝑆𝑂(𝑁)一个特定的𝑆𝑂(𝑁 − 1)子群下不变, 即保持矢量𝑢不变的旋转所构成的子群. 没

有真空对齐条件, 我们可以认为剩余的精确对称性是𝑆𝑂(𝑁 − 2), 组成这个群的旋转既保持𝑢不变

又保持表征真空对称性的矢量𝜑0不变. 但伴随𝑉1(𝜑) =
∑︀

𝑛 𝑢𝑛𝜑𝑛, 条件(19.3.6)告诉我们, 当处在

真正的真空时, 对于所有的𝑆𝑂(𝑁)生成元𝑡𝛼有
∑︀

𝑛(𝑡𝛼𝜑0)𝑛𝑢𝑛 = 0. 𝑆𝑂(𝑁)生成元𝑡𝛼展开了所有反

对称𝑁 × 𝑁矩阵的空间, 所以这一条件要求𝜑0必须处在与𝑢相同的方向上, 因而未破缺的对称性

是𝑆𝑂(𝑁 − 1), 而不是𝑆𝑂(𝑁 − 2).

根据16.1节的一般结果, 赝Goldstone玻色子直到一阶的质量矩阵𝑀𝑎𝑏给定为

𝑀2
𝑎𝑏 =

∑︁
𝑚𝑛

𝑍𝑎𝑛𝑍𝑏𝑚
𝜕2𝑉 (𝜑)

𝜕𝜑𝑚𝜕𝜑𝑛

⃒⃒⃒⃒
𝜑=𝜑0+𝜑1

, (19.3.10)

其中𝑍𝑎𝑛是方程(19.2.39)所定义的场场重整化常数. 既然质量矩阵(19.3.10)在零阶为零, 一阶项给

出

𝑀2
𝑎𝑏 =

∑︁
𝑚𝑛

𝑍𝑎𝑛𝑍𝑏𝑚

[︃∑︁
ℓ

𝜕3𝑉0(𝜑)

𝜕𝜑ℓ𝜕𝜑𝑚𝜕𝜑𝑛

⃒⃒⃒⃒
𝜑=𝜑0

𝜑1ℓ +
𝜕2𝑉1(𝜑)

𝜕𝜑𝑚𝜕𝜑𝑛

⃒⃒⃒⃒
𝜑=𝜑0

]︃
, (19.3.11)

其中𝑍𝑎𝑛在这里由(19.2.40)的零阶近似给出:

𝑍𝑎𝑛 =
∑︁
𝑏

𝐹−1
𝑎𝑏 (i𝑡𝑏𝜑0)𝑛 . (19.3.12)

为了计算质量矩阵(19.3.11), 我们取方程(19.2.55)中的𝑡为破缺对称性生成元𝑡𝑎中的一个, 令𝜑 =

𝜑0, 并与(𝑡𝑏𝜑0)𝑚𝜑1ℓ收缩:

0 =
∑︁
𝑛𝑚ℓ

𝜕3𝑉0(𝜑)

𝜕𝜑ℓ𝜕𝜑𝑚𝜕𝜑𝑛

⃒⃒⃒⃒
𝜑=𝜑0

𝜑1ℓ(𝑡𝑎𝜑0)𝑛(𝑡𝑏𝜑0)𝑚

+
∑︁
𝑛𝑚

𝜕2𝑉0(𝜑)

𝜕𝜑𝑛𝜕𝜑𝑚

⃒⃒⃒⃒
𝜑=𝜑0

(𝑡𝑎𝜑1)𝑛(𝑡𝑏𝜑0)𝑚 +
∑︁
𝑛ℓ

𝜕2𝑉0(𝜑)

𝜕𝜑𝑛𝜕𝜑ℓ

⃒⃒⃒⃒
𝜑=𝜑0

(𝑡𝑎𝑡𝑏𝜑0)𝑛𝜑1ℓ .

根据方程(19.2.6), 右边的第二项为零, 而第三项可以利用方程(19.3.4)进行重写, 这给了我们

∑︁
𝑛𝑚ℓ

𝜕3𝑉0(𝜑)

𝜕𝜑ℓ𝜕𝜑𝑚𝜕𝜑𝑛

⃒⃒⃒⃒
𝜑=𝜑0

𝜑1ℓ(𝑡𝑎𝜑0)𝑛(𝑡𝑏𝜑0)𝑚 =
𝜕𝑉1(𝜑)

𝜕𝜑𝑛

⃒⃒⃒⃒
𝜑=𝜑0

(𝑡𝑎𝑡𝑏𝜑0)𝑛 . (19.3.13)

这样, 在方程(19.3.11)使用上式就给出了赝Goldstone玻色子的质量矩阵公式, 以𝑉1的形式, 这个公
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式是

𝑀2
𝑐𝑑 = −

∑︁
𝑎𝑏

𝐹−1
𝑐𝑎 𝐹

−1
𝑑𝑏

[︃
(𝑡𝑎𝜑0)𝑛(𝑡𝑏𝜑0)𝑚

𝜕2𝑉1(𝜑)

𝜕𝜑𝑚𝜕𝜑𝑛

⃒⃒⃒⃒
𝜑=𝜑0

+ (𝑡𝑎𝑡𝑏𝜑0)𝑛
𝜕𝑉1(𝜑)

𝜕𝜑𝑛

⃒⃒⃒⃒
𝜑=𝜑0

]︃
. (19.3.14)

为了使它是一个合理的质量矩阵, 它最好是正定的. 为了看到这一点, 将这一结果重写

成对群参量𝜃𝛼的导数形式将是方便的. 对方程(19.3.8)做相对𝜃𝛽的微分, 令𝜃 = 𝜃*, 并使用方

程(19.3.9)和𝜑0 = 𝐿(𝜃*)𝜑*, 这给出

𝑀2
𝑎𝑏 =

∑︁
𝑐𝑑𝛼𝛽

𝑁−1
𝑎𝛼 (𝜃*)𝑁

−1
𝑏𝛽 (𝜃*)𝐹

−1
𝑎𝑐 𝐹

−1
𝑏𝑑

𝜕2𝑉1(𝐿(𝜃)𝜑*)

𝜕𝜃𝛼𝜕𝜃𝛽

⃒⃒⃒⃒
𝜃=𝜃*

. (19.3.15)

由于𝜃*是函数𝑉1(𝐿(𝜃)𝜑*)的最小值点, 右边的矩阵是正定的.

这一公式有一个稍微更加熟悉的版本, 在那个版本中, 质量矩阵表示成了对称性生成元与对

称性破缺微扰的双重对易子的真空期望值. 假定哈密顿量中的对称性破缺微扰𝐻1是算符Φ𝑛的线

性组合

𝐻1 =
∑︁
𝑛

𝑢𝑛Φ𝑛 (19.3.16)

(算符Φ𝑛不必须是基本标量场), 这构成了生成元为𝑡𝛼的对称群的一个表示, 也就是说

[𝑇𝛼,Φ𝑛] = −(𝑡𝛼)𝑚𝑛Φ𝑚 , (19.3.17)

其中𝑇𝛼是该对称群的量子力学生成元. 根据16.3节的结果, 势的对称性破缺部分是

𝑉1(𝜑) = ⟨𝐻1⟩⟨Φ⟩=𝜑 =
∑︁
𝑛

𝑢𝑛𝜑𝑛 , (19.3.18)

中间表达式中的下标表示的是在期望值所取的最小能量态上, Φ𝑛有期望值𝜑𝑛. 这样, 真空对齐条

件(19.3.6)就变成

0 =
∑︁
𝑛

𝑢𝑛(𝑡𝛼𝜑0)𝑛 ,

或者, 使用方程(19.3.17)

0 = ⟨[𝑇𝛼, 𝐻1]⟩0 , (19.3.19)

下标0现在表示期望值取在Φ𝑛有期望值𝜑0𝑛的真空态上. 另外, 方程(19.3.14)在这里所给出的质量

矩阵是

𝑀2
𝑐𝑑 = −

∑︁
𝑎𝑏

𝐹−1
𝑐𝑎 𝐹

−1
𝑑𝑏

∑︁
𝑛

𝑢𝑛(𝑡𝑎𝑡𝑏𝜑0)𝑛 ,

使用方程(19.3.17), 这变成

𝑀2
𝑐𝑑 = −

∑︁
𝑎𝑏

𝐹−1
𝑐𝑎 𝐹

−1
𝑑𝑏 ⟨[𝑇𝑎, [𝑇𝑏, 𝐻1]]⟩0 . (19.3.20)

它关于𝑐和𝑑是对称的. 为了看到这一点, 注意到, 利用Jacobi恒等式和群对易关系,方程(19.3.20)与

它交换指标𝑐, 𝑑后的差可以写成⟨[𝑇𝛼, 𝐻1]⟩0的线性组合, 而根据真空对齐条件(19.3.19), 这为零. 质

量矩阵(19.3.20)同样也是正定的, 这是因为, 对于旋转真空态exp(i𝜃𝑎𝑇𝑎)|0⟩, 𝜃 = 0这一点位于真空

能⟨exp(−i𝜃𝑎𝑇𝑎)𝐻1 exp(i𝜃𝑎𝑇𝑎)⟩0的最小值点.
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19.4 作为Goldstone玻色子的𝜋介子

在基本粒子物理学中, 破缺对称性的经典粒子是强相互作用被称为𝑆𝑈(2) × 𝑆𝑈(2)的近似对

称性. 根据我们目前的理解, 产生这一对称性的原因是两个夸克场𝑢和𝑑碰巧有相对较小的质量.

(19.7节给出了一个估计.) 在𝑢和𝑑是无质量的近似下, 量子色动力学的拉格朗日量(18.7.5)是

L = −�̄�𝛾𝜇𝐷𝜇𝑢− 𝑑𝛾𝜇𝐷𝜇𝑑− · · · , (19.4.1)

其中𝐷𝜇是色规范协变导数(见方程(15.1.10))而“· · · ”指代那些只包含胶子场和/或其它的夸克味但

不包含𝑢或𝑑的项. 这一拉格朗日量在如下的变换下不变:(︃
𝑢

𝑑

)︃
→ exp

(︁
i �⃗�
𝑉 · �⃗�+ i 𝛾5⃗𝜃

𝐴 · �⃗�
)︁(︃ 𝑢

𝑑

)︃
, (19.4.2)

其中⃗𝑡是同位旋矩阵的3-矢*

𝑡1 =
1

2

(︃
0 1

1 0

)︃
, 𝑡2 =

1

2

(︃
0 −i

i 0

)︃
, 𝑡3 =

1

2

(︃
1 0

0 −1

)︃
.

而⃗𝜃
𝑉
和⃗𝜃

𝐴
是独立的实3-矢.** 这一Lie代数可以写成两个对易的𝑆𝑈(2)子代数的形式, 这两个子代

数分别只作用在夸克场的左手部分和右手部分上, 它们的生成元是

�⃗�𝐿 =
1

2
(1 + 𝛾5)⃗𝑡 , �⃗�𝑅 =

1

2
(1− 𝛾5)⃗𝑡 , (19.4.3)

并满足对易关系

[𝑡𝐿𝑖, 𝑡𝐿𝑗 ] = i 𝜖𝑖𝑗𝑘 𝑡𝐿𝑘 , (19.4.4)

[𝑡𝑅𝑖, 𝑡𝑅𝑗 ] = i 𝜖𝑖𝑗𝑘 𝑡𝑅𝑘 , (19.4.5)

[𝑡𝐿𝑖, 𝑡𝑅𝑗 ] = 0 . (19.4.6)

因此底层的对称群可以等同为𝑆𝑈(2) × 𝑆𝑈(2). 它有另一个显然的𝑆𝑈(2)子群, 这一子群由⃗𝜃
𝐴
=

0的普通同位旋变换构成, 而它的生成元是

�⃗� = �⃗�𝐿 + �⃗�𝑅 . (19.4.7)

𝑆𝑈(2)× 𝑆𝑈(2)的代数可以写成⃗𝑡和另一生成元三重态的形式:

�⃗� = �⃗�𝐿 − �⃗�𝑅 = 𝛾5⃗𝑡 (19.4.8)

而对易关系是

[𝑡𝑖, 𝑡𝑗 ] = i 𝜖𝑖𝑗𝑘 𝑡𝑘 , (19.4.9)

[𝑡𝑖, 𝑥𝑗 ] = i 𝜖𝑖𝑗𝑘 𝑥𝑘 , (19.4.10)

[𝑥𝑖, 𝑥𝑗 ] = i 𝜖𝑖𝑗𝑘 𝑡𝑘 . (19.4.11)

*为了与普通3-矢区分开, 我们用箭头来标记同位旋空间中的3-矢, 对于普通3-矢则继续用黑体字母标记.
**拉格朗日量(19.4.1)有这一对称性是因为𝛾5𝜓𝛾

𝜇 = −𝜓𝛾5𝛾𝜇 = +𝜓𝛾𝜇𝛾5. 这一拉格朗日量还有另外两个连续的内

部对称性. 一个是重子数守恒, 即在𝑢夸克场和𝑑夸克场的普通相位变换下的不变性. 这是未破缺的且与另一个对称性

对易, 所以它不影响我们这一节的讨论. 另一个对称性是夸克二重态与exp(i𝛼𝛾5)相乘后的不变性. 正如23.5节所讨论

的, 这一𝑈(1)对称性被瞬子所附带的非微扰效应内在且严重地破坏了.
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我们将看到这一𝑆𝑈(2)× 𝑆𝑈(2)对称性是自发破缺的, 而该对称群由⃗𝑡生成的同位旋子群是一个普

通的未破缺(尽管是近似的)对称性.

通过Noether的方法(参看7.3节), 我们可以从拉格朗日量(19.4.1)中导出守恒矢量流和守恒轴

矢量流

�⃗� 𝜇 = i 𝑞𝛾𝜇𝑡𝑞 , �⃗�𝜇 = i 𝑞𝛾𝜇𝛾5⃗𝑡𝑞 , (19.4.12)

𝜕𝜇�⃗�
𝜇 = 𝜕𝜇�⃗�

𝜇 = 0 , (19.4.13)

其中𝑞是夸克二重态,

𝑞 ≡
(︃
𝑢

𝑑

)︃
(19.4.14)

它们所附带的荷分别是同位旋的生成元和剩余对称性的生成元

�⃗� =

∫︁
d3𝑥 �⃗� 0 , (19.4.15)

�⃗� =

∫︁
d3𝑥 �⃗�0 . (19.4.16)

对流(19.4.12)归一化使得量子算符�⃗�和�⃗�满足与矩阵⃗𝑡和�⃗�相同的对易关系

[𝑇𝑖, 𝑇𝑗 ] = i 𝜖𝑖𝑗𝑘 𝑇𝑘 , (19.4.17)

[𝑇𝑖, 𝑋𝑗 ] = i 𝜖𝑖𝑗𝑘𝑋𝑘 , (19.4.18)

[𝑋𝑖, 𝑋𝑗 ] = i 𝜖𝑖𝑗𝑘 𝑇𝑘 . (19.4.19)

作用在夸克场上, 这些算符诱导了变换(19.4.2), 也就是说[︁
�⃗� , 𝑞

]︁
= −⃗𝑡 𝑞 , (19.4.20)[︁

�⃗�, 𝑞
]︁
= −⃗𝑥 𝑞 , (19.4.21)

如果这一对称性是精确对称性且未破缺, 那么它会要求任何的单强子态|ℎ⟩与另一个宇称相反
但自旋, 重子数且奇异数相同的态�⃗�|ℎ⟩简并.† 在强子频谱中没有看到这样的宇称倍增, 所以我们

只能得出这样的结论: 如果手征对称性𝑆𝑈(2)× 𝑆𝑈(2)完全只是一个很好的近似, 那么它必须自发

破缺到它的同位旋𝑆𝑈(2)子群. 在这一情况下, 算符�⃗�把单强子态|ℎ⟩变换到了强子ℎ加上一个无质
量的赝标量Goldstone玻色子, 所以强子频谱的宇称倍增是不需要的.

量子色动力学是否真的呈现出了这样的对称性破缺模型? 这个问题包含了强相互作用动力

学所有的复杂性. 我们将在19.9节看到, 相信量子色动力学中的同位旋𝑆𝑈(2)没有自发破缺有着一

般性的理由. 但是要证明𝑆𝑈(2) × 𝑆𝑈(2)的手征部分是自发破缺的则困难得多. (但根据22.5节所

给出的一个讨论, 对于有三个夸克味的量子色动力学, 它的𝑆𝑈(3)× 𝑆𝑈(3)对称性一定是自发破缺

的.) 在某种意义上, 在20世纪60年代意识到无需对手征对称性的破缺机制有细致的理解算得上是

一个突破; 通过假定𝑆𝑈(2)× 𝑆𝑈(2)破缺到了𝑆𝑈(2), 我们就导出了这一对称性破缺最有趣的结果.

†满足这一条件的方法之一让强子的质量为零, 有螺度为± 1
2
的两个态|±⟩, 但自旋, 重子数以及奇异数相同; 那么

态|+⟩+ |−⟩和|+⟩ − |−⟩将会有相反的宇称. 除非我们对轴矢量流的矩阵元做出进一步的假定, 否则我们无法确定未破

缺的手征对称性必然给出核子质量为零. 然而, 正如我们将在22.5节所看到的, 事实上, 一个精确的未破缺手征对称性

将会要求一些重子是无质量的.
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𝑢夸克和𝑑夸克的质量虽小但不为零, 所以𝑆𝑈(2)×𝑆𝑈(2)对称性不是精确的. 破缺的近似手征

对称性蕴含了一个近似无质量Goldstone玻色子的存在, 而这个Goldstone玻色子与破缺对称性生

成元�⃗�所生成的Goldstone玻色子有着相同的量子数: 它必须是一个宇称为负, 自旋为零, 同位旋

为1, 而重子数和奇异数为零的态. 事实上, 最轻的强子是𝜋介子, 它精确拥有这些量子数, 由此我

们得出: 𝜋介子就是近似手征对称性自发破缺所附带的Goldstone玻色子. 正如我们将在下面看到

的, 与𝑚𝑢和𝑚𝑑的线性组合成正比的是𝑚
2
𝜋而不是𝑚𝜋, 并且𝑚

2
𝜋/𝑚

2
𝑁 ≃ 0.022非常小, 所以我们从自

发破缺的𝑆𝑈(2)× 𝑆𝑈(2)所导出的结果应该是合理准确的.

在探索𝜋介子相互作用的手征对称性会产生什么样的结果时, 注意到如下的事实将是非常有

用的: 尽管强相互作用不以任何方式依赖于弱相互作用的存在, 但对称流�⃗� 𝜇和�⃗�𝜇碰巧进入到像

核𝛽-衰变这样的奇异数守恒的半轻子弱相互作用中. 正如我们将在21.3节所看到的, 电弱相互作

用的标准模型要求这些相互作用在低能时的有效拉格朗日量必须采取形式:

Lwk = − i𝐺wk√
2

(︁
𝑉 𝜆
+ +𝐴𝜆+

)︁∑︁
ℓ

ℓ̄𝛾𝜆(1 + 𝛾5)𝜈ℓ +H.c. (19.4.22)

其中ℓ取遍三个轻子𝑒, 𝜇和𝜏的重整化场; 而𝜈ℓ取遍相应中微子的重整化场; 而𝑉 𝜆
±和𝐴

𝜆
±是电荷改变

流

𝑉 𝜆
± = 𝑉 𝜆

1 ± i𝑉 𝜆
2 , 𝐴𝜆± = 𝐴𝜆1 ± i𝐴𝜆2 . (19.4.23)

常数††𝐺wk可以从同一同位旋多重态中自旋为零的态之间的𝛽-跃迁速率中测量出来, 例如衰

变𝜋+ → 𝜋0 + 𝑒+ + 𝜈𝑒和
14𝑂 → 14𝑁* + 𝑒+ + 𝜈𝑒. 这些跃迁中的动量传递非常小, 所以(强相互作

用中的)宇称守恒和旋转不变性告诉我们: 只有
∫︀
d3𝑥𝑉 0

− = 𝑇1 − i𝑇2的矩阵元进入到了这些衰变

的𝑆-矩阵元中. 这一算符在一给定同位旋多重态的各种态之间的矩阵元正是Clebsch-Gordan系

数, 所以从这些“0 → 0”过程的速率中, 我们可以计算出方程(19.4.22)中耦合常数的一个值[9]:

𝐺wk ≃ 1.14959(38) × 10−5GeV−2. 另一方面, 在𝜋介子的衰变过程𝜋+ → 𝜇+ + 𝜈𝜇中, 我们需要的

唯一流矩阵元是𝐴𝜆−在单𝜋介子态和真空态之间的矩阵元:

⟨VAC|𝐴𝑖𝜇(𝑥)|𝜋𝑗⟩ =
i𝐹𝜋 𝛿𝑖𝑗 𝑝

𝜇
𝜋 ei𝑝𝜋 ·𝑥

2(2π)3/2
√︀
2𝑝0𝜋

, (19.4.24)

除了因子𝐹𝜋外, 剩下的量都是已知的. 𝜋介子衰变的速率变成

Γ(𝜋 → 𝜇+ 𝜈) =
𝐺2

wk𝐹
2
𝜋𝑚

2
𝜇(𝑚

2
𝜋 −𝑚2

𝜇)
2

16π𝑚3
𝜋

. (19.4.25)

已经知道𝜋+ → 𝜇+ + 𝜈𝜇的速率是Γ = (2.6033(24)× 10−8 s)−1, 再加上前面𝐺wk的值, 我们发现‡

𝐹𝜋 ≃ 184MeV . (19.4.26)

我们现在来考察�⃗�
𝜇
在单核子态之间的矩阵元. 它本身就非常有趣, 并且像19.2节讨论的那样,

它提供了我们计算核子碰撞过程中发射低能𝜋介子所需的信息. 沿用10.6节用于电磁流的相同原

††𝐺wk与通常的Fermi耦合常数和Cabibbo角𝜃𝐶的关系是𝐺wk = 𝐺𝐹 cos 𝜃𝐶 ; 参看21.3节.
‡遇到𝜋介子衰变常数𝑓𝜋是很常见的, 以𝐹𝜋的形式, 它的各种定义方式是𝐹𝜋, 𝐹𝜋/

√
2或𝐹𝜋/2.
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因, 我们会发现Lorentz不变性和宇称守恒要求这一矩阵元采取如下的形式‡‡

⟨𝑝|𝐴𝜇+(𝑥)|𝑛⟩ = (2π)−3 ei𝑞·𝑥

× �̄�𝑝

[︁
− i𝛾𝜇𝛾5𝑓(𝑞

2) + 𝑞𝜇𝛾5𝑔(𝑞
2) + i𝑞𝜈 [𝛾

𝜇, 𝛾𝜈 ]𝛾5ℎ(𝑞
2)
]︁
𝑢𝑛 , (19.4.27)

其中𝑞 ≡ 𝑝𝑛 − 𝑝𝑝. 在𝑆𝑈(2)× 𝑆𝑈(2)对称性是精确对称性的近似下, 流守恒要求

𝑞𝜇⟨𝑝|𝐴𝜇+(𝑥)|𝑛⟩ = 0 . (19.4.28)

利用Dirac旋量𝑢𝑝和𝑢𝑛的定义方程,

�̄�𝑝(i /𝑝𝑝 +𝑚𝑁 ) = (i /𝑝𝑛 +𝑚𝑁 )𝑢𝑛 = 0 ,

我们看到

𝑞𝜇�̄�𝑝[−i𝛾𝜇𝛾5]𝑢𝑛 = −2𝑚𝑁 �̄�𝑝𝛾5𝑢𝑛

因而方程(19.4.28)要求

2𝑚𝑁𝑓(𝑞
2) = 𝑞2𝑔(𝑞2) . (19.4.29)

如果𝑔(𝑞2)在𝑞2 = 0处没有奇点, 那么(19.4.29)将会要求𝑚𝑁 = 0或𝑓(0) = 0, 前者肯定不对, 后者也

不对. 事实上, 在中子衰变这样的低能核子𝛽-衰变中测量出了𝑓(0), 在中子衰变中这通常称为𝑔𝐴;

我们发现这个量拥有值

𝑓(0) ≡ 𝑔𝐴 = 1.2573(28) . (19.4.30)

𝑚𝑁和𝑓(0) = 𝑔𝐴均非小量的事实要求, 在精确𝑆𝑈(2) × 𝑆𝑈(2)对称性的极限下, 𝑔(𝑞2)必须在𝑞2 →
0时有一极点:

𝑔(𝑞2) → 2𝑚𝑁𝑔𝐴
𝑞2

. (19.4.31)

无质量𝜋介子会自然地提供这样的极点, 而𝜋介子也是精确𝑆𝑈(2) × 𝑆𝑈(2)对称性的自发破缺

所要求的. 假定𝜋介子与单核子态的耦合就如同相互作用拉格朗日量是♮ −2i𝐺𝜋𝑁 �⃗��̄�𝛾5⃗𝑡𝑁 . 方

程(19.4.24)告诉我们,流在单𝜋介子态和真空态之间的矩阵元就如同�⃗�
𝜇
(𝑥)中有了形式为𝐹𝜋𝜕

𝜇�⃗�/2的

项. 因此, 在𝑞2 → 0的极限下, 矩阵元(19.4.27)有极点

⟨𝑝|𝐴𝜇+(𝑥)|𝑛⟩ →
[︂
ei𝑞·𝑥

(2π)3

]︂ [︁
i(2π)42𝐺𝜋𝑁 �̄�𝑝(i𝛾5)𝑢𝑛

]︁ [︂ −i

(2π)4𝑞2

]︂ [︁
i𝑞𝜇𝐹𝜋/2

]︁
.

与方程(19.4.27)相比, 我们看到交换单𝜋介子在𝑞2 → 0时给了函数𝑔(𝑞2)一个极点

𝑔(𝑞2) → 𝐺𝜋𝑁𝐹𝜋
𝑞2

. (19.4.32)

汇合方程(19.4.31)和(19.4.32), 我们发现

𝐺𝜋𝑁 =
2𝑚𝑁𝑔𝐴
𝐹𝜋

. (19.4.33)

‡‡标准模型中的流𝐴𝜇
±拥有电荷共轭性, 这使得系数ℎ(𝑞2)为零. 在弱流中可能会有电荷共轭性相反的“第二类”项[10],

它会给出不为零的ℎ(𝑞2),但还没有这种项存在的证据. 我们将会看到,对于从手征对称性得到的推论而言,保留ℎ(𝑞2)项

并不会有什么影响.
♮ 这是赝标量𝜋介子-核子耦合𝐺𝜋𝑁的传统定义, 在这里引入因子2是为了与同位旋矩阵中的1/2相抵消.
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这是著名的Goldberger-Treiman关系.[11] 它工作地相当好; 取𝑚𝑁 = (𝑚𝑝 +𝑚𝑛)/2 = 9.389MeV,

𝑔𝐴 = 1.257和𝐹𝜋 = 184GeV, 这给出𝐺𝜋𝑁 ≃ 12.7, 与各种方法(包括核子-核散射中单𝜋介子极点的

效应以及𝜋介子-核散射中单核子极点的效应)测量出来的值♮♮𝐺𝜋𝑁 = 13.5符合得相当好.

在真实世界中, 𝜋介子不是无质量的, 𝑆𝑈(2) × 𝑆𝑈(2)也不是对称性(即使在自发破缺之前)也

不是精确的. 这一情况可以用上一节所给出的一般形式理论进行分析. 拉格朗日量(19.4.1)在该哈

密顿量中产生了对称性破缺项

𝐻1 = 𝑚𝑢�̄�𝑢+𝑚𝑑𝑑𝑑 = (𝑚𝑢 +𝑚𝑑)Φ
+
4 + (𝑚𝑢 −𝑚𝑑)Φ

−
3 (19.4.34)

其中

Φ+
4 ≡ 1

2(�̄�𝑢+ 𝑑𝑑) , Φ−
3 = 1

2(�̄�𝑢− 𝑑𝑑) . (19.4.35)

算符Φ+
4和Φ−

3是空间分量, 并且正如这个记号所要显示的, 它们在𝑆𝑈(2) × 𝑆𝑈(2)下按照独立手

征4-矢Φ±
𝛼的分量进行变换:

Φ⃗+ = i𝑞𝛾5⃗𝑡𝑞 , Φ+
4 = 1

2𝑞𝑞 , (19.4.36)

Φ⃗− = 𝑞 �⃗�𝑞 , Φ−
4 = −1

2 i𝑞𝛾5𝑞 . (19.4.37)

它们是手征4-矢, 也就是说 [︁
�⃗� ,Φ±

𝑛

]︁
= −

∑︁
𝑚

(T⃗ )𝑛𝑚Φ
±
𝑚 , (19.4.38)[︁

�⃗�,Φ±
𝑛

]︁
= −

∑︁
𝑚

(X⃗ )𝑛𝑚Φ
±
𝑚 , (19.4.39)

其中T⃗和X⃗是4× 4厄米矩阵, 它们构成了𝑆𝑈(2)× 𝑆𝑈(2) ≡ 𝑆𝑂(4)代数的4-矢表示:

(T𝑎)𝑏𝑐 = −i𝜖𝑎𝑏𝑐 , (T𝑎)𝑏4 = (T𝑎)4𝑏 = (T𝑎)44 = 0 , (19.4.40)

(X𝑎)𝑏4 = −(X𝑎)4𝑏 = −i𝛿𝑎𝑏 , (X𝑐)𝑎𝑏 = (X𝑐)44 = 0 . (19.4.41)

这一记号使得很容易就看到生成元𝑇1, 𝑇2, 𝑋1, 𝑋2和𝑋3的真空对齐条件, 它们分别采取如下的形

式

0 = ⟨Φ−
2 ⟩0 = ⟨Φ−

1 ⟩0 = ⟨Φ+
1 ⟩0 = ⟨Φ+

2 ⟩0
= (𝑚𝑢 +𝑚𝑑)⟨Φ+

3 ⟩0 + (𝑚𝑑 −𝑚𝑢)⟨Φ−
4 ⟩0 . (19.4.42)

我们已经假定了, 在𝑢夸克和𝑑夸克的质量为零的前提下, 对称性𝑆𝑈(2) × 𝑆𝑈(2)自发破缺的方

式会保护由�⃗�生成的𝑆𝑈(2)对称性和宇称不破缺, 在这一情况下, ⟨Φ+
𝑛 ⟩0指向4-方向并且⟨Φ−

𝑛 ⟩0为
零, 这使得条件(19.4.42)是满足的. 但有了𝑚𝑢 = 𝑚𝑑 = 0, 通过对这一对称性破缺解做任意

的𝑆𝑈(2)×𝑆𝑈(2)变换, 我们就可以得到另一个宇称定义不同的对称性破缺解. 因此当𝑢夸克和𝑑夸

克的质量为零时, 尽管在所有情况中⟨Φ−
𝑛 ⟩0 = 0, 但是无法分辨⟨Φ+

𝑛 ⟩0 = 0应该指向什么方向, 或

者𝑆𝑈(2) × 𝑆𝑈(2)的哪个𝑆𝑈(2)子群是不破缺的. 真空对齐条件(19.4.43)告诉我们, 若对称性被被

♮♮教科书[12]值是𝐺2
𝜋𝑁/4π = 14.3或𝐺𝜋𝑁 = 13.4, 关于中子-质子在162Gev处的电荷交换散射, 最近一项高精度的研

究[13]给出了值𝐺2
𝜋𝑁/π = 14.6± 0.3或𝐺𝜋𝑁 = 13.5.
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微扰(19.4.34)内在地破坏了, 并且对称性自发破缺的方式使得⟨Φ−
𝑛 ⟩0 = 0, 那么真空“排列”的方式

要使⟨Φ+
𝑛 ⟩0指向4-方向, 这使得未破缺的𝑆𝑈(2)对称性是普通的同位旋.

这一形式理论可以用来计算𝜋介子质量. 从方程(19.4.39)—(19.4.41), 我们发现

[𝑋𝑎, [𝑋𝑏,Φ
+
4 ]] = 𝛿𝑎𝑏Φ

+
4 , [𝑋𝑎, [𝑋𝑏,Φ

−
3 ]] = Φ−

𝑎 𝛿𝑏3 . (19.4.43)

另外, 同位旋不变性告诉我们, 19.2节引入的对称性破缺参量𝐹𝑎𝑏正比于𝛿𝑎𝑏, 根据(19.4.24), 比例因

子就是𝐹𝜋/2, 所以

𝐹𝑎𝑏 = 𝛿𝑎𝑏𝐹𝜋/2 . (19.4.44)

因此, 方程(19.3.20)就给出了𝜋介子质量矩阵

𝑚2
𝑎𝑏 = 𝛿𝑎𝑏𝑚

2
𝜋 , (19.4.45)

其中

𝑚2
𝜋 = −4(𝑚𝑢 +𝑚𝑑)⟨Φ+

4 ⟩0/𝐹 2
𝜋 . (19.4.46)

虽然我们没有对𝑚𝑢和𝑚𝑑的比值做任何假定, 但是带电𝜋介子和中性𝜋介子的质量结果是相等的,

这是十分惊人的. 我们会在下面看到这一比值并不在1附近; 同位旋是一个好量子数不是因为𝑢夸

克和𝑑夸克质量近乎相等, 而是因为它们的质量很小. 另外, 正如所承诺的, 正比于夸克质量的

是𝜋介子质量的平方, 所以夸克质量应该非常小. (19.7节有一个估计.) 观测到的𝜋介子质量差并非

源于𝑢夸克和𝑑夸克的质量差, 而是源于电磁. 诚然, 𝜋介子同位旋多重态的质量差是唯一一个仅用

交换单光子就成功计算出的质量差.[14]

当然, 即使把夸克质量考虑在内, 我们依旧可以用方程(19.4.24)来定义𝐹𝜋; 它的散度给出

⟨VAC|𝜕𝜇𝐴𝑖𝜇(𝑥)|𝜋𝑗⟩ =
𝐹𝜋𝛿𝑖𝑗𝑚

2
𝜋e

i𝑝𝜋 ·𝑥

2(2π)3/2
√︀
2𝑝0𝜋

. (19.4.47)

取代假定𝜕𝜇�⃗�
𝜇为零, 我们现在可以假定它很小, 大约是𝑚2

𝜋阶, 除此之外, 为了弥补𝑚2
𝜋比较

小还要有一个𝑝𝑖介子极点. 根据方程(19.4.47), 𝜕𝜇�⃗�
𝜇在单𝜋介子极点附加的矩阵元行为就如

同𝜕𝜇�⃗�
𝜇是𝐹𝜋𝑚

2
𝜋乘以一个合适的重整化𝜋介子场. 例如, 𝜕𝜇𝐴

𝜇
+的单核子矩阵元应该是

⟨𝑝|𝜕𝜇𝐴𝜇+(0)|𝑛⟩ ≃
𝐹𝜋𝑚

2
𝜋

2

[︂ −i

(2π)4(𝑞2 +𝑚2
𝜋)

]︂ [︁
i(2π)42𝐺𝜋𝑁 �̄�𝑝(−i𝛾5)𝑢𝑛

]︁
, (19.4.48)

所以, 以(19.4.27)中形状因子的形式

𝑞2𝑔(𝑞2)− 2𝑚𝑁𝑓(𝑞
2) ≃ −𝐺𝜋𝑁𝐹𝜋𝑚

2
𝜋

𝑞2 +𝑚2
𝜋

. (19.4.49)

可以预期, 这一公式不仅在𝑞2 → −𝑚2
𝜋的极限下是成立的, 当𝑞2的量级时𝑚2

𝜋时, 这一公式也是成立

的, 这是因为对于所有这样小的𝑞2, 主导𝜕𝜇𝐴
𝜇矩阵元的是𝜋介子极点. 另外, 对于这样的𝑞2, 取代方

程(19.4.32), 我们有

𝑔(𝑞2) ≃ 𝐺𝜋𝑁𝐹𝜋
𝑞2 +𝑚2

𝜋

(19.4.50)

从方程(19.4.49)和(19.4.50), 我们发现对于𝑚2
𝜋阶的𝑞

2,

𝑓(𝑞2) ≃ 𝐺𝜋𝑁𝐹𝜋

⧸︁
2𝑚𝑁 . (19.4.51)
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在𝑞2从0到𝑚2
𝜋阶的范围内, 这一函数粗略是一常数, 这是不奇怪的, 因为它没有单𝜋介子极点, 并且

在𝑞2这样小的范围内也没有其它东西能给与它实质上的变化. 这个常数值近似为𝑓(0) ≡ 𝑔𝐴, 进而

方程(19.4.51)又一次给出了Goldberger-Treiman关系.

现在, 我们可以用19.2节的结果计算在任意过程𝛼 → 𝛽中发射单个低能𝜋介子的振幅了. 我们

发现, 在用于计算该振幅的Feynman图中, 𝜋介子只能在过程的外线上发射, 而方程(19.2.49)表明,

计算这些贡献时可以把𝜋介子场的相互作用看做𝜕𝜇�⃗� · �⃗�𝑁/𝐹𝜋, 其中的下标𝑁是指我们扔掉了轴矢
量流矩阵元中的单𝜋介子极点项. 我们从方程(19.4.27)(并使用同位旋不变性)得出, 对于从核子线

上发射的𝜋介子, 这一相互作用实际上等效于

− i𝑔𝐴
𝐹𝜋

𝜕𝜇�⃗� �̄�𝛾
𝜇𝛾5⃗𝑡𝑁 .

利用自由粒子的Dirac方程, 我们可以看到, 对于质量壳上的核子(即, 位于图19.2中的单核子

极点), 这等效于赝标量相互作用−2i𝑚𝑁 𝑔𝐴 �⃗� · �̄�𝛾5⃗𝑡𝑁/𝐹𝜋. 这又提供了Goldberger-Treiman关

系(19.4.33)的另一例证.

* * *

我们这里的讨论并不是按照这些概念的历史发展顺序展开的. 事实上, 按年代来讲, 历史发

展的进程几乎与这里论述的顺序截然相反. 在粒子物理中, 对称性破缺始于Goldberger-Teriman关

系(19.4.33), 这是在1957年基于对𝜋介子衰变的动力学计算导出的. 为了解释这一非常粗略计算

难以置信的成功, 几个理论家[15]引入了“轴矢量流的部分守恒(partial conservation of the axial-

vector current)”(PCAC)这个概念, 即, 尽管轴矢量流本身不是守恒的(𝜋介子的确会衰变说明了这

一点), 但是它的散度𝜕𝜇𝐴
𝜇
±正比于𝜋介子场. 就其本身而言, 这个假设毫无意义——我们在第10章

看到, 对于任意场, 只要它在真空和单𝜋介子态之间的矩阵元不为零, 它就可以被认为是𝜋介子

场. 尽管当时还不清楚, 但真正被假定的是轴矢量流的散度很小, 约为𝑚2
𝜋阶, 除此之外, 还有一

个𝜋介子极点可以赋予它很大的矩阵元值. 这个问题在很大程度上被Nambu在1960年的一篇文章

上澄清了,[16] 他指出, 在𝜋介子质量为零的极限下, 轴矢量流可以视为是精确守恒的, 在这种情况

下, Goldberger-Treiman关系可以像我们这里做的那样推导出来. 在这篇文章以及Nambu与Jona-

Lasinio随后的一篇文章中,[17] Nambu意识到𝜋介子表现出无质量或者近无质量是某个精确或近

似对称性破缺的表现. 在与其它合作者的努力下,[18] Nambu还给出了在各种过程中如何计算发

射单个软𝜋介子的速率. 随后, Goldstone[3]注意到破缺的对称性总是蕴含着无质量玻色子, 而这

在1962年由Goldstone, Salam和我[5]证明了, 证明的方法就是19.2节给出的讨论.

这个把𝜋介子作为Goldstone玻色子的早期工作完全不依赖对破缺对称群的性质所做的任何特

殊假定; 例如, 它可以是三个对易𝑈(1)群的直积, 这个群的生成元构成了同位旋矢量, 亦或是非紧

群𝑆𝑂(3, 1), 这样在对易关系(19.4.19)的右边就会出现一个负号. 仅当我们所考察的过程包含两个

以上𝜋介子时, 破缺对称群的性质才变得重要起来, 这始于1965年的Adler-Weisberger求和规则,[19]

它成功地证明了破缺对称性确实是𝑆𝑈(2)× 𝑆𝑈(2). (这样的过程将在下一节进行讨论.) 找到对称

群𝑆𝑈(2) × 𝑆𝑈(2)导致了关注点的偏移,[20] 人们越来越关注这一对称性在强相互作用物理中的应

用, 而远离了早期对流本身的关注.

这一工作完全不是在强作用的一个特定理论下完成的. 量子色动力学在1973年被快速地接受

为强相互作用的正确理论, 其中的原因之一就是它将𝑆𝑈(2) × 𝑆𝑈(2)对称性解释为𝑢夸克和𝑑夸克

质量太小所给出的简单结果.
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19.5 有效场论: 𝜋介子和核子

在19.2节, 通过给对称流在态𝛼和𝛽之间的矩阵元附加流守恒条件, 我们知晓了如何计算在跃

迁𝛼 → 𝛽 + 𝐵中发射一个低能Goldstone玻色子𝐵的振幅. 在这个计算中, 我们没有用到破缺对称

群的任何细节; 流守恒就是我们需要的全部. 如果我们想计算发射和/或吸收两个Goldstone玻色

子的矩阵元, 就像Goldstone玻色子散射过程中那样, 一个新的要素会参与进来. 这里我们必须要

给形如

⟨𝛽|𝑇{𝐽𝜆11 (𝑥1), 𝐽
𝜆2
2 (𝑥2)}|𝛼⟩

这样的矩阵元附加流守恒条件, 其中态𝛼和𝛽包含除这两个Goldstone玻色子以外其它参与反应

的粒子. 然而, 当我们用散度算符𝜕/𝜕𝑥𝜆11 作用在这一矩阵元上时, 编时乘积𝑇{· · · }的定义中所
包含的函数𝜃(𝑥01 − 𝑥02)和𝜃(𝑥

0
2 − 𝑥01), 它们的导数所给出的贡献不为零. 这一贡献等同于等时

对易子𝛿(𝑥01 − 𝑥02)[𝐽
0
1 (𝑥1), 𝐽

𝜆2
2 (𝑥2)]的矩阵元, 它的值依赖于群代数的对易关系. 这使得这样的

多Goldstone玻色子过程特别有趣, 我们可以利用它们通过实验确定破缺对称群的性质, 而对于仅

包含单个Goldstone玻色子的过程, 这一方法是不可能的. 由于出现了这样的流对易子, 这一方法

被称为流代数方法.[21]

流代数方法被用于多Goldstone玻色子振幅的早期计算中.[22] 不幸的是, 这样的计算是很冗杂

的, 尤其是所包含的Goldstone玻色子的个数在3个以上时, 而且像量子色动力学的手征对称性这

样非精确的对称性, 对其该如何处理也毫无头绪. 由于这个原因, 引入了另一种更加物理的计算技

巧,[23] 这个技巧基于有效拉格朗日量的使用: 我们就通过微扰论的方法, 利用Goldstone玻色子以

及𝛼态和𝛽中的其它粒子的某个拉格朗日量计算Goldstone玻色子的振幅, 对这个拉格朗日量的要

求是它服从假定的破缺对称性.

最初, 有效拉格朗日量处理的合理性是基于流代数. 通过使用流代数可以看到, 一旦知道

了破缺对称性所附带的流的等时对易关系, 过程𝛼 → 𝛽的矩阵元, 以及流在各个单粒子态之间

的矩阵元, 在过程𝛼 → 𝛽 + 𝐵1 + 𝐵2 + · · ·中发射一组低能Goldstone玻色子的振幅就被确定了.

我们知道, 通过Noether的技巧, 遵循破缺对称性的拉格朗日量将允许构建守恒流并使其有着合

适的等时对易子, 所以, 如果我们就用这样的拉格朗日量计算低能Goldstone玻色子的振幅, 并

给𝑀𝛽𝛼和流的单粒子矩阵元代入正确的值, 我们所得到的答案肯定与流代数提供的答案相同. 在

只有Goldstone玻色子相互作用的情况中, 态𝛼和𝛽均可以取成真空, 而我们所需要的信息就只剩下

单个Goldstone玻色子与真空之间的矩阵元𝐹 .

这类例子中第一个,[23] 其出发点是𝜎-模型的拉格朗日量.[24] 我们暂且将关注点限制在这一模

型的玻色截面, 它的拉格朗日量是19.2节所使用的例子中对称性为𝑆𝑂(4)的那一个:

L = −1

2
𝜕𝜇𝜑𝑛𝜕

𝜇𝜑𝑛 −
M 2

2
𝜑𝑛𝜑𝑛 −

𝜆

4
(𝜑𝑛𝜑𝑛)

2 , (19.5.1)

其中的𝑛对值1, 2, 3, 4求和, 赝标量场�⃗�是同位旋矢量, 标量场𝜑4是同位旋标量.

任何类型的有效拉格朗日量所面临的直接问题是, 为了用它计算散射振幅, 要么我们必须把

微扰论每一阶的所有Feynman图都纳入进来, 要么找到某个基本原理进而扔掉高阶导数项. 对于

破缺对称性通过各种场的线性变换进行实现的拉格朗日量, 像(19.5.1), 我们还无法找到这样的

基本原理. 幸运的是, 任何这样的拉格朗日量都可以被重塑, 进而可以用Feynman图生成振幅关

于Goldstone玻色子能量的幂级数表达式. 为了做到这点, 我们必须在时空中的每一点进行对称变
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换以消除掉与该理论的Goldstone玻色子相对应的场. Goldstone玻色子自由度则作为该对称变换

的参量重新出现在变换后的理论中. 然而, 既然这个拉格朗日量在时空独立的对称变换下不变, 那

么当这个Goldstone玻色场是常数时, 这个拉格朗日量必须独立于这个新的Goldstone玻色场, 因此

在该拉格朗日量中, 凡是包含这些新Goldstone玻色子的项至少含有一个该场的时空导数. 这些导

数在我们计算Goldstone玻色子反应的𝑆-矩阵元时引入了Goldstone玻色子的能量, 并且, 正如我们

将看到的, 这使得我们可以使用这一拉格朗日量去构建该𝑆-矩阵元关于这些能量的幂级数表达式.

例如, 为了将拉格朗日量(19.5.1)重塑成有用的形式, 我们将4-矢𝜑𝑛写成在前三个分量(𝜑𝑛的

Goldstone部分)为零的4-矢{0, 0, 0, 𝜎}上作用一个手征旋转𝑅:

𝜑𝑛(𝑥) = 𝑅𝑛4(𝑥)𝜎(𝑥) (19.5.2)

其中𝑅𝑛𝑚(𝑥)是正交矩阵

𝑅𝑇 (𝑥)𝑅(𝑥) = 1 (19.5.3)

因此

𝜎(𝑥) =

√︃∑︁
𝑛

𝜑𝑛(𝑥)2 . (19.5.4)

这样, 拉格朗日量(19.5.1)就变成

L = −1

2

4∑︁
𝑛=1

(𝑅𝑛4𝜕𝜇𝜎 + 𝜎𝜕𝜇𝑅𝑛4)
2 − 1

2
M 2𝜎2 − 𝜆

4
𝜎4 . (19.5.5)

由于𝑅是正交矩阵, 𝜕𝜇𝜎𝜕
𝜇𝜎项与𝑅无关, 并且交叉项为零∑︁

𝑛

𝑅2
𝑛4 = 1 ,

∑︁
𝑛

𝑅𝑛4𝜕𝜇𝑅𝑛4 =
1

2
𝜕𝜇
∑︁
𝑛

𝑅2
𝑛4 = 0 ,

所以L变成

L = −1

2
𝜕𝜇𝜎𝜕

𝜇𝜎 − 1

2
𝜎2

4∑︁
𝑛=1

𝜕𝜇𝑅𝑛4𝜕𝜇𝑅𝑛4 −
1

2
M 2𝜎2 − 𝜆

4
𝜎4 . (19.5.6)

如果M 2是负的, 那么𝜎的真空期望值就不为零, 这一期望值在最低阶由后两项和的最小值点给出,

处于𝜎 = |M |/
√
𝜆.

取代场变量𝜑𝑛, 我们的变量现在是𝜎 − |M |/
√
𝜆以及用来参数化旋转𝑅的其它参量. 例如, 这

些参量可以简单地选为𝑅𝑎4本身(其中𝑎, 𝑏从现在开始是同位旋矢量指标, 取值1, 2, 3), 而𝑅44由𝑅是

正交矩阵这一条件决定. 另一种参数化将会给出更加简单的最终结果, 并且由于这些原因在历史

上也是首先使用这种参数化方式. 这种参数化是定义

𝜁𝑎 ≡
𝜑𝑎

𝜑4 + 𝜎
(19.5.7)

并取

𝑅𝑎4 =
2𝜁𝑎

1 + �⃗�2
= −𝑅4𝑎 , 𝑅44 =

1− �⃗�2

1 + �⃗�2
, 𝑅𝑎𝑏 = 𝛿𝑎𝑏 −

2𝜁𝑎𝜁𝑏

1 + �⃗�2
, (19.5.8)

使得

𝜑𝑎/𝜎 = 𝑅𝑎4 =
2𝜁𝑎

1 + �⃗�2
, 𝜑4/𝜎 = 𝑅44 =

1− �⃗�2

1 + �⃗�2
. (19.5.9)
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那么拉格朗日量(19.5.6)变成

L = −1

2
𝜕𝜇𝜎𝜕

𝜇𝜎 − 2𝜎2�⃗�𝜇 · �⃗�𝜇 − 1

2
M 2𝜎2 − 𝜆

4
𝜎4 , (19.5.10)

其中

�⃗�𝜇 ≡ 𝜕𝜇𝜁

1 + �⃗�2
. (19.5.11)

无论我们使用那种参数化方式, 场⃗𝜁的相互作用都包含场导数, 它显然描述的是无质量粒子. 它们

是(相差一个归一化)我们的新𝜋介子场.

除去表象不同, 这一拉格朗日量在𝑆𝑂(4)下仍然是不变的, 但现在𝑆𝑂(4)是以非线性的方式实

现的. 在由无限小参量⃗𝜃参数化的同位旋变换下, 场⃗𝜁就像普通的同位旋矢量那样旋转, 而𝜎是同位

旋标量:

𝛿𝜁 = �⃗� × �⃗� , 𝛿𝜎 = 0 , (19.5.12)

所以拉格朗日量(19.5.10)显然是同位旋不变的. 另一方面, 在破缺对称性的变换下, 若该变化由无

限小矢量⃗𝜖参数化, 那么原始场的变换为

𝛿�⃗� = 2⃗𝜖𝜑4 , 𝛿𝜑4 = −2⃗𝜖 · �⃗� . (19.5.13)

这样, 我们从方程(19.5.7)发现

𝛿𝜁 = �⃗�(1− �⃗�2) + 2⃗𝜁 (⃗𝜖 · �⃗�) , 𝛿𝜎 = 0 . (19.5.14)

在破缺对称性变换(19.5.14)下, �⃗�𝜇进行的是线性(尽管是场相关的)同位旋旋转

𝛿�⃗�𝜇 = 2(⃗𝜁 × �⃗�)× �⃗�𝜇 (19.5.15)

而方程(19.5.10)是同位旋不变的, 所以拉格朗日量(19.4.10)在这一变换下不变. 由于变换规

则(19.5.15), �⃗�𝜇通常被称为𝜋介子场的协变导数.

变换规则(19.5.12)和(19.5.14)指定了群𝑆𝑈(2) × 𝑆𝑈(2)所谓的非线性实现.[25] Lie群的非线性

的一般理论将在下一节给出; 在那里我们会证明, 在相差场的重定义的意义下, 若要求用⃗𝜁线性地

实现同位旋𝑆𝑈(2)子群, 那么变换规则(19.5.12)和(19.5.14)提供了𝑆𝑈(2)× 𝑆𝑈(2)最一般的实现.

我们看到这些新𝜋介子场的每个相互作用都伴随着一个时空导数, 这使得有效耦合在𝜋介子能

量很低时会很弱. (这个论述在下文中会更细致.) 因此, 在𝜋介子能量足够低时, 我们可以用在这

一拉格朗日量在树级近似下复现流代数的软𝜋介子定理. 对于这个目的, 唯一必要的是拉格朗日

量是𝑆𝑂((4)-不变的. 然而, 既然𝜎场是𝑆𝑂(4)标量, 它在维持拉格朗日量的𝑆𝑂(4)不变性上毫无作

用, 因而可以抛弃掉.* 当然, 这一处理改变了理论的物理内涵, 但它不改变软𝜋介子定理所给出的

振幅. 这样, 拉格朗日量(19.5.10)就简化成

L = −𝐹
2

2
�⃗�𝜇�⃗�

𝜇 = −𝐹
2

2

𝜕𝜇𝜁 · 𝜕𝜇𝜁
(1 + �⃗�2)2

, (19.5.16)

其中𝐹 = 2⟨𝜎⟩ = 2|M |/
√
𝜆. (我们很快就会看到, 这个𝐹与上一节所讨论的常数𝐹𝜋相同.) 由于多

个原因, 使用按照惯例归一化的𝜋介子场

�⃗� = 𝐹 �⃗� (19.5.17)

*或者, 我们可以转到这样的极限: M和𝜆一起趋于无穷, 但保持𝜎的期望值为一常数.
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进行处理是更加方便的, 这样拉格朗日量(19.5.16)变成

L = −1

2

𝜕𝜇�⃗� · 𝜕𝜇�⃗�
(1 + �⃗�2/𝐹 2)2

. (19.5.18)

因子1/𝐹的作用类似于耦合常数, 对于相互作用中每个额外的𝜋介子都会有这样一个因子.

方程(19.5.18)描述的正是所谓的“非线性𝜎-模型”, 确切的说这里的是𝑆𝑈(2) × 𝑆𝑈(2)自发破缺

到𝑆𝑈(2)的特殊情况.

一个关键点: 为了导出(19.5.18), 出发点不一定非得是“线性𝜎-模型”拉格朗日量(19.5.1).

诚然, 我们不需要从任何特定的理论出发. 我们可以使用方程(19.5.18)仅因为它在𝑆𝑂(4)变

换(19.5.12)和(19.5.14)下不变, 而流代数则告诉我们这是我们为得到低能𝜋介子反应振幅所需要的

全部.

在引入软𝜋介子有效拉格朗日量的数年后, 出现另外一种证明有效场论技术是合理的方法,[26]

这一方法不依赖流代数并且允许计算不限制在Goldstone玻色子能量几乎为零的极限下. 它基于

如下的认识(在形式上还没具现化为一个定理): 当我们从Feynman图计算物理振幅时, 如果我们

所使用的是包含相关自由度的最一般拉格朗日量, 并且该拉格朗日量满足该理论假定的对称性,

那么我们就构建出了与相对论, 量子力学以及假定对称性的一般原理相容的最一般振幅. 这正是

本书卷I所基于的观点. 在当前情况下, “相关”的自由度是Goldstone玻色子本身, 态𝛼和𝛽中的粒

子, 以及这些粒子通过与低能Goldstone玻色子相互作用产生的任何其它粒子. 援引有效场论的这

一合理性理由, 我们就无需与流代数的复杂性纠缠. 更重要的, 现代有效场论方法所给出的结果使

得我们跳出了极低能量的极限, 并允许我们对任意内禀对称性破缺进行系统的处理.

根据这一方法, 为了将𝜋介子相互作用振幅计算至𝜋介子能量的任意阶, 我们所使用的拉格朗

日量要包含按照规则(19.5.12)和(19.5.14)变换的𝜋介子场⃗𝜁且必须是这类拉格朗日量中最一般的形

式:

Leff = −𝐹
2

2
�⃗�𝜇�⃗�

𝜇 − 𝑐4
4
(�⃗�𝜇�⃗�

𝜇)2 − 𝑐′4
4
(�⃗�𝜇 · �⃗�𝜈)(�⃗�

𝜇 · �⃗�𝜈)− · · · . (19.5.19)

“· · · ”所代表的项会包含协变导数�⃗�𝜇的高次项, 或者更高阶的协变导数, 它的一般结构将在下一节

进行描述. 系数𝑐4和𝑐
′
4是无量纲的, 而对于所有高阶项, 其系数的量纲是质量的负幂次.

考察一个一般过程, 该过程包含任意多个入射𝜋介子和出射𝜋介子. 我们假定它们的能量和动

量最多是𝑄阶的, 且𝑄与量子色动力学特征标度(例如核子质量或𝜌的质量)相比很小. 那么即使是

像(19.5.19)这样在通常意义下无法重整的拉格朗日量, 我们在12.3节看到, 只要这样的拉格朗日量

包含对称性所允许的可能的项, 那么总会有可用的抵消项来抵消每一个无穷大, 进而使得这样的

拉格朗日量产生有限的结果. 如果我们通过指定各种Goldstone玻色子散射振幅在𝑄阶能量处的

值来定义常数𝐹 2, 𝑐4, 𝑐
′
4, · · ·的重整化值, 那么动量空间Feynman图中的积分将由虚动量中同样也

为𝑄阶的那部分虚动量主导.(这是因为重整化使得它们有限, 而理论中又没有其它可能的有效截

断.) 这样, 我们就可以将微扰论发展为𝑄的幂级数表达式.

对于图的量级的阶, 每个相互作用顶角中的每个导数以及随之的每个�⃗�𝜇会贡献一个𝑄因子;

每个𝜋介子内线传播子贡献因子𝑄−2; 而图的每个圈所附带的积分体积元d4𝑞贡献因子𝑄4; 所以一

般的连通图所做的贡献是𝑄𝜈阶的, 其中

𝜈 =
∑︁
𝑖

𝑉𝑖𝑑𝑖 − 2𝐼 + 4𝐿 . (19.5.20)
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这里的𝑑𝑖是𝑖类相互作用中导数的数目, 𝑉𝑖是图中𝑖类相互作用顶点的数目, 𝐼是𝜋介子内线的数目,

而𝐿是圈的数目. 根据熟悉的拓扑等式(参看方程(4.4.7)), 这些量之间的关系是:

𝐿 = 𝐼 −
∑︁
𝑖

𝑉𝑖 + 1 , (19.5.21)

所以我们可以消掉𝐼并写出

𝜈 =
∑︁
𝑖

𝑉𝑖(𝑑𝑖 − 2) + 2𝐿+ 2 . (19.5.22)

它的关键之处在于这里的每一项都是正的; 方程(19.5.19)中的每个相互左右都至少有两个导数, 并

且显然𝐿 ≥ 0. 因此每一过程的领头项是𝑄2阶的, 这样的项只能出现在树图中(即, 𝐿 = 0), 并且这

样的树图只能用方程(19.5.19)中只有两个导数的项构建(即, 当𝑑𝑖 ̸= 2时, 𝑉𝑖 = 0):

L2 = −𝐹
2

2
�⃗�𝜇�⃗�

𝜇 = −1

2

𝜕𝜇�⃗�𝜕
𝜇�⃗�

(1 + �⃗�2/𝐹 2)2
. (19.5.23)

例如, 𝜋介子-𝜋介子散射的𝑆-矩阵元中出现的不变振幅𝑀

𝑆 = i(2π)4𝛿4(𝑝𝐴 + 𝑝𝐵 − 𝑝𝐶 − 𝑝𝐷)𝑀(2π)−6(16𝐸𝐴𝐸𝐵𝐸𝐶𝐸𝐷)
−1/2 (19.5.24)

它在这一阶给定为

𝑀
(𝜈=2)
𝑎𝑏𝑐𝑑 = 4𝐹−2

[︁
𝛿𝑎𝑏𝛿𝑐𝑑(−𝑝𝐴 · 𝑝𝐵 − 𝑝𝐶 · 𝑝𝐷) + 𝛿𝑎𝑐𝛿𝑏𝑑(𝑝𝐴 · 𝑝𝐶 + 𝑝𝐵 · 𝑝𝐷)

+ 𝛿𝑎𝑑𝛿𝑏𝑐(𝑝𝐴 · 𝑝𝐷 + 𝑝𝐵 · 𝑝𝐶)
]︁
, (19.5.25)

其中𝑎, 𝑏, 𝑐, 𝑑分别是𝜋介子𝐴, 𝐵, 𝐶, 𝐷的同位旋指标.(本节后面将会把𝜋介子拥有有限质量所

带来的效应考虑进去.) 是否可以将方程(19.5.25)用作领头项并不依赖于我们对原始拉格朗日

量(19.5.1)中耦合常数𝜆的大小做了什么样的假定, 甚至不依赖于这一公式对于该拉格朗日量是否

是成立的, 它只依赖于特征𝜋介子能量𝑄是个小量这个假定.

对于任何Goldstone玻色子反应的振幅, 下一项将是𝑄4阶的, 这样的项来源有两个, 一个是仅

包含拉格朗日量(19.5.16)的单圈图, 另一个是只用相互作用(19.5.16)和方程(19.5.19)中的𝑑 = 4项

产生的某个单极点构成的树图:

𝑀
(𝜈=4)
𝑎𝑏𝑐𝑑 =

𝛿𝑎𝑏𝛿𝑐𝑑
𝐹 4

[︂
− 1

2π2
𝑠2 ln(−𝑠)− 1

12π2
(𝑢2 − 𝑠2 + 3𝑡2) ln(−𝑡)

− 1

12π2
(𝑡2 − 𝑠2 + 3𝑢2) ln(−𝑢) + 1

3π2
(𝑠2 + 𝑡2 + 𝑢2) lnΛ2

− 1

2
𝑐4𝑠

2 − 1

4
𝑐′4(𝑡

2 + 𝑢2)

]︂
+交叉项, (19.5.26)

其中“交叉项”是指𝐵 ↔ 𝐶对换和𝐵 ↔ 𝐷对换给出的项, 而𝑠, 𝑡, 𝑢是Mandelstam变量

𝑠 = −(𝑝𝐴 + 𝑝𝐵)
2 , 𝑡 = −(𝑝𝐴 − 𝑝𝐶)

2 , 𝑢 = −(𝑝𝐴 − 𝑝𝐷)
2 .

这一结果与截断Λ的相关性可以通过重新定义常数𝑐4和𝑐
′
4消除掉. 重整化耦合是

𝑐4𝑅 = 𝑐4 −
2

3𝜋2
ln

(︂
Λ2

𝜇2

)︂
, (19.5.27)

𝑐′4𝑅 = 𝑐′4 −
4

3𝜋2
ln

(︂
Λ2

𝜇2

)︂
, (19.5.28)
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其中𝜇是任意的𝑄阶重整化标度, 插入𝜇是为了让对数定义合理. 以这些重整化耦合的形式, 振

幅(19.5.26)采取如下的形式

𝑀
(𝜈=4)
𝑎𝑏𝑐𝑑 =

𝛿𝑎𝑏𝛿𝑐𝑑
𝐹 4

[︂
− 1

2π2
𝑠2 ln

(︂−𝑠
𝜇2

)︂
− 1

12π2
(𝑢2 − 𝑠2 + 3𝑡2) ln

(︂−𝑡
𝜇2

)︂
− 1

12π2
(𝑡2 − 𝑠2 + 3𝑢2) ln

(︂−𝑢
𝜇2

)︂
− 1

2
𝑐4𝑅𝑠

2 − 1

4
𝑐′4𝑅(𝑡

2 + 𝑢2)

]︂
+交叉项. (19.5.29)

这种计算可以算至𝑄的任意阶, 并且对于每一阶的结果, 我们总会遇到有限多个新耦合, 这些

耦合的重整化用来消除物理振幅的截断相关性. 注意领头的𝜈 = 2项与𝜈 = 4的修正项的比值

是𝑄2/8π2𝐹 2阶的, 所以, 只要𝜋介子能量均远小于一个阶为2π𝐹的量, 这就很可能是一个有用的表

达式.

这一微扰表达式也可用来把无所不在的参量𝐹和测量到的𝜋介子衰变振幅𝐹𝜋关联起来. 回

忆⃗𝜁的变换规则(19.5.14), 轴矢量流给定为

�⃗� · �⃗�𝜇 = − 𝜕L

𝜕(𝜕𝜇𝜁)
· 𝛿𝜁

因而

�⃗�𝜇 = −(1− �⃗�2)
𝜕L

𝜕(𝜕𝜇𝜁)
− 2⃗𝜁 �⃗� ·

(︃
𝜕L

𝜕(𝜕𝜇𝜁)

)︃
. (19.5.30)

(�⃗�𝜇是2⃗𝑥所生成的对称性的Nother流, 它在核子二重态上表示成2𝛾5⃗𝑡 = 𝛾5⃗𝜏 .) 积掉其它所有场, 并

用方程(19.5.17)将⃗𝜁表示成正则归一化𝜋介子场�⃗�, 做完这些后我们发现

�⃗�𝜇 = 𝐹

[︂
𝜕𝜇�⃗�

(1− �⃗�2/𝐹 2)

(1 + �⃗�2/𝐹 2)
+

2⃗𝜋(⃗𝜋 · 𝜕𝜇�⃗�)
𝐹 2(1 + �⃗�2/𝐹 2)2

]︂
+ · · · . (19.5.31)

利用我们的𝜋介子能量幂级数微扰表达式计算⟨VAC|�⃗�𝜇|𝜋⟩, 我们看到, 在这里, 最低阶的𝜋介子衰

变振幅是

𝐹𝜋 = 𝐹 . (19.5.32)

更进一步, Lorentz不变性和方程(19.5.22)告诉我们高阶修正必须正比于𝑝2𝜋/𝐹
2
𝜋的次方, 而这对于

无质量𝜋介子为零, 所以方程(19.5.32)在𝑚𝜋 → 0的极限下实际上是精确的. 因此我们可以猜测,

当𝜋介子能量小于阶为2π𝐹𝜋 = 1200MeV的量时, 我们的微扰表达式将是有用的.

为了与实验相联系, 我们必须处理𝜋介子质量不为零的现实. 当𝜋介子处在质量壳上时, 它

的4-动量的时间分量不可能小于𝑚𝜋, 所以在计数𝜋介子的特征能量和动量𝑄的幂次时, 我们必

须认为𝑚𝜋是𝑄阶的. 但是我们在上一节看到, 𝑚2
𝜋正比于夸克质量的线性组合, 所以, 对于给定

的Feynman图, 我们对其阶数𝑄𝜈的公式(19.5.22)应该变成

𝜈 =
∑︁
𝑖

𝑉𝑖(𝑑𝑖 + 2𝑚𝑖 − 2) + 2𝐿+ 2 , (19.5.33)

其中𝑚𝑖是𝑖类相互作用中夸克质量因子的个数.

包含夸克质量的相互作用可以通过它们在𝑆𝑈(2)×𝑆𝑈(2)或者等效的𝑆𝑂(4)下的变换性质区分

出来. 方程(19.4.34)表明夸克质量的一阶项按照两个标量的线性组合那样变换, 具体来说这两个
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标量是手征4-矢Φ+
𝑛的第四分量和另一手征4-矢Φ−

𝑛的第三分量, 而系数分别为𝑚𝑢 +𝑚𝑑和𝑚𝑢 −𝑚𝑑.

因此有效作用量中𝑚𝑢 +𝑚𝑑的一阶项ΔL +和𝑚𝑢 −𝑚𝑑的一阶项ΔL −分别必须拥有手征4-矢第四

分量的变换性质和手征4-矢第三分量的变换性质, 当然, 它们还得是Lorentz标量. 对于第四分量

是标量的手征4-矢而言, 一个显然的候选者是我们本节开头的𝜑𝑛. 根据方程(19.5.9), 它的第四分

量就是𝜎(1− �⃗�2)/(1 + �⃗�2). 因子𝜎是手征标量, 它不影响这个量的手征变换性质, 因而可以被扔掉.

通过要求�⃗�2 = 𝐹 2
𝜋 �⃗�

2的系数是−𝑚2
𝜋/2, 我们可以确定这一项的归一化, 这使得, 除了一个额外的常

数外,

ΔL + = −𝑚
2
𝜋𝐹

2
𝜋

2

�⃗�2

1 + �⃗�2
= −𝑚

2
𝜋

2

�⃗�2

1 + �⃗�2/𝐹 2
𝜋

. (19.5.34)

我们会在下一节看到, 这是𝜋介子场唯一的既没有导数且按照手征4-矢的第四分量变换的标量函

数. 另一方面, 不存在𝜋介子场的标量函数使得它自身既没有导数且按照手征4-矢的第三分量进行

变换, 这是因为, 如果这样的函数是某个手征4-矢的第三分量, 那么它关于𝜋介子场必须是奇的, 因

而它是赝标量而非标量. 因此, (19.5.34)是唯一𝑑𝑖 = 0且𝑚𝑖 = 1的相互作用. 令人惊奇的是, 𝑢夸克

和𝑑夸克质量中的同位旋破缺差不影响𝜋介子质量, 这是我们在上一节所看到的, 此外, 它也不影响

任何没有导数的多𝜋介子相互作用.

我们现在能够计算𝜋介子-𝜋介子散射振幅中真实的𝜈 = 2领头项. 根据方程(19.5.33), 这些

项只能从树图中产生, 而这些树图是用方程(19.5.23)中𝑑 = 2, 𝑚 = 0的𝜋介子相互作用或者方

程(19.5.34)中𝑑 = 0, 𝑚 = 1的𝜋介子相互作用构建的. 到这一阶, 方程(19.5.24)所定义的不变振

幅𝑀现在是

𝑀
(𝜈=2)
𝑎𝑏𝑐𝑑 = 4𝐹−2

𝜋

[︁
𝛿𝑎𝑏𝛿𝑐𝑑(𝑠−𝑚2

𝜋) + 𝛿𝑎𝑐𝛿𝑏𝑑(𝑡−𝑚2
𝜋) + 𝛿𝑎𝑑𝛿𝑏𝑐(𝑢−𝑚2

𝜋)
]︁
. (19.5.35)

特别地, 在阈值处, 𝑠 = 4𝑚2
𝜋且𝑡 = 𝑢 = 0, 因此

𝑀
(𝜈=2)
𝑎𝑏𝑐𝑑 (阈值) = 4𝑚2

𝜋𝐹
−2
𝜋 [3𝛿𝑎𝑏𝛿𝑐𝑑 − 𝛿𝑎𝑐𝛿𝑏𝑑 − 𝛿𝑎𝑑𝛿𝑏𝑐]

= 4𝑚2
𝜋𝐹

−2
𝜋

[︁
7𝑀

(0)
𝑎𝑏,𝑐𝑑 − 2𝑀

(2)
𝑎𝑏,𝑐𝑑

]︁
, (19.5.36)

其中𝑀 (0)和𝑀 (2)是张量, 它们表示同位旋𝑇 = 0或𝑇 = 2的2-𝜋介子态:

𝑀
(0)
𝑎𝑏,𝑐𝑑 =

1
3𝛿𝑎𝑏𝛿𝑐𝑑 , (19.5.37)

𝑀
(2)
𝑎𝑏,𝑐𝑑 =

1
2(𝛿𝑎𝑐𝛿𝑏𝑑 + 𝛿𝑎𝑑𝛿𝑏𝑐 − 2

3𝛿𝑎𝑏𝛿𝑐𝑑) , (19.5.38)

它们的归一化使得Tr𝑀𝑇 = 2𝑇 + 1. 这个结果通常表示成散射长度的形式. 根据3.6节

和3.7节, 对于同位旋为𝑇的态中的两个𝜋介子, 它们的散射长度𝑎𝑇给定
[27]为1/32π𝑚𝜋乘以方

程(19.5.36)中𝑀𝑇的系数:

𝑎0 =
7𝑚𝜋

8π𝐹 2
𝜋

= 0.16𝑚−1
𝜋 , 𝑎2 = − 𝑚𝜋

4π𝐹 2
𝜋

= −0.046𝑚−1
𝜋 .

𝜋介子的散射长度很难测量, 但是对像𝜋 +𝑁 → 𝜋 + 𝜋 +𝑁和𝐾 → 𝜋 + 𝜋 + 𝑒 + 𝜈这种过程的细致

研究分别给出了𝑎0和𝑎2的值,[28] (0.26 ± 0.05)𝑚−1
𝜋 和(−0.028 ± 0.012)𝑚−1

𝜋 , 这与理论值是一致的.

𝑚𝜋/2π𝐹𝜋的高阶修正似乎提高了符合程度.
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这一形式理论可以被推广进而描述𝜋介子与核子或其它粒子的相互作用. 最简单的方法是给

我们所出发的拉格朗日量增加一项, 使得该项包含核子二重态场𝑁 :

L𝑁 = −�̄�
(︁
/𝜕 + 𝑔[𝜑4 + 2i⃗𝑡 · �⃗�𝛾5]

)︁
𝑁 , (19.5.39)

其中⃗𝑡是同位旋1/2的同位旋矩阵矢量(即, Pauli矩阵�⃗�除以2.) 在手征变换

𝛿�⃗� = 2⃗𝜖 𝜑4 , 𝛿𝜑4 = −2⃗𝜖 · �⃗� , (19.5.40)

𝛿𝑁 = −2i𝛾5⃗𝜖 · �⃗�𝑁 (19.5.41)

下它是不变的. 现在, 为了消除非导数𝜋介子耦合, 我们必须把核子场𝑁写成表示(19.5.41)中

的𝑆𝑂(4)旋转𝑅作用在新的核子场 ̃︀𝑁上
𝑁 ≡ (1− 2i𝛾5⃗𝑡 · �⃗�)√︁

1 + �⃗�2
̃︀𝑁 (19.5.42)

其中⃗𝜁还是由方程(19.5.7)给出. 有了这个变换, 方程(19.5.39)中的非导数项现在只依赖于 ̃︀𝑁和𝜎:
�̄� [𝜑4 + 2i⃗𝑡 · �⃗�𝛾5]𝑁 = 𝜎 ̃̄︀𝑁 ̃︀𝑁 .

另一方面, 导数项包含方程(19.5.41)中矩阵的导数, 这产生了核子拉格朗日量:

L𝑁 = − ̃̄︀𝑁 [︃/𝜕 + 𝑔𝜎 + 2i
�⃗� · (⃗𝜁 × /𝜕𝜁)

1 + �⃗�2
+ 2i𝛾5⃗𝑡 · /⃗𝐷

]︃ ̃︀𝑁 (19.5.43)

或者以正则归一化𝜋介子场(19.5.17)的形式:

L𝑁 = − ̃̄︀𝑁 [︂/𝜕 + 𝑔𝜎 +
2i⃗𝑡 · (⃗𝜋 × /𝜕�⃗�)

𝐹 2
𝜋 [1 + �⃗�2/𝐹 2

𝜋 ]
+

2i𝛾5⃗𝑡 · /𝜕�⃗�
𝐹 2
𝜋 [1 + �⃗�2/𝐹 2

𝜋 ]

]︂ ̃︀𝑁 . (19.5.44)

既然𝜎的真空期望值不为零,我们看到核子在这里的静质量不为零,若非变换(19.5.40)和(19.5.41)下

的对称性是破缺的, 这个结果本不会出现.

由于它自身的结构, 拉格朗日量(19.5.44)是手征不变的. 这一点也可利用前面得到的𝜎和�⃗�的

手征变换性质直接看到, 同时注意到, 在手征变换(19.5.40)和(19.5.41)下, 方程(19.5.42)所定义的

新核子场的变换为

𝛿 ̃︀𝑁 = 2i⃗𝑡 · [ �⃗� × �⃗� ] ̃︀𝑁 . (19.5.45)

即, 在手征变换下, ̃︀𝑁进行一个与�⃗�𝜇相同的同位旋旋转(19.5.15), 当然, 这个旋转处在𝑇 = 1/2的表

示下. 同位旋旋转参量⃗𝜁 × �⃗�是时空相关的, 所以 ̃︀𝑁的导数就有一个不同的手征变换性, 但是可以直

接验证方程(19.5.43)中第一项和的第三项的组合按照手征协变导数那样进行变换: 即,

𝛿D𝜇
̃︀𝑁 = 2i⃗𝑡 · [ �⃗� × �⃗� ]D𝜇

̃︀𝑁 , (19.5.46)

其中

D𝜇
̃︀𝑁 ≡

[︃
𝜕𝜇 + 2i

�⃗� · (⃗𝜁 × 𝜕𝜁)

1 + �⃗�2

]︃ ̃︀𝑁 . (19.5.47)
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因此拉格朗日量(19.5.43)(以及随之的(19.5.44))显然是手征不变的, 这是因为它是同位旋不变的,

并且构建它的元素只有 ̃︀𝑁 , D𝜇
̃︀𝑁 , 𝜎和�⃗�𝜇, 所有这些元素在手征变换下进行相同的同位旋旋转.

再重申一次, 我们出发的拉格朗日量具体是什么并不重要. 和之前考察的纯𝜋介子理论一样,

重要的是拉格朗日量的手征不变性. 为了是手征不变的, 拉格朗日量必须保持同位旋不变, 并且只

能用 ̃︀𝑁 , D𝜇
̃︀𝑁和�⃗�𝜇(以及这些量的高阶协变导数)这些元素进行构建. 最一般的手征不变拉格朗日

量是新核子场的双线性型, 并且所包含的导数不超过一阶, 因此它采取如下的形式

L𝑁,0 = − ̃̄︀𝑁 [︁ /D +𝑚𝑁 + 2i𝑔𝐴𝛾5⃗𝑡 · /⃗𝐷
]︁ ̃︀𝑁 (19.5.48)

或者以𝜋介子场(19.5.17)的形式:

L𝑁,0 = − ̃̄︀𝑁 [︂/𝜕 +𝑚𝑁 +
2i⃗𝑡 · (⃗𝜋 × /𝜕�⃗�)

𝐹 2
𝜋 [1 + �⃗�2/𝐹 2

𝜋 ]
+

2i𝑔𝐴𝛾5⃗𝑡 · /𝜕�⃗�
𝐹𝜋[1 + �⃗�2/𝐹 2

𝜋 ]

]︂ ̃︀𝑁 . (19.5.49)

注意到, 我们在方程(19.5.48)的最后一项中插入了一个任意常数𝑔𝐴, 这是因为这一项本身是

手征对称的, 因而手征对称性无法决定它的系数. (这与方程(19.5.43)中的第三项相反, 它与第一

项合起来给出手征不变量这个条件固定了它的系数.) 通过构建核子拉格朗日量(19.5.48)产生的轴

矢量流中的额外项, 我们可以验证这里插入的常数𝑔𝐴确实是𝛽-衰变的轴矢量耦合. 或者, 通过分部

积分和Dirac方程, 我们可以发现𝜋介子-核子相互作用−2i𝑔𝐴 ̃̄︀𝑁𝛾5⃗𝑡 · (/𝜕�⃗�) ̃︀𝑁/𝐹𝜋在核子质量壳上等效
于相互作用−4i𝑚𝑁𝑔𝐴 ̃̄︀𝑁𝛾5⃗𝑡 · �⃗� ̃︀𝑁/𝐹𝜋, 这对应于𝜋介子-核子耦合常数

𝐺𝜋𝑁 = 2𝑚𝑁𝑔𝐴/𝐹𝜋 ,

而这正是Goldberger-Treiman关系(19.4.33).

附带地, 如果我们在计算中使用了拉格朗日量(19.5.44), 我们就会得到𝑔𝐴 = 1的Goldberger-

Treiman关系. 然而, 这是我们作为出发点的相互作用(19.5.39), 它的特定形式的产物. 我们可以引

入一个不可重整的导数耦合项**

L ′
𝑁 = i𝑔′�̄�

[︁
(⃗ 𝑡 · �⃗�/𝜕𝜑4 − 𝜑4⃗𝑡 · /𝜕�⃗� )𝛾5 + �⃗� · (�⃗�× /𝜕�⃗� )

]︁
𝑁 . (19.5.50)

可以直接证明, 以变换后的场𝜎, ̃︀𝑁和⃗𝜁, 它采取如下的形式
L ′
𝑁 = −8i𝜎2𝑔′ ̃̄︀𝑁𝑡 · /⃗𝐷𝛾5 ̃︀𝑁 .

由于𝜎的真空期望值不为零, 所以这对𝜋介子-核子耦合常数有贡献, 并对𝑔𝐴有一个正比于𝑔
′的贡献.

因此, 𝑔𝐴 = 1不由破缺的𝑆𝑈(2) × 𝑆𝑈(2)d对称性单独决定; 通过引入相互作用(19.5.50)并调整𝑔′,

我们可以把𝑔𝐴变成任意值.

现在我们来考察如何用这个拉格朗日量计算既包含𝜋介子又包含核子的反应的振幅. 由于

核子不可能是𝜋介子这样的“软”粒子, 我们必须得特别关照核子传播子. 若进入图的核子线携

**核子二重态的左手部分和右手部分分别按照𝑆𝑈(2) × 𝑆𝑈(2)的( 1
2
, 0)表示和(0, 1

2
)表示变换. 因此, 双线性

型�̄�𝛾𝜇𝛾5𝑁是( 1
2
, 0)项或(0, 1

2
)项的二次项之和, 所以它按照(1,0)表示, (0,0)表示以及(0,1)表示的直和变换. 在方

程(19.5.50)中,我们把�̄�𝛾𝜇𝛾5𝑁中的(1,0)+(0,1)项与反对称张量耦合在一起,这构成了𝑆𝑈(2)×𝑆𝑈(2)的4-矢𝜑𝑛和𝜕𝜇𝜑𝑛.

它在变换(19.5.40)和(19.5.41)下的不变性显然可以直接验证.
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带𝑚𝑁阶的在壳4-动量𝑝, 然后又从与软𝜋介子的相互作用中吸收了分量远小于𝑚𝑁的净4-动量𝑞, 那

么它会有传播子
−i(/𝑝+ /𝑞) +𝑚𝑁

(𝑝+ 𝑞)2 +𝑚2
𝑁

−−−→
𝑞→0

−i /𝑝+𝑚𝑁

2𝑝 · 𝑞 . (19.5.51)

(通过在核子拉格朗日量中引入高阶导数项, 我们可以把忽略的项考虑进来.) 再次假定所有外𝜋介

子4-动量的分量最多是𝑄阶的, 并在𝑄阶重整化点定义所有重整化耦合, 这使得积分以𝜋介子内线

也拥有4-动量𝑄的方式收敛. 这样, 方程(19.5.51)表明核子内线的贡献是1/𝑄阶的. 这种过程的一

般Feynman图对不变振幅会有一个𝑄𝜈阶的贡献, 而这时,

𝜈 =
∑︁
𝑖

𝑉𝑖(𝑑𝑖 + 2𝑚𝑖)− 2𝐼𝜋 − 𝐼𝑁 + 4𝐿 . (19.5.52)

这里的𝑉𝑖是与𝑖类相互作用相对应的顶角个数, 𝑑𝑖是每个这样的相互作用中导数的数目, 𝑚𝑖是每个

相互作用中夸克味的数目, 𝐼𝜋和𝐼𝑁分别是𝜋介子内线的个数和核子内线的个数, 𝐿是图中圈的个数.

我们使用熟悉的连通图拓扑关系:

𝐿 = 𝐼𝜋 + 𝐼𝑁 −
∑︁
𝑖

𝑉𝑖 + 1 (19.5.53)

以及

2𝐼𝑁 + 𝐸𝑁 =
∑︁
𝑖

𝑉𝑖𝑛𝑖 , (19.5.54)

其中𝑛𝑖是𝑖类相互作用中核子场的个数, 𝐸𝑁是核子外线的个数. 消掉𝐼𝑁和𝐼𝜋, 这给出

𝜈 =
∑︁
𝑖

𝑉𝑖

(︁
𝑑𝑖 + 2𝑚𝑖 +

𝑛𝑖
2

− 2
)︁
+ 2𝐿− 𝐸𝑁

2
+ 2 . (19.5.55)

这里的关键点在于第一项中的系数𝑑𝑖 + 2𝑚𝑖 +
1
2𝑛𝑖 − 2总是不小于零的. 对于𝑛𝑖 = 0的纯𝜋介子相

互作用, 我们已经看到𝑑𝑖 + 2𝑚𝑖 ≥ 2, 对(19.5.49)的观察表明对于𝑛𝑖 = 2且𝑚𝑖 = 0的𝜋介子-核子相

互作用𝑑𝑖 ≥ 1. 任何𝑛𝑖 = 2且𝑚𝑖 ≥ 1的相互作用或者任何𝑛𝑖 ≥ 4的相互作用显然也有𝑑𝑖 ≥ 2. 因此,

当𝑄≪ 2π𝐹𝜋时, 领头项是相互作用满足

𝑑𝑖 + 2𝑚𝑖 +
𝑛𝑖
2

− 2 = 0

的树图(即, 𝐿 = 0). 满足这个条件的相互作用就是方程(19.5.23), (19.5.34)和(19.5.49)中写出的那

些相互作用, 除此之外可能的相互作用是𝑑𝑖 = 0且𝑛𝑖 = 4的相互作用:(︁ ̃̄︀𝑁 Γ𝛼 ̃︀𝑁)︁(︁ ̃̄︀𝑁 Γ𝛼 ̃︀𝑁)︁ , (19.5.56)

其中Γ𝛼和Γ𝛼是自旋空间和同位旋空间中的矩阵, 它们给出Lorentz不变, 空间反演不变以及同位旋

不变的4-费米子相互作用. 最后这个相互作用对于多核子过程非常重要, [29] 但是我们不会在这里

考察这样的过程.

我们现在对𝜋介子-核子散射使用这一方法. 对于能量约为𝑚𝜋阶的𝜋介子, 𝜋介子-核子的散射

振幅由图19.3中的Feynman图给出, 这些图给不变振幅的贡献均是𝑚𝜋阶的. 然而, 当处在阈值时,

主要贡献来自于图19.3(c), 其它图会被一个额外因子𝑚𝜋/𝑚𝑁压低. 这是因为当处在阈值时, 静止

参考系中的入射𝜋介子和出射𝜋介子4-动量𝑞和𝑞′以及核子4-动量𝑝和𝑝′给定为

𝑞 = 𝑞′ = (0, 0, 0,𝑚𝜋) =

(︂
𝑚𝜋

𝑚𝑁

)︂
𝑝 =

(︂
𝑚𝜋

𝑚𝑁

)︂
𝑝′ . (19.5.57)
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(b) (c)(a)

图 19.3 这是用有效手征拉格朗日量计算软𝜋介子在核子上散射的Feynman图. 虚线是𝜋介子, 实线是核子.

因此当处在阈值时, 来自图19.3(a)或图19.3(b)的不变振幅正比于

�̄� 𝛾5 /𝑞
(−i(/𝑝± /𝑞) +𝑚𝑁 )

(𝑝± 𝑞)2 +𝑚2
𝑁

𝛾5 /𝑞 𝑢

=
𝑚2
𝜋�̄�𝛾5(−i /𝑝(1±𝑚𝜋/𝑚𝑁 ) +𝑚𝑁 )𝛾5𝑢

(∓2𝑚𝜋𝑚𝑁 −𝑚2
𝜋)

=
∓𝑚𝜋

2𝑚𝑁 ±𝑚𝜋
�̄�(i /𝑝(1±𝑚𝜋/𝑚𝑁 ) +𝑚𝑁 )𝑢 =

𝑚2
𝜋

2𝑚𝑁 ±𝑚𝜋

其中𝑢是满足�̄�𝑢 = 1的Dirac旋量. 与之相对的是, 图19.3(c)给𝑀的贡献是𝑚𝜋阶的. 我们可以用核

子同位旋指标将这个振幅写成2× 2矩阵:

𝑀𝑏𝑎 =
−2i

𝐹 2
𝜋

𝑡𝑐𝜖𝑎𝑏𝑐 �̄�(−i /𝑞 − i /𝑞
′)𝑢 ,

其中𝑞′和𝑞是末态𝜋介子和初态𝜋介子的4-动量,而𝑏和𝑎是相应的同位旋矢量指标.利用方程(19.5.57)

和动量空间Dirac方程(i /𝑝+𝑚𝑁 )𝑢 = 0, 这变成

𝑀𝑏𝑎 =
−4i𝑚𝜋

𝐹 2
𝜋

𝑡𝑐 𝜖𝑎𝑏𝑐 =
−4𝑚𝜋

𝐹 2
𝜋

�⃗� · [⃗𝑡(𝜋)]𝑏𝑎 , (19.5.58)

其中[𝑡
(𝜋)
𝑐 ]𝑏𝑎 ≡ −i𝜖𝑏𝑎𝑐是𝜋介子同位旋矢量矩阵. 在总同位旋为𝑇的态中, 矩阵⃗𝑡 · �⃗�(𝜋)的本征值等

于1
2 [𝑇 (𝑇 + 1)− 2− 3

4 ], 所以在同位旋𝑇 = 1/2和𝑇 = 3/2的态中, 不变振幅是[30]

𝑀1/2 = 4𝑚𝜋/𝐹
2
𝜋 , 𝑀3/2 = −2𝑚𝜋/𝐹

2
𝜋 ,

这些结果通常写成散射长度的形式, 它们的定义是是不变振幅除以4π(1 +𝑚𝜋/𝑚𝑁 ):

𝑎1/2 =
𝑚𝜋

π𝐹 2
𝜋 (1 +𝑚𝜋/𝑚𝑁 )

= 0.15𝑚−1
𝜋 , (19.5.59)

𝑎3/2 = − 𝑚𝜋

2π𝐹 2
𝜋 (1 +𝑚𝜋/𝑚𝑁 )

= −0.075𝑚−1
𝜋 . (19.5.60)

它们与实验值[12]𝑎1/2 = (0, 173±0.003)𝑚−1
𝜋 和𝑎3/2 = (−0.101±0.004)𝑚−1

𝜋 基本一致. (结果(19.5.59)

和(19.5.60)被认为仅在𝑚𝜋/𝑚𝑁的最低阶成立, 但对于因子1 +𝑚𝜋/𝑚𝑁 , 由于它仅来自于散射长度

的定义, 我们保留这一因子.)
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在𝑚𝜋的下一阶, 对散射长度的修正有如下几个来源. 图19.3(a)和19.3(b)的Born图, 它们名义

上是领头阶的, 但正如我们所看到的, 它们在阈值出会被一个额外的因子𝑚𝜋/𝑚𝑁压低. 存在额外

的树图, 它包含的顶角有两个导数. 在这些树图中, 最特殊的一种会包含不含导数的顶角, 它们来

自于正比于𝑚2
𝜋的对称性破缺相互作用. 这些相互作用的手征变换性质和时空变换性质必须与方

程(19.4.34)中的算符相同: 两个不同的手征4-矢Φ+
𝑛和Φ−

𝑛的第四分量和第三分量. 对于有着这种变

换性质的算符且要求它是核子场的双线性型, 我们有两个显然的候选者: 一个Φ+
4项,

�̄�𝑁 =

(︃
1− �⃗�2

1 + �⃗�2

)︃ ̃̄︀𝑁 ̃︀𝑁 − 4i

(︃
�⃗�

1 + �⃗�2

)︃
· ̃̄︀𝑁𝛾5⃗𝑡 ̃︀𝑁 ,

以及一个Φ−
3项,

�̄�𝑡3𝑁 = ̃̄︀𝑁𝑡3 ̃︀𝑁 − 2

(︂
𝜁3

1 + �⃗�2

)︂ ̃̄︀𝑁𝑡 · �⃗� ̃︀𝑁 − i

(︂
𝜁3

1 + �⃗�2

)︂ ̃̄︀𝑁𝛾5 ̃︀𝑁 .

手征对称性在 ̃︀𝑁上的作用就像普通的同位旋旋转, 所以它们无法混合标量核子双线性型和赝标量

核子双线性型. 因此实际上有两个独立的Φ+
4算符:(︃
1− �⃗�2

1 + �⃗�2

)︃ ̃̄︀𝑁 ̃︀𝑁 (19.5.61)

和

i

(︃
�⃗�

1 + �⃗�2

)︃
· ̃̄︀𝑁𝛾5⃗𝑡 ̃︀𝑁 , (19.5.62)

以及两个独立的Φ−
3算符: ̃̄︀𝑁𝑡3 ̃︀𝑁 − 2

(︂
𝜁3

1 + �⃗�2

)︂ ̃̄︀𝑁𝑡 · �⃗� ̃︀𝑁 (19.5.63)

和

i

(︂
𝜁3

1 + �⃗�2

)︂ ̃̄︀𝑁𝛾5 ̃︀𝑁 . (19.5.64)

我们会在下一节证明, 与方程(19.4.34)中核子场的双线性项变换性质相同的算符只有这些. 算

符(19.5.62)和(19.5.64)修正了𝜋介子-核子耦合的Goldberger-Treiman公式,其中前者显然是同位旋

守恒而后者显然是同位旋破缺的. 另两个算符, (19.5.61)和(19.5.63), 它们直接贡献于核子质量和

低能𝜋介子-核子散射. 从它们对核子质量的贡献, 我们看到后两项以如下的形式进入到有效拉格

朗日量中(现在将⃗𝜁替换成传统的归一化𝜋介子场):

𝛿Leff = −𝛿𝑚𝑝 + 𝛿𝑚𝑛

2

(︂
1− �⃗�2/𝐹 2

𝜋

1 + �⃗�2/𝐹 2
𝜋

)︂ ̃̄︀𝑁 ̃︀𝑁
− (𝛿𝑚𝑝 − 𝛿𝑚𝑛)

[︂ ̃̄︀𝑁𝑡3 ̃︀𝑁 − 2

𝐹 2
𝜋

(︂
𝜋3

1 + �⃗�2/𝐹 2
𝜋

)︂ ̃̄︀𝑁𝑡 · �⃗� ̃︀𝑁]︂ , (19.5.65)

其中𝛿𝑚𝑝和𝛿𝑚𝑛是夸克质量项(19.4.34)对质子质量和中子质量的修正. 它对𝜋介子-核子散射长度

的贡献是(依旧写成核子同位旋空间中的矩阵):

𝛿𝑀𝑏𝑎 =
2[𝛿𝑚𝑝 + 𝛿𝑚𝑛]

𝐹 2
𝜋

𝛿𝑎𝑏 +
2[𝛿𝑚𝑝 − 𝛿𝑚𝑛]

𝐹 2
𝜋

(𝑡𝑎𝛿3𝑏 + 𝑡𝑏𝛿3𝑎) . (19.5.66)
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方程(19.5.65)中的第一项通常被称为“𝜎-项”. 第二项是对𝜎-项的同位旋破缺修正, 这一项仅会

在包含中性𝜋介子的过程中显现出来, 例如电荷交换过程𝜋+ + 𝑛 → 𝜋0 + 𝑝和𝜋− + 𝑝 → 𝜋0 + 𝑛. 即

使无法直接测量核子质量偏移𝛿𝑚𝑝,𝑛, 我们会在19.7节看到, 𝑆𝑈(3)对称性使得我们可以从超子质

量差中计算出它们的质量差. 这给出𝛿𝑚𝑝 − 𝛿𝑚𝑛 = −2.5MeV. 不幸的是, 对于方程(19.5.65)中第

一项的系数𝛿𝑚𝑝 + 𝛿𝑚𝑛, 我们还没有一个可信的理论估计.

方程(19.4.34)表明, 在量子色动力学中, 方程(19.5.66)中的系数𝛿𝑚𝑝 + 𝛿𝑚𝑛和𝛿𝑚𝑝 − 𝛿𝑚𝑛分别

正比于𝑚𝑢+𝑚𝑑和𝑚𝑢−𝑚𝑑. 我们会在19.7节证明, 𝑚𝑢和𝑚𝑑根本不是简并的, 所以这些系数大约是

同一量级; 对𝜎-项的同位旋破缺修正并不是远小于𝜎-项本身. 我们会再次看到, 同位旋守恒在强子

物理中是一个好近似不仅是因为𝑢夸克和𝑑夸克的质量近似相等, 还由于它们的质量很小.

这里所使用的类似于(19.5.19)或(19.5.49)的拉格朗日量是有效场论方法中的一个例子, 我们

在12.3节就引入了它. 类似的技巧已经用于处理包含奇异粒子的介子-重子相互作用(参看19.7节),

夸克和轻子在能量低于电弱对称性破缺能标时的相互作用(参看21.3节), 它甚至还被用来处理超

导问题(参看21.6节). 在所有这些情况中, 就解出量子场论潜在的广义原理和对称性所造成的效应

而言, 有效场论提供了最方便的方法.

* * *

破缺对称性所给出的低能定理与色散关系结合后会给出有用的求和的规则. 我们来看一下对

于手征对称性这是如何运作的, 忽略比较小的𝑢夸克, 𝑑夸克以及𝜋介子质量. 考察无质量𝜋介子在

核子上的向前散射, 其中𝜋介子携带同位旋矢量指标𝑎以及4-动量𝑞, 核子携带4-动量𝑝, 散射后产生

了携带同位旋矢量指标𝑏的𝜋介子. 由𝑆𝑓𝑖 = −2πi𝛿4(𝑃𝑓 − 𝑃𝑖)𝑀𝑓𝑖定义的散射振幅𝑀 , 其在𝑞的第一

阶由图19.3的Feynman图给定为

− 2πi𝑀 =
1

(2π)6(2𝑞0)

× �̄�

[︃(︃
−i

(2π)42𝑔𝐴𝛾5𝑡𝑏/𝑞

𝐹𝜋

)︃(︂ −i

(2π)4
−i(/𝑝+ /𝑞) +𝑚𝑁

(𝑝+ 𝑞)2 +𝑀2

)︂(︃
i
(2π)42𝑔𝐴𝛾5𝑡𝑎/𝑞

𝐹𝜋

)︃

+

(︃
i
(2π)42𝑔𝐴𝛾5𝑡𝑎/𝑞

𝐹𝜋

)︃(︂ −i

(2π)4
−i(/𝑝− /𝑞) +𝑚𝑁

(𝑝− 𝑞)2 +𝑀2

)︂(︃
−i

(2π)42𝑔𝐴𝛾5𝑡𝑏/𝑞

𝐹𝜋

)︃

− 4i
𝑡𝑐𝜖𝑎𝑏𝑐/𝑞

𝐹 2
𝜋

]︃
𝑢 . (19.5.67)

到𝑞的这一阶, 方括号内前两项的核子传播子可以近似为

−i(/𝑝± /𝑞) +𝑚𝑁

(𝑝± 𝑞)2 +𝑀2
≈ −i /𝑝+𝑚𝑁

±2𝑝 · 𝑞 .

这样, 通过利用/𝑞 /𝑞 = 𝑞2 = 0, �̄�𝛾𝜇𝑢 = −i𝑝 · 𝑞/𝑚𝑁以及[𝑡𝑎, 𝑡𝑏] = i𝜖𝑎𝑏𝑐𝑡𝑐, 方程(19.5.67)可以进一步简

化. 另外, 在实验室参考系下(对于较小的𝑞, 这一参考系与质心参考系相同), 我们有𝑝 · 𝑞 = −𝑚𝑁𝜔,

其中𝜔 ≡ 𝑞0是核子静止参考系中的𝜋介子能量. 最后, 传统的向前散射振幅(它的绝对值平

方是向前散射的微分截面)由方程(3.6.9)给出, 为𝑓 ≡ −4π2𝜔𝑀 . 将这些放在一起, 我们发现

当𝜔 ≪ 𝑚𝑁时, 𝜋介子能量𝜔处的向前散射振幅给定为

𝑓𝑏𝑎(𝜔) → −i
𝜔

π𝐹 2
𝜋

(1− 𝑔2𝐴)𝜖𝑎𝑏𝑐𝑡𝑐 . (19.5.68)



19.6 有效场论: 一般对称性的破缺 · 153 ·

特别地, 对于𝜋+介子-质子散射, 我们必须要用𝑣*𝑏𝑣𝑎收缩方程(19.5.68), 并令𝑡3 = +1
2 , 其中�⃗�是归一

化同位旋矢量(1, i, 0)/
√
2. 这样, 𝜋+介子-质子的低能向前散射振幅就是

𝑓𝜋+𝑝(𝜔) → − 𝜔

2π𝐹 2
𝜋

(1− 𝑔2𝐴) . (19.5.69)

现在, 方程(10.8.24)就给出了无质量𝜋+介子在质子上向前散射的色散关系(加上减除除多项

式𝑃 (𝐸) ∝ 𝐸)

𝑓𝜋+𝑝(𝜔) = 𝑅+
i𝜔

4π
𝜎𝜋+𝑝(𝜔)

+
𝜔

4π2

∫︁ ∞

0

[︂
𝜎𝜋+𝑝(𝐸)

𝐸 − 𝜔
− 𝜎𝜋−𝑝(𝐸)

𝐸 + 𝜔

]︂
d𝐸 , (19.5.70)

其中𝑅是可能的减除常数, 𝜔和𝐸是质子静止参考系中的𝜋介子能量. 对这一色散关系与低能极

限(19.5.69)做一比较, 这给出𝑅 = 0, 以及

𝑔2𝐴 = 1 +
𝐹 2
𝜋

2π

∫︁ ∞

0
[𝜎𝜋+𝑝(𝐸)− 𝜎𝜋−𝑝(𝐸)] d𝐸/𝐸 . (19.5.71)

这是著名的Adler-Weisberger求和规则,[19] 这里所对应的是手征对称性是精确对称性且𝑚𝜋 = 0的

情况. 对于𝜋介子在任意重子或介子上的散射, 包含它在自身上的散射, 可以导出类似的求和规

则.[30a]

19.6 有效场论: 一般对称性的破缺

上一节所描述的构建有效拉格朗日量的技巧针对的是𝑆𝑈(2)× 𝑆𝑈(2)破缺到𝑆𝑈(2)的情况, 这

一技巧很快就被推广[31]至一般群𝐺破缺到它的任意子群𝐻的情况. 考察一个量子场论, 它的拉格

朗日量在场𝜓𝑛(𝑥)的普通线性时空无关变换𝑔下不变:

𝜓𝑛(𝑥) →
∑︁
𝑚

𝑔𝑛𝑚𝜓𝑚(𝑥) , (19.6.1)

而𝑔构成任意的紧致Lie群𝐺. 我们假定这一对称群自发破缺到对称变换的某个子群𝐻 ⊂ 𝐺, 该子群

保持所有真空期望值不变: 对于ℎ ∈ 𝐻,∑︁
𝑚

ℎ𝑛𝑚⟨𝜓𝑚(𝑥)⟩VAC = ⟨𝜓𝑛(𝑥)⟩VAC . (19.6.2)

(我们不需要所有的𝜓都是标量, 但显然只有标量会有不为零的期望值.) 在上一节开头的例子中,

𝐺是𝑆𝑂(4)群, 场𝜓𝑛构成该群的4-矢表示, 而它们的期望值把𝑆𝑂(4)破缺至保持第4-轴不动的旋转

子群𝐻 = 𝑆𝑂(3). 在一般情况下, 场𝜓𝑛可能构成𝐺的可约表示而非不可约表示, 就我们上一节的例

子而言, 它在我们引入核子场后就变成了这样的情况.

接下来, 我们将场空间中的任意一“点”𝜓𝑛表示成𝐺变换作用Goldstone模已经被消掉的场𝜓𝑛:

𝜓𝑛(𝑥) =
∑︁
𝑚

𝛾𝑛𝑚(𝑥)𝜓𝑚(𝑥) . (19.6.3)

例如, 在上一节中, 𝛾就是我们称为𝑅的𝑆𝑂(4)旋转, 而𝜓𝑛所满足的条件是该4-矢的前三个分量为

零.
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为了给出这个条件更一般的公式化表述, 我们假定用𝐺的实表示进行处理. (这并没有丢失一

般性, 原因是我们没有坚持使用不可约表示, 所以如果我们作为出发点的场构成𝐺的复表示, 我

们总可以把𝜓𝑛取成这些复场的实部和虚部.) 正如19.2节所证明的, 质量矩阵的无质量本征矢正是

矢量的线性独立组合
∑︀

𝑚[𝑡
𝛼]𝑛𝑚⟨𝜓𝑚(0)⟩VAC, 其中𝑡

𝛼是𝐺的生成元. (表示是实的意味着i𝑡𝛼是实的,

𝐺是紧致的意味着我们可以把表示选成幺正的, 进而这个表示同时是正交的, 这使得𝑡𝛼是虚的同时

是反对称的.) 因此, 𝜓𝑛不包含Goldstone模这个条件可以公式化为∑︁
𝑛𝑚

𝜓𝑛(𝑥)[𝑡
𝛼]𝑛𝑚⟨𝜓𝑚(0)⟩VAC = 0 . (19.6.4)

这里相互独立的条件个数是群𝐺的维数减去子群𝐻的维数, 其中对子群𝐻的要求是它的生成元要

湮灭⟨𝜓𝑚(0)⟩VAC. 和上一节一样, 以这种方式被消掉的Goldstone玻色场会重新出现在用来参数化

变换𝛾𝑛𝑚(𝑥)的场中, 这种场的个数正是dim(𝐺) − dim(𝐻). 一般而言, 𝜓𝑛会包含理论的所有重场,

包含那些时空对称性质与Goldstone玻色子不同的场(就像上一节的核子).

有必要证明我们总可以选择变换𝛾𝑛𝑚(𝑥)使得方程(19.6.4)是满足的. 对于这个目的, 考察如下

的量

𝑉𝜓(𝑔) ≡
∑︁
𝑛𝑚

𝜓𝑛𝑔𝑛𝑚⟨𝜓𝑚(0)⟩VAC , (19.6.5)

其中𝑔的取值范围是𝜓𝑛构成的实正交表示中的整个群𝐺. 这显然是𝑔的连续实函数, 而且由于这个

群是紧致的, 𝑉𝜓(𝑔)也是𝑔的有界函数. 因此, 在每个时空点𝑥, 𝑉𝜓(𝑥)(𝑔)会在某个群元处到达最大值,

我们称其为𝛾(𝑥). 当𝑔 = 𝛾(𝑥)时, 𝑉𝜓(𝑥)(𝑔)相对𝑔的任意变分必须是稳定的. 然而, 群元𝑔的任何无限

小偏移总可以写成线性组合

𝛿𝑔 = i
∑︁
𝛼

𝜖𝛼 𝑔 𝑡
𝛼 ,

其中𝜖𝛼是无限小的实系数, 它可以依赖于𝑔. 这样, 𝑉𝜓(𝑥)(𝑔)相对𝑔 = 𝛾(𝑥)处的任意变分必须是稳定

的条件就变成

0 = 𝛿𝑉𝜓(𝑥)

(︁
𝛾(𝑥)

)︁
= i
∑︁
𝛼

𝜖𝛼
∑︁
𝑛𝑚𝑙

𝜓𝑛(𝑥)𝛾𝑛𝑙(𝑥) 𝑡
𝛼
𝑙𝑚⟨𝜓𝑚(0)⟩VAC

= i
∑︁
𝛼

𝜖𝛼
∑︁
𝑛𝑚𝑙

[𝛾−1(𝑥)]𝑙𝑛𝜓𝑛(𝑥)𝑡
𝛼
𝑙𝑚⟨𝜓𝑚(0)⟩VAC .

它对于所有变分都必须是满足的, 因此对于所有的𝜖𝛼也必须是满足的, 因此我们看到当𝜓(𝑥) =

𝛾−1(𝑥)𝜓(𝑥)时, 方程(19.6.4)是成立的, 这正是我们要证明的. 在拉格朗日量为(19.4.1)的纯玻色理

论中, 𝜓𝑛是4-矢场(0, 0, 0, 𝜎). 这指向了真空期望值⟨𝜓𝑛⟩的方向, 但并非总是这样的情况.

附带地, 在处理复场时, 没有必要把𝜓(𝑥)上的条件用它的实部和虚部表述出来. 如果一组

场𝜒(𝑥)按照𝐺的某个复表示变换, 且该表示由厄米生成元𝑇𝛼生成, 那么在实表示中

𝜓(𝑥) =

(︃
Re𝜒(𝑥)

Im𝜒(𝑥)

)︃

生成元是

i 𝑡𝛼 =

(︃
− Im𝑇𝛼 −Re𝑇𝛼

Re𝑇𝛼 − Im𝑇𝛼

)︃
.
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那么, 直接以𝑇𝛼和𝜒(𝑥)的形式, 条件(19.6.4)可以表述成

Im
(︁
�̃�(𝑥)† 𝑇𝛼 ⟨𝜒(0)⟩VAC

)︁
= 0 .

由于只假定了该拉格朗日量在时空不相关的𝐺变换下不变, 所以在经过变换(19.6.3)后, 我们

会发现这个拉格朗日量会依赖于𝛾(𝑥)和𝜓(𝑥), 然而在每个𝛾-相关项中至少有一个导数. 正如已经

提及的, 用来指定𝛾(𝑥)的时空相关参量将扮演Goldstone玻色场的角色. 我们现在必须要来考察如

何对𝛾(𝑥)参数化.

从一开始就必须要意识到: 方程(19.6.3)中𝛾的选择一般不是唯一的. 这是因为, 在方

程(19.6.3)意义下, ⟨𝜓𝑚(0)⟩VAC是𝐻-不变量, 那么, 对于方程所定义的量(19.6.2)而言, 在𝑔右乘

未破缺子群𝐻的任意元素ℎ后, 这个量是不变的:

𝑉𝜓(𝑔) = 𝑉𝜓(𝑔ℎ) 对于 ℎ ∈ 𝐻 . (19.6.6)

由此得出, 如果𝛾使得𝑉𝜓(𝑔)最大化, 那么𝛾ℎ也是如此, 这使得条件(19.6.4)对于𝜓 = ℎ−1𝛾−1𝜓和𝜓 =

𝛾−1𝜓均是满足的. 因此, 迄今为止𝛾仅在相差右乘𝐻中的一个元素的意义下是定义好的. (例如,

在上一节的例子中, 4-维旋转𝑅可以右乘一个仅作用在4-矢的前三个分量上的旋转.) 如果两个群

元𝛾1和𝛾2满足𝛾1 = 𝛾2ℎ, 其中ℎ ∈ 𝐻, 那么我们可以认为这两个群元是等价的. 由于这个关系有反

身性(如何𝛾1等价于𝛾2, 那么𝛾2等价于𝛾1), 对称性(𝛾1等价于自身)和传递性(如果𝛾1等价于𝛾2, 𝛾2等

价于𝛾3, 那么𝛾1等价于𝛾3), 这个关系是等价关系. 因此, 群𝐺的元素可以分成不相交的“等价类”, 组

成每个等价类的元素𝛾仅相差右乘𝐻中的一个元素. 这称为𝐺相对于𝐻的右陪集. 我们所需要的是

右陪集空间(记做𝐺/𝐻)的参数化.

对于这个目的, 我们仅需从每个右陪集中选出一个代表元即可. 对于上一节的𝑆𝑂(4)对称性破

缺到𝑆𝑂(3), 将这些代表元选为由3-矢⃗𝜁参数化的旋转𝑅比较方便. 还有另一种选择, 这种选择对于

任何的紧致子群𝐺破缺到任何子群𝐻都是适用的. 我们先把我们对𝐺生成元的记号拓广至对称性

破缺模型. 𝐻独立生成元的完备集记为𝑡𝑖. 根据方程(19.6.2), 它们满足∑︁
𝑚

(𝑡𝑖)𝑛𝑚 ⟨𝜓𝑚⟩VAC = 0 . (19.6.7)

既然𝐻是子群, 那么𝑡𝑖构成子代数

[𝑡𝑖, 𝑡𝑗 ] = i
∑︁
𝑘

𝐶𝑖𝑗𝑘𝑡𝑘 . (19.6.8)

我们把𝐺剩余的独立生成元记做𝑥𝑎, 并选择基使得结构常数全反对称. (这样的基对于紧致群总是

存在的, 参看15.2节.) 既然方程(19.6.8)的右边没有出现𝑥𝑎, 那么结构常数𝐶𝑖𝑗𝑎全为零, 再加上它们

是全反对称的, 所以𝐶𝑖𝑎𝑗 = 0, 这样,

[𝑡𝑖, 𝑥𝑎] = i
∑︁
𝑏

𝐶𝑖𝑎𝑏𝑥𝑏 . (19.6.9)

然而, 𝑥彼此之间的对易子不一定是𝑡的线性组合; 这依赖于𝐺和𝐻的性质, 以及𝐻如何嵌入到𝐺中

的. (当𝐶𝑎𝑏𝑐为零时, 右陪集空间𝐺/𝐻被称为对称空间). 一般而言, 我们可以写成

[𝑥𝑎, 𝑥𝑏] = i
∑︁
𝑖

𝐶𝑎𝑏𝑖𝑡𝑖 + i
∑︁
𝑐

𝐶𝑎𝑏𝑐𝑥𝑐 . (19.6.10)
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任何一组生成元, 若它们的对易关系形式与(19.6.8)—(19.6.10)相同, 那么它们被称为该Lie代数

的Cartan分解. 手征𝑆𝑈(2) × 𝑆𝑈(2)Lie代数(19.4.9)—(19.4.11)就提供了一个例子, 而在这个例子

中, 𝐶𝑎𝑏𝑐碰巧为零.

因为𝑡𝑖和𝑥𝑎张开了𝐺的Lie代数, 𝐺的任何有限元素可以表示成

𝑔 = exp

[︃
i
∑︁
𝑎

𝜉𝑎𝑥𝑎

]︃
exp

[︃
i
∑︁
𝑖

𝜃𝑖𝑡𝑖

]︃
, (19.6.11)

其中𝜉𝑎和𝜃𝑖是一组实参量. 但是方程(19.6.3)中的变换𝛾(𝑥)迄今为止仅是在相差右乘𝐻中的一个元

素的意义下定义好的, 所以我们可以规定𝛾的定义, 取其为如下的形式.

𝛾(𝑥) = exp

[︃
i
∑︁
𝑎

𝜉𝑎(𝑥)𝑥𝑎

]︃
. (19.6.12)

𝜉𝑎(𝑥)可以等同为(除去归一化后)Goldstone玻色场.

在下文中, 我们假定已经从每个右陪集中选出了代表元, 并将其表示成一些参量𝜉𝑎的连续函

数𝛾(𝜉). 方程(19.6.12)在一般情况下提供了一个清晰的例子, 但是我们并不把自身限制在这一参数

化下.

现在, 假定我们用方程(19.6.3)把拉格朗日量中的所有𝜓(𝑥)场替换成𝛾(𝑥)𝜓(𝑥). 场的导数给定

为

𝜕𝜇𝜓(𝑥) = 𝛾(𝑥)
[︁
𝜕𝜇𝜓(𝑥) + (𝛾−1(𝑥)𝜕𝜇𝛾(𝑥))𝜓(𝑥)

]︁
. (19.6.13)

因此, 当我们把拉格朗日量表示成𝜓而非𝜓时, Goldstone玻色场会凭借𝛾−1(𝑥)𝜕𝜇𝛾(𝑥)对𝜉𝑎(𝑥)及其

导数的依赖而出现.

像𝛾(𝑥)这样的群元, 它的任意变分可以写成它自身乘以该群生成元的线性组合. 在我们的基

下, 我们可以将其写成

𝛾−1(𝑥)𝜕𝜇𝛾(𝑥) = i
∑︁
𝑎

𝑥𝑎𝐷𝑎𝜇(𝑥) + i
∑︁
𝑖

𝑡𝑖𝐸𝑖𝜇(𝑥) , (19.6.14)

其中𝐷𝑎𝜇和𝐸𝑖𝜇采取如下的形式

𝐷𝑎𝜇(𝑥) =
∑︁
𝑏

𝐷𝑎𝑏

(︁
𝜉(𝑥)

)︁
𝜕𝜇𝜉𝑏(𝑥) , (19.6.15)

𝐸𝑖𝜇(𝑥) =
∑︁
𝑏

𝐸𝑖𝑏

(︁
𝜉(𝑥)

)︁
𝜕𝜇𝜉𝑏(𝑥) . (19.6.16)

因此, Goldstone玻色场将会经由𝐷𝑎𝜇(𝑥)和𝐸𝑖𝜇(𝑥)(以及它们的导数)的出现进入到拉格朗日量中.

注意到, 当破缺对称性是精确对称性时, 𝜉的每个相互作用至少会包含一个导数, 所以拉格朗日量

中不可能出现质量项𝑚2
𝑎𝑏𝜉𝑎𝜉𝑏, 并且当Goldstone玻色子4-动量为零时, 所有这些相互作用为零.

即使我们不知道潜在拉格朗日量的细节, 关于𝐷𝑎𝜇和𝐸𝑖𝜇是以何种方式出现在变换后的拉格朗

日量的, 我们可以从它们的变换性质中获得大量信息. 在群𝐺的任意群元𝑔的作用下, 原始场𝜓按照

方程(19.6.1)变换:

𝜓(𝑥) → 𝜓′(𝑥) = 𝑔𝜓(𝑥) = 𝑔𝛾
(︁
𝜉(𝑥)

)︁
𝜓(𝑥) . (19.6.17)
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现在, 𝑔𝛾(𝜉)是群𝐺的元素, 所以它必须与某个𝛾(𝜉′)处在同一个右陪集中, 因而它可以写成如下的形

式,

𝑔𝛾
(︁
𝜉(𝑥)

)︁
= 𝛾

(︁
𝜉′(𝑥)

)︁
ℎ
(︁
𝜉(𝑥), 𝑔

)︁
, (19.6.18)

其中ℎ是未破缺子群𝐻中的元素. 将其代入方程(19.6.17), 我们发现𝜓′(𝑥)变成(19.6.3)的形式

𝜓′(𝑥) = 𝛾
(︁
𝜉′(𝑥)

)︁
𝜓′(𝑥) , (19.6.19)

其中𝜉′(𝑥)由方程(19.6.18)定义, 并且

𝜓′(𝑥) ≡ ℎ
(︁
𝜉(𝑥), 𝑔

)︁
𝜓(𝑥) . (19.6.20)

在上一节开头的例子中, 𝜓由单个同位旋标量𝜎组成, 并且, 由于它在未破缺的同位旋子群下是不

变的, 它同时是手征不变量. 更一般的, 我们发现这里的𝜓(𝑥)不一定在一般的𝐺变换下不变, 但是

它的𝐺变换只依赖于它在子群𝐻下的变换. 在上一节中, 我们在引入核子场时看到了这一点; 在一

般的无限小破缺手征对称变换下, 场 ̃︀𝑁按照场相关的同位旋旋转(19.5.45)变换.

对于原始场𝜓𝑛上的特定线性𝐺变换, 方程(19.6.18)和(19.6.20)所指定的𝜉 → 𝜉′和𝜓 → 𝜓′的变

换规则并没有给这个变换的性质提供参考信息. 事实也的确如此, 为了导出这些变换规则, 我

们没有必要要求作为出发点的拉格朗日量在线性𝐺变换下不变. 给定任意一组场, 要求群𝐺以线

性或非线性的方式作用在上面, 并且𝐺有一个保持一组特定的场值(它们的真空期望值)不变的

子群𝐻, 我们(至少在特定场值的有限邻域内)总可以用一组𝜉𝑎和𝜓𝑛表示这些场, 而𝜉𝑎和𝜓𝑛在𝐺下

的变换规则就是方程(19.6.18)和(19.6.20)所定义的标准实现𝜉 → 𝜉′和𝜓 → 𝜓′. 这一实现的唯一

性十分重要, 这一点首先是对𝑆𝑈(2) × 𝑆𝑈(2)破缺到𝑆𝑈(2)的情况[25]给出了证明, 然后推广至一

般Lie群破缺至它的任意子群的情况.[31] 为了简化讨论, 我们注意到, 对于任意一组场, 若它们

按照任意紧致Lie群𝐺的非线性实现进行变换, 那么总可以定义这些场(以及可能的额外场*)的函

数, 使得这些函数在𝐺下线性变换.[32] 从这一线性实现出发, 本节的讨论使得我们可以用变换规

则(19.6.18)和(19.6.20)来构建𝜉场和𝜓场.

尽管对于一般的𝑔 ∈ 𝐺, 𝜉(𝑥)和𝜓(𝑥)的变换比较复杂, 但是当𝑔本身是未破缺子群𝐻中的成

元ℎ时, 情况会简单得多. 通常总可能选择Goldstone玻色场𝜉𝑎(𝑥), 使得它按照未破缺子群𝐻的某个

线性表示D𝑎𝑏(ℎ)进行变换:

ℎ𝛾(𝜉)ℎ−1 = 𝛾
(︁
D(ℎ)𝜉

)︁
. (19.6.21)

例如, 对于上一节所用的陪集空间𝑆𝑂(4)/𝑆𝑂(3), 在它的参数化中, Goldstone玻色场𝜁𝑎构成同位

旋3-矢. 对于适用范围更广的基于方程(19.6.12)的参数化, 对易关系(19.6.9)表明𝑥𝑎在𝐻下线性变

换:

ℎ𝑥𝑏ℎ
−1 =

∑︁
𝑎

D𝑏𝑎(ℎ)𝑥𝑎 , (19.6.22)

由此可以立即得出方程(19.6.21). 比较方程(19.6.21)和方程(19.6.18), 我们看到对于𝑔 = ℎ ∈ 𝐻,

𝜉′𝑎(𝑥) =
∑︁
𝑏

D𝑎𝑏(ℎ)𝜉𝑏(𝑥) , (19.6.23)

𝜓′
𝑛(𝑥) =

∑︁
𝑚

ℎ𝑛𝑚𝜓𝑚(𝑥) . (19.6.24)

*例如, 极角𝜃和方位角𝜙构成了𝑆𝑂(3)的非线性实现; 通过增加变量𝑟, 我们可以构建在𝑆𝑂(3)下线性变换的量𝑥1,

𝑥2和𝑥3.



· 158 · 第 19章 自发破缺的整体对称性

换句话说, 𝜉𝑎和𝜓𝑛在𝐻下分别按照表示D𝑎𝑏(ℎ)和ℎ𝑛𝑚自身变换.

我们现在必须要考察如何构建在变换(19.6.18)和(19.6.20)下不变的最一般拉格朗日量. 对于

一般的𝑔 ∈ 𝐺, 变换𝜉 → 𝜉′是非线性的且非常复杂, 这使得𝜉𝑎(𝑥)只能凭借𝐷𝑎𝜇(𝑥)和𝐸𝑖𝜇(𝑥)这样的量

出现在拉格朗日量中. 幸运的是, 这些量的变换规则十分简单. 对方程(19.6.18)相对𝑥𝜇微分一次并

左乘它的逆. 这给出

𝛾−1
(︁
𝜉(𝑥)

)︁
𝜕𝜇𝛾

(︁
𝜉(𝑥)

)︁
=
[︁
𝑔𝛾
(︁
𝜉(𝑥)

)︁]︁−1
𝜕𝜇

[︁
𝑔𝛾
(︁
𝜉(𝑥)

)︁]︁
= ℎ−1

(︁
𝜉(𝑥), 𝑔

)︁
𝛾−1

(︁
𝜉′(𝑥)

)︁
𝜕𝜇

[︁
𝛾
(︁
𝜉′(𝑥)

)︁
ℎ
(︁
𝜉(𝑥), 𝑔

)︁]︁
= ℎ−1

(︁
𝜉(𝑥), 𝑔

)︁[︁
𝛾−1

(︁
𝜉′(𝑥)

)︁
𝜕𝜇𝛾

(︁
𝜉′(𝑥)

)︁]︁
ℎ
(︁
𝜉(𝑥), 𝑔

)︁
+ ℎ−1

(︁
𝜉(𝑥), 𝑔

)︁
𝜕𝜇ℎ

(︁
𝜉(𝑥), 𝑔

)︁
因而

𝛾−1
(︁
𝜉′(𝑥)

)︁
𝜕𝜇𝛾

(︁
𝜉′(𝑥)

)︁
= ℎ

(︁
𝜉(𝑥), 𝑔

)︁[︁
𝛾−1

(︁
𝜉(𝑥)

)︁
𝜕𝜇𝛾

(︁
𝜉(𝑥)

)︁]︁
ℎ−1

(︁
𝜉(𝑥), 𝑔

)︁
−
[︁
𝜕𝜇ℎ

(︁
𝜉(𝑥), 𝑔

)︁]︁
ℎ−1

(︁
𝜉(𝑥), 𝑔

)︁
. (19.6.25)

方程(19.6.14)所给出的𝛾−1𝜕𝜇𝛾是𝑥和𝑡的线性组合. 另外, 方程(19.6.25)右边的第二项仅是𝑡的线性

组合. 既然𝑥𝑎和𝑡𝑖全是互相独立的, 方程(19.6.25)两边每个生成元的系数必须全部相等:

∑︁
𝑎

𝑥𝑎𝐷
′
𝑎𝜇 = ℎ(𝜉, 𝑔)

(︃∑︁
𝑎

𝑥𝑎𝐷𝑎𝜇

)︃
ℎ−1(𝜉, 𝑔) , (19.6.26)

∑︁
𝑖

𝑡𝑖𝐸
′
𝑖𝜇 = ℎ(𝜉, 𝑔)

(︃∑︁
𝑖

𝑡𝑖𝐸𝑖𝜇

)︃
ℎ−1(𝜉, 𝑔) ,

+ i
[︁
𝜕𝜇ℎ(𝜉, 𝑔)

]︁
ℎ−1(𝜉, 𝑔) (19.6.27)

或者, 更细致一些,

𝐷′
𝑎𝜇(𝑥) =

∑︁
𝑏

D𝑎𝑏

(︁
ℎ
(︁
𝜉(𝑥), 𝑔

)︁)︁
𝐷𝑏𝜇(𝑥) ,

𝐸′
𝑖𝜇(𝑥) =

∑︁
𝑗

E𝑖𝑗
(︁
ℎ
(︁
𝜉(𝑥), 𝑔

)︁)︁
𝐸𝑗𝜇(𝑥)

−
∑︁
𝑏

H𝑖𝑏

(︁
ℎ
(︁
𝜉(𝑥), 𝑔

)︁)︁
𝜕𝜇𝜉𝑏(𝑥) , (19.6.28)

其中𝐷𝑎𝜇和𝐸𝑖𝜇由方程(19.6.15)和(19.6.16)定义, 并且[︁
𝜕𝜇ℎ

(︁
𝜉(𝑥), 𝑔

)︁]︁
ℎ−1

(︁
𝜉(𝑥), 𝑔

)︁
= i
∑︁
𝑖𝑏

H𝑖𝑏

(︁
𝜉(𝑥)

)︁
𝑡𝑖𝜕𝜇𝜉𝑏(𝑥) ,

ℎ 𝑡𝑗 ℎ
−1 =

∑︁
𝑖

E𝑖𝑗(ℎ)𝑡𝑖 ,

而D𝑎𝑏由方程(19.6.22)定义. 我们看到𝐷𝑎𝜇(𝑥)是Goldstone玻色场的“协变导数”, 它在一般群元𝑔 ∈
𝐺下的变换很像场𝜓: 尽管分属不同的表示, 但都投射到𝐻变换ℎ(𝜉(𝑥), 𝑔). 例如, 在上一节
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的𝑆𝑂(4)理论中, 𝜋介子场⃗𝜁的协变导数是𝜕𝜇𝜁/(1 + �⃗�2), 它在无限小手征变换下的变换是同位旋旋

转(19.5.15).

另一方面, 𝐸𝑗𝜇(𝑥)的变换是非齐次的, 很像规范场. 方程(19.6.28)中的额外项可以用𝜓导数中

的非齐次项抵消. 对方程(19.6.20)微分一次, 我们有

𝜕𝜇𝜓
′(𝑥) = ℎ

(︁
𝜉(𝑥), 𝑔

)︁[︁
𝜕𝜇𝜓(𝑥) + ℎ−1

(︁
𝜉(𝑥), 𝑔

)︁
𝜕𝜇ℎ

(︁
𝜉(𝑥), 𝑔

)︁
𝜓(𝑥)

]︁
.

与方程(19.6.27)相结合, 这给出 (︁
D𝜇𝜓(𝑥)

)︁′
= ℎ

(︁
𝜉(𝑥), 𝑔

)︁
D𝜇𝜓(𝑥) , (19.6.29)

其中D𝜇𝜓是重粒子场的协变导数:

D𝜇𝜓(𝑥) ≡ 𝜕𝜇𝜓(𝑥) + i
∑︁
𝑖

𝑡𝑖𝐸𝑖𝜇(𝑥)𝜓(𝑥) . (19.6.30)

(在𝑆𝑂(4)破缺到𝑆𝑂(3)的情况中, 方程(19.5.47)就提供了这种导数的一个例子.) 任何拉格朗日量,

若它在未破缺子群𝐻下不变, 并且它是用𝜓, D𝜇𝜓和𝐷𝑎𝜇构建的, 那么它在整个群𝐺下不变.

可重整性不是这里担心的问题, 所以我们也可考察包含多个时空导数的量. 其中的一个例子

是D𝜈D𝜇𝜓, 它通过重复操作(19.6.30)获得:

D𝜈D𝜇𝜓 =

[︃
𝜕𝜈 + i

∑︁
𝑗

𝑡𝑗𝐸𝑗𝜈

]︃[︃
𝜕𝜇 + i

∑︁
𝑖

𝑡𝑖𝐸𝑖𝜇

]︃
𝜓 . (19.6.31)

它的变换和D𝜇𝜓一样

(D𝜈D𝜇𝜓)
′ = ℎ(𝜉, 𝑔)D𝜈D𝜇𝜓 . (19.6.32)

其它协变量可以用协变Goldstone玻色子导数(19.6.15)的协变导数构建,这种量的定义很像(19.6.30),

但是要把𝑡𝑖替换成由𝑥𝑎所构建的𝐻表示中的相应矩阵:

D𝜈𝐷𝑎𝜇 = 𝜕𝜈𝐷𝑎𝜇 +
∑︁
𝑖𝑏

𝐶𝑖𝑎𝑏𝐸𝑖𝜈𝐷𝑏𝜇 , (19.6.33)

它的变换和𝐷𝑎𝜇一样:

(D𝜈𝐷𝑎𝜇)
′ =

∑︁
𝑏

D𝑎𝑏(ℎ, 𝑔)D𝜈𝐷𝑏𝜇 . (19.6.34)

另外, 通过对𝐸𝑖𝜇的导数做反对称化, 我们可以消掉(19.6.27)中的非齐次项. 这产生“曲率”

𝑅𝑖𝜇𝜈 ≡ 𝜕𝜈𝐸𝑖𝜇 − 𝜕𝜇𝐸𝑖𝜈 − i
∑︁
𝑗,𝑘

𝐶𝑖𝑗𝑘𝐸𝑗𝜇𝐸𝑘𝜈 . (19.6.35)

这实际上并不是一个新量; 很容易看到“物质”场𝜓的反对称协变导数正比于这一曲率

[D𝜈 ,D𝜇]𝜓 =
∑︁
𝑖

𝑡𝑖𝑅𝑖𝜇𝜈𝜓 . (19.6.36)

当然, 通过取D𝜇𝜓和𝐷𝑎𝜇的高阶协变导数, 我们可以继续这一过程, 进而构造出更多的协变量.
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值得注意的是, 一旦给定了群𝐺和𝐻, 并给定了陪集空间𝐺/𝐻的参数化, 𝐷𝑎𝜇和𝐸𝑖𝜇就可以被彻

底地计算出来, 而且它们并不依赖场𝜓𝑛假定的变换性质, 也不依赖用来表示破缺对称群Lie代数的

特定矩阵𝑥𝑎和𝑡𝑖. 例如, 在指数参数化(19.6.12)中, 这些协变量的幂级数展开中的前几项可以从方

程(19.6.12)和(19.6.14)中轻松地计算出来

𝐷𝑎𝜇 = 𝜕𝜇𝜉𝑎 +
1
2

∑︁
𝑏𝑐

𝐶𝑎𝑏𝑐𝜉𝑏𝜕𝜇𝜉𝑐

+ 1
6

∑︁
𝑏𝑐𝑑

[︃∑︁
𝑒

𝐶𝑐𝑑𝑒𝐶𝑏𝑒𝑎 +
∑︁
𝑖

𝐶𝑐𝑑𝑖𝐶𝑏𝑖𝑎

]︃
𝜉𝑏𝜉𝑐𝜕𝜇𝜉𝑑

+𝑂(𝜉3𝜕𝜇𝜉) , (19.6.37)

𝐸𝑖𝜇 = 1
2

∑︁
𝑎𝑏

𝐶𝑎𝑏𝑖𝜉𝑎𝜕𝜇𝜉𝑏 +
1
6

∑︁
𝑎𝑏𝑐𝑑

𝐶𝑎𝑐𝑑𝐶𝑏𝑑𝑖 𝜉𝑎𝜉𝑏𝜕𝜇𝜉𝑐

+𝑂(𝜉3𝜕𝜇𝜉) . (19.6.38)

为了构建包含Goldstone玻色场𝜉𝑎以及一组重粒子场的最一般拉格朗日量, 我们需要知道的只

有𝐺到𝐻的自发对称性破缺模式, 以及重粒子场在𝐻而不是𝐺下的变换性质: 这个拉格朗日量要取

成𝜓, D𝜇𝜓, 𝐷𝑎𝜇以及高阶协变导数的最一般的𝐻-不变函数.

现在考察这样的情况: 𝐺下的对称性不仅是自发破缺的, 甚至本来就不是精确的. 假定在初始

拉格朗日量中有一项ΔL , 它在线性变换𝜓 → 𝑔𝜓的群𝐺下不是不变的, 而是像𝐺的某个(可约或不

可约)表示的分量的线性组合那样进行变换. 即, 我们取

ΔL =
∑︁
𝐴

𝑐𝐴𝒪𝐴 , (19.6.39)

其中𝒪𝐴在𝐺下按照某个表示𝐷[𝑔]𝐴𝐵变换:

𝒪𝐴 →
∑︁
𝐵

𝐷[𝑔]𝐴𝐵𝒪𝐵 . (19.6.40)

如果我们现在用𝜉𝑎和𝜓替换场𝜓, 拉格朗日量中的这一项依旧会采取(19.6.39)的形式, 但是方

程(19.6.40)现在变成

𝒪𝐴

[︁
𝑓𝑎(𝜉, 𝑔), ℎ(𝜉, 𝑔)𝜓

]︁
=
∑︁
𝐵

𝐷[𝑔]𝐴𝐵 𝒪𝐵

[︁
𝜉, 𝜓

]︁
, (19.6.41)

其中𝑓𝑎(𝜉, 𝑔)是给𝜉𝑎作用𝑔变换后的结果, 由方程(19.6.18)定义:

𝑔𝛾 (𝜉) = 𝛾
(︁
𝑓(𝜉, 𝑔)

)︁
ℎ(𝜉, 𝑔) . (19.6.42)

我们将会看到, 找到满足方程(19.6.41)的算符集是很容易, 并且, 在指定好𝜓的特定𝐻-不变函数后,

这个解是唯一的.

首先, 考察𝜉𝑎 = 0且𝑔 = 𝛾(𝜉′)的情况. 在这一情况下有𝑔𝛾(𝜉) = 𝛾(𝜉′), 所以

𝑓𝑎

(︁
0, 𝛾(𝜉′)

)︁
= 𝜉′𝑎 , ℎ

(︁
0, 𝛾(𝜉′)

)︁
= 1 .

将其代入方程(19.6.41), 我们发现(去掉撇号):

𝒪𝐴

[︁
𝜉𝑎, 𝜓

]︁
=
∑︁
𝐵

𝐷[𝛾(𝜉)]𝐴𝐵 𝒪𝐵

[︁
0, 𝜓

]︁
. (19.6.43)
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如果我们知道算符𝒪𝐴在𝜉𝑎 = 0时的形式, 那么对于所有的𝜉𝑎, 这给出了算符𝒪𝐴[𝜉𝑎, 𝜓].

现在取𝜉𝑎 = 0, 𝑔则取成未破缺子群𝐻中的元素ℎ. 这时我们有𝑔𝛾(𝜉) = ℎ, 所以

𝑓𝑎(0, ℎ) = 0 , ℎ(0, ℎ) = ℎ .

将其代入方程(19.6.41), 我们发现

𝒪𝐴

[︁
0, ℎ𝜓

]︁
=
∑︁
𝐵

𝐷[ℎ]𝐴𝐵 𝒪𝐵

[︁
0, 𝜓

]︁
. (19.6.44)

换句话说, 当𝜉 = 0时, 𝒪𝐴在线性𝐻变换下的变换必须与在𝐺的表示(19.6.40)中发现的变换相同.

(然而, 对于确定𝐺表示(19.6.40)中所发现的各种不可约𝐻表示的归一化而言, 这些毫无帮助; 其中

的一些表示甚至可能完全不起作用.)

最后, 我们注意到, 任意一组满足(19.6.44)的算符𝒪使得我们可以用方程(19.6.43)构建满足最

一般的𝐺变换规则(19.6.40)的算符. 利用方程(19.6.43)和(19.6.44), 方程(19.6.41)的左边变成

𝒪𝐴

[︁
𝑓𝑎(𝜉, 𝑔), ℎ(𝜉, 𝑔)𝜓

]︁
=
∑︁
𝐵

𝐷
[︁
𝛾
(︁
𝑓(𝜉, 𝑔)

)︁]︁
𝐴𝐵

𝒪𝐵

[︁
0, ℎ(𝜉, 𝑔)𝜓

]︁
=
∑︁
𝐵𝐶

𝐷
[︁
𝛾
(︁
𝑓(𝜉, 𝑔)

)︁]︁
𝐴𝐵

𝐷[ℎ(𝜉, 𝑔)]𝐵𝐶 𝒪𝐶

[︁
0, 𝜓

]︁
=
∑︁
𝐵

𝐷
[︁
𝛾
(︁
𝑓(𝜉, 𝑔)

)︁
ℎ(𝜉, 𝑔)

]︁
𝐴𝐵

𝒪𝐵

[︁
0, 𝜓

]︁
=
∑︁
𝐵

𝐷[𝑔𝛾(𝜉)]𝐴𝐵 𝒪𝐵

[︁
0, 𝜓

]︁
=
∑︁
𝐵

𝐷[𝑔]𝐴𝐵 𝒪𝐵

[︁
𝜉, 𝜓

]︁
,

这正是我们所要证明的.

作为一个例子, 考察上一节的𝑆𝑂(4)群自发破缺到𝑆𝑂(3)群, 并假定我们希望用Goldstone玻

色场⃗𝜁(𝑥)和其它场𝜓(𝑥)构建的算符按照𝑆𝑂(4)的4-矢表示变换. 根据(19.6.43), 它们必须采取如下

的形式

𝒪𝑛

[︁
𝜁, 𝜓

]︁
= 𝑅𝑛𝑚(⃗𝜁)𝒪𝑚

[︁
0, 𝜓

]︁
,

其中𝑅是方程(19.5.8)和(19.5.9)定义的𝑆𝑂(4)旋转:

𝑅𝑎4 =
2𝜁𝑎

1 + �⃗�2
, 𝑅44 =

1− �⃗�2

1 + �⃗�2
.

如果我们把𝑅的其它分量选为

𝑅𝑎𝑏 = 𝛿𝑎𝑏 −
2𝜁𝑎𝜁𝑏

1 + �⃗�2
, 𝑅4𝑎 = − 2𝜁𝑎

1 + �⃗�2
,

那么𝑅就满足正交矩阵的条件. 因此, 对于任何的标量(与赝标量相反)算符, 若它按照手征4-矢的

第4分量和第3分量进行变换, 那么它必须以如下的形式出现在拉格朗日量中:

Φ+
4

[︁
𝜁, 𝜓

]︁
= −

(︃
2⃗𝜁

1 + �⃗�2

)︃
· Φ⃗+

[︁
0, 𝜓

]︁
+

(︃
1− �⃗�2

1 + �⃗�2

)︃
Φ+
4

[︁
0, 𝜓

]︁
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以及

Φ−
3

[︁
𝜁, 𝜓

]︁
=

[︂
Φ−
3

[︁
0, 𝜓

]︁
−
(︂

2𝜁3

1 + �⃗�2

)︂
�⃗� · Φ⃗−

[︁
0, 𝜓

]︁]︂
+

(︂
2𝜁3

1 + �⃗�2

)︂
Φ−
4

[︁
0, 𝜓

]︁
.

算符Φ⃗+[0, 𝜓], Φ+
4 [0, 𝜓], Φ⃗

−[0, 𝜓]和Φ−
4 [0, 𝜓]要满足的唯一条件是, 它们在Lorentz变换下分别是赝

标量, 标量, 标量和赝标量, 而在同位旋变换下分别是同位旋矢量, 同位旋标量, 同位旋矢量和同位

旋标量, 但它们没有必要以任何方式相互关联. 对于仅包含𝜋介子的过程, 我们所使用的拉格朗日

量不包含𝜋介子场⃗𝜁以外的场, 所以算符Φ⃗+[0, 𝜓], Φ⃗−[0, 𝜓]和Φ−
4 [0, 𝜓]必须全部为零, 而Φ+

4 [0, 𝜓]则

只是数值常数. 正如上一节所承诺的, 我们看到, 有效拉格朗日量中唯一的非导数手征对称性破缺

算符正比于(1 − �⃗�2)/(1 + �⃗�2), 因而正比于算符(19.5.34). 为了引入同时是核子场双线性型的对称

性破缺算符, 宇称手征以及同位旋守恒要求我们取

Φ⃗+
[︁
0, ̃︀𝑁]︁ ∝ ̃̄︀𝑁𝛾5⃗𝑡 ̃︀𝑁 , Φ+

4

[︁
0, ̃︀𝑁]︁ ∝ ̃̄︀𝑁 ̃︀𝑁 ,

Φ⃗−
[︁
0, ̃︀𝑁]︁ ∝ ̃̄︀𝑁𝑡 ̃︀𝑁 , Φ−

4

[︁
0, ̃︀𝑁]︁ ∝ ̃̄︀𝑁𝛾5 ̃︀𝑁 .

因此, 正如上一节所宣称的, 唯一的包含核子场双线性型的非导数对称性破缺项形式为(19.5.61)—

(19.5.64).

若过程所包含的粒子3-动量很小, 唯像拉格朗日量就可用来计算这种过程的振幅, 而计算方

法与上一节𝜋介子和核子的手征理论所用的方法极其相似. 在计数比较小的特征动量𝑄的幂次时,

Goldstone玻色子内线总会贡献阶为𝑄−2的因子. 另外, 对于场𝜓所描述的(任意自旋的)重粒子, 它

的一条内线在从Goldstone玻色场吸收净4-动量𝑞后, 这条内线会有传播子

𝑁(𝑝+ 𝑞)

(𝑝+ 𝑞)2 +𝑀2
→ 𝑁(𝑝)

2𝑝 · 𝑞
(其中𝑁是多项式, 它依赖于粒子自旋以及场的类型, 而𝑀是粒子质量)所以它会贡献一个阶

为𝑄−1的因子. 给出(19.5.55)的讨论在这里也是适用的, 对于给定的Feynman图, 他给出的𝑄的幂

次是

𝜈 =
∑︁
𝑖

𝑉𝑖(𝑑𝑖 + ℎ𝑖/2− 2) + 2𝐿− 𝐸ℎ/2 + 2 , (19.6.45)

其中𝑉𝑖是𝑖类顶角的个数, 𝑑𝑖是𝑖类顶角中导数的个数(若破缺的是近似对称性则是导数或Goldstone

玻色子质量的个数), ℎ𝑖是𝑖类顶角中重粒子线的个数, 𝐿是圈的个数, 而𝐸ℎ是重粒子外线的个

数. 一般而言, 对于手征对称性所允许的一切相互作用, 系数𝑑𝑖 + ℎ𝑖/2 − 2是非负的. 对于仅存

在Goldstone玻色子之间的相互作用, 它们要么至少是协变导数(19.6.15)的双线性型, 要么正比

于对称性破缺参量(例如上一节中的夸克质量), 而这些参量的量级是Goldstone玻色子质量的平

方, 所以这些相互作用总有𝑑𝑖 ≥ 2. Goldstone玻色子与重粒子之间的相互作用必须包含协变导

数(19.6.15)或(19.6.30), 因而必须有𝑑𝑖 ≥ 1和ℎ𝑖 ≥ 2. 使得𝑑𝑖+ℎ𝑖/2 < 2的相互作用只能是重粒子之

间的三线性相互作用, 但是我们在所考察的图中所有的重强子都是非相对论性的, 所以这种相互

作用被排除在外. 若所有相互作用均有𝑑𝑖 + ℎ𝑖/2 ≥ 2, 领头阶的图只能用那些𝑑𝑖 + ℎ𝑖/2 = 2的相互

作用进行构建并且不能包含圈. 修正依旧由那些含有多个导数和/或多个粒子场以及/或圈的相互

作用给出.

当内禀对称性没有破缺时, 只包含Goldstone玻色场的那部分拉格朗日量中𝑑𝑖 = 2的项只有一

个

LGB = −1

2

∑︁
𝑎𝑏

𝐹 2
𝑎𝑏𝐷𝑎𝜇𝐷

𝜇
𝑏 , (19.6.46)
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其中𝐹 2
𝑎𝑏是某个正定矩阵. 对于(19.6.12)以及一大类别的陪集参数化, 在𝜉𝑎 → 0时, 𝛾(𝜉)趋于1 +

i𝜉𝑎𝑥𝑎,所以方程(19.6.14)表明𝐷𝑎𝜇中的线性项只是𝜕𝜇𝜉𝑎. 那么,动能拉格朗日量为1
2

∑︀
𝑎 𝜕𝜇𝜋𝑎𝜕

𝜇𝜋𝑎的

正则归一化Goldstone玻色场𝜋𝑎是

𝜋𝑎 =
∑︁
𝑏

𝐹𝑎𝑏𝜉𝑏 . (19.6.47)

在上一节的𝑆𝑂(4)理论中, 生成元𝑥𝑎和场𝜉𝑎按照未破缺子群𝐻 = 𝑆𝑂(3)的一个不可约表示变换, 所

以在这一情况下𝐹 2
𝑎𝑏 = 𝐹 2

𝜋𝛿𝑎𝑏, 而𝐹𝜋是用来表征自发对称性破缺能量标度的常数. 在一般情况下,

我们可以(在不改变结构常数的前提下)选择生成元使得𝐹 2
𝑎𝑏是对角的, 而这些对角元在𝐻的每个不

可约表示中都是相等的, 但在其它情况下则相互独立.

* * *

我们已经看到如何从破缺对称群线性表示下的场出发构建出Goldstone玻色场的理论,

19.5节开头的𝑆𝑈(2) × 𝑆𝑈(2)4-矢𝜑𝑛(𝑥)就提供了一个例子. 当能量很低时, 唯一重要的自由度

是Goldstone玻色子, 所以我们一般会扔掉场的非Goldstone部分, 例如方程(19.5.4)给出的𝜎(𝑥)场.

但是在某些情况下, 我们必须要回到破缺对称群的整个线性表示, 在这种情况下, Goldstone场只

是其中的一部分.

如果我们通过变化温度或者增加外场的方式将一个系统带到二阶相变附近, 这样的情况就会

发生, 在这样的情况下, 系统将会从破缺对称性光滑地过渡到未破缺的对称性. 在相变的一边, 对

称性是破缺的, 所以我们有无质量的Goldstone玻色子以及各种其它的有质量激发态, 它们一般无

法构成构建破缺对称群线性表示所需要的完备多重态. 在相变的另一边, 对称性是未破缺的, 所以

这时我们会有完备的线性多重态, 但它们一般不是无质量的. 如果这个相变是连续的, 那么在这个

相变点附近, Goldstone玻色子必然是近无质量激发态构成的线性完备多重态的一部分. 除非偶然

或是其它的对称性, 这个多重态会构成破缺对称群的不可约表示. 场的这种不可约多重态被称为

序参量, 它仅在相变处才会变成无质量的.

序参量的这种定义要比通常的定义更加精确. 通常所说的序参量是指任何一组期望值使得

对称性破缺的场, 但这太含糊了——不存在这样的一组场, 使得我们可以把对称性的破缺归咎于

这样场的期望值. 例如, 对于𝑢夸克和𝑑夸克无质量的量子色动力学, 它的𝑆𝑈(2) × 𝑆𝑈(2)对称性

被�̄�𝑢+ 𝑑𝑑的期望值破坏了, 这是某个手征4-矢的第4分量, 但是夸克场的二次项或者更高次的项也

会有非零的期望值, 并且它们属于𝑆𝑈(2)×𝑆𝑈(2)的其它表示. 与之相反, 在𝑆𝑈(2)×𝑆𝑈(2)变成未

破缺对称性的光滑相变处, Goldstone玻色子只是𝑆𝑈(2) × 𝑆𝑈(2)的某个无质量表示的一部分, 而

这为序参量提供了一个明确的定义.

找到正确的序参量是十分重要的, 一方面是为了计算18.5节讨论的临界指数, 另一方面是为了

处理像涡旋线或磁单极这样的构型, 我们会在21.6节和23.3节看到, 在这样的构型中, 当破缺对称

性变成不破缺的对称性时会有一个奇点. 对于量子色动力学的手征𝑆𝑈(2)× 𝑆𝑈(2)对称性, 它的序

参量通常假定是一个手征4-矢, 但真实情况是否的确如此, 这依旧是不清楚的.[32a]

19.7 有效场论: 𝑆𝑈(3)× 𝑆𝑈(3)

在20世纪60年代早期, 核物理的近似𝑆𝑈(2)同位旋对称性被Gell-Mann[33]和Ne’eman[34]推广

至更加精确的𝑆𝑈(3)对称性, 这一对称性将已知的重子和介子划分到各种不可约表示之中:
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1/2+重子𝑝, 𝑛, Λ0, Σ±,0, Ξ−,0的八重态; 0−介子𝐾+,0, 𝜋±,0, 𝜂0, 𝐾
−,0
的八重态; 1−介子𝐾*+,0,

𝜌±,0, 𝜔, 𝐾*−,0的八重态; 以及3/2+重子Δ++,+,0,−, Σ*+,0,−, Ξ*0,−, Ω−的十重态.g (𝜂和Ω在当时还

未发现.) 手征𝑆𝑈(2)× 𝑆𝑈(2)对称性在20世纪60年代中期取得了巨大成功, 在这之后, 人们很自然

地假定强相互作用也遵循近似的𝑆𝑈(3)× 𝑆𝑈(3)对称性, 而这个对称性像𝑆𝑈(2)× 𝑆𝑈(2)一样自发

破缺到它的对角子群, 即Gell-Mann和Ne’eman的𝑆𝑈(3)群. 因此, 在量子色动力学出现之后, 这种

对称性产生的原因就变得十分清楚了: 存在3个而不2个非常轻的夸克; 𝑢夸克, 𝑑夸克, 以及第3个

夸克𝑠, 𝑠同𝑑一样带有电荷−1/3. 在这一情况下, 𝑆𝑈(3)× 𝑆𝑈(3)对称性由作用在𝑢, 𝑑, 𝑠夸克场左手

部分和右手部分上相互独立的𝑆𝑈(3)变换构成(类比方程(19.4.2)):⎛⎜⎝ 𝑢

𝑑

𝑠

⎞⎟⎠→ exp

[︃
i
∑︁
𝑎

(𝜃𝑉𝑎 𝜆𝑎 + 𝜃𝐴𝑎 𝜆𝑎𝛾5)

]︃⎛⎜⎝ 𝑢

𝑑

𝑠

⎞⎟⎠ , (19.7.1)

其中𝜆𝑎是无迹厄密矩阵的完备集:

𝜆1 =

⎛⎜⎝ 0 1 0

1 0 0

0 0 0

⎞⎟⎠ , 𝜆2 =

⎛⎜⎝ 0 −i 0

i 0 0

0 0 0

⎞⎟⎠ , 𝜆3 =

⎛⎜⎝ 1 0 0

0 −1 0

0 0 0

⎞⎟⎠ ,

𝜆4 =

⎛⎜⎝ 0 0 1

0 0 0

1 0 0

⎞⎟⎠ , 𝜆5 =

⎛⎜⎝ 0 0 −i

0 0 0

i 0 0

⎞⎟⎠ , 𝜆6 =

⎛⎜⎝ 0 0 0

0 0 1

0 1 0

⎞⎟⎠ ,

𝜆7 =

⎛⎜⎝ 0 0 0

0 0 −i

0 i 0

⎞⎟⎠ , 𝜆8 =
1√
3

⎛⎜⎝ 1 0 0

0 1 0

0 0 −2

⎞⎟⎠ , (19.7.2)

它们的归一化使得Tr(𝜆𝑎𝜆𝑏) = 2𝛿𝑎𝑏. 因此, 𝑆𝑈(3) × 𝑆𝑈(3)的生成元在夸克场上表示成未破

缺𝑆𝑈(3)对称性的生成元𝑡𝑎 = 𝜆𝑎以及破缺对称性的生成元𝑥𝑎 = 𝜆𝑎𝛾5.

为了定义Goldstone玻色子并解出它们的变换性质,我们注意到,在夸克场所构成的表示中,任

何𝑆𝑈(3)×𝑆𝑈(3)变换可以写成未破缺𝑆𝑈(3)子群中的变换exp(i
∑︀

𝑎 𝜃𝑎𝜆𝑎)乘以exp(−i𝛾5
∑︀

𝑎 𝜉𝑎𝜆𝑎).

(在𝜉前面插入负号是为了方便之后用这个场的分量比较19.5节引入的𝜋介子场.) 因此在这个表

示下, 𝑆𝑈(3) × 𝑆𝑈(3)/𝑆𝑈(3)的每个右陪集都由它内部的一个形为𝛾(𝜉) = exp(−i𝛾5
∑︀

𝑎 𝜉𝑎𝜆𝑎)的

矩阵表示, 在去掉归一化后, 这些右陪集的参量𝜉𝑎可以取成我们的Goldstone玻色场. 根据方

程(19.6.18), 这些场的变换规则满足

exp

[︃
i
∑︁
𝑎

(𝜃𝑉𝑎 𝜆𝑎 + 𝜃𝐴𝑎 𝜆𝑎𝛾5)

]︃
exp

(︃
−i𝛾5

∑︁
𝑎

𝜉𝑎(𝑥)𝜆𝑎

)︃

= exp

(︃
−i𝛾5

∑︁
𝑎

𝜉′𝑎(𝑥)𝜆𝑎

)︃
exp

(︃
i
∑︁
𝑎

𝜃𝑎(𝑥)𝜆𝑎

)︃
(19.7.3)

其中𝜃𝑎(𝑥)是𝜃
𝑉 , 𝜃𝐴和𝜉(𝑥)的某个函数. 另外, 根据方程(19.6.3), 无Goldstone分量的夸克场𝑞(𝑥)在

g这里的1/2+, 0−, 1−等指的是𝐽𝑃记法, 数字代表是的粒子总自旋𝐽 , 而±指的是粒子的宇称𝑃 . ——译者注
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这里定义成

𝑞(𝑥) ≡

⎛⎜⎝ 𝑢(𝑥)

𝑑(𝑥)

𝑠(𝑥)

⎞⎟⎠ = exp

(︃
−i𝛾5

∑︁
𝑎

𝜉𝑎(𝑥)𝜆𝑎

)︃
𝑞(𝑥) (19.7.4)

而它的变换性质由方程(19.6.24)给出:

𝑞 ′(𝑥) = exp

(︃
i
∑︁
𝑎

𝜃𝑎(𝑥)𝜆𝑎

)︃
𝑞(𝑥) . (19.7.5)

我们可以像之前一样引入协变导数(19.6.15)和(19.6.30), 并利用它们构建手征不变的拉格朗日密

度, 但对于手征对称性有一个更加简单的方法可供使用.

注意到, 方程(19.7.3)中正比于(1 + 𝛾5)的那部分和正比于(1− 𝛾5)的那部分变成

exp

(︃
i
∑︁
𝑎

𝜃𝐿𝑎 𝜆𝑎

)︃
exp

(︃
−i
∑︁
𝑎

𝜉𝑎(𝑥)𝜆𝑎

)︃

= exp

(︃
−i
∑︁
𝑎

𝜉′𝑎(𝑥)𝜆𝑎

)︃
exp

(︃
𝑖
∑︁
𝑎

𝜃𝑎(𝑥)𝜆𝑎

)︃
(19.7.6)

和

exp

(︃
i
∑︁
𝑎

𝜃𝑅𝑎 𝜆𝑎

)︃
exp

(︃
i
∑︁
𝑎

𝜉𝑎(𝑥)𝜆𝑎

)︃

= exp

(︃
i
∑︁
𝑎

𝜉′𝑎(𝑥)𝜆𝑎

)︃
exp

(︃
i
∑︁
𝑎

𝜃𝑎(𝑥)𝜆𝑎

)︃
(19.7.7)

其中

𝜃𝐿𝑎 ≡ 𝜃𝑉𝑎 + 𝜃𝐴𝑎 , 𝜃𝑅𝑎 ≡ 𝜃𝑉𝑎 − 𝜃𝐴𝑎 .

给方程(19.7.7)的右边乘以方程(19.7.6)的逆, 我们就发现简单的变换规则

𝑈 ′(𝑥) = exp

(︃
i
∑︁
𝑎

𝜆𝑎𝜃
𝑅
𝑎

)︃
𝑈(𝑥) exp

(︃
−i
∑︁
𝑎

𝜆𝑎𝜃
𝐿
𝑎

)︃
, (19.7.8)

其中𝑈(𝑥)是幺正幺模矩阵

𝑈(𝑥) ≡ exp

(︃
2i
∑︁
𝑎

𝜉𝑎(𝑥)𝜆𝑎

)︃
. (19.7.9)

换句话说, 𝑈(𝑥)按照𝑆𝑈(3) × 𝑆𝑈(3)的(3̄,3)表示变换. 由于𝑈(𝑥)的分量不是独立的, 它依旧

是𝑆𝑈(3)× 𝑆𝑈(3)的非线性实现; 它们服从非线性约束𝑈 †𝑈 = 1和Det𝑈 = 1.

在Goldstone玻色子的拉格朗日量中, (𝑆𝑈(3)× 𝑆𝑈(3))不变的二阶时空导数项只有一个, 它是

L2 deriv = − 1
16𝐹

2Tr{𝜕𝜇𝑈 𝜕𝜇𝑈 †} . (19.7.10)

其中𝐹 2是留待决定的常数. 我们可以把𝜉𝑎表示成按照惯例归一化的赝标量介子场, 即将其写成

∑︁
𝑎

𝜆𝑎𝜉𝑎 =

√
2

𝐹

⎡⎢⎢⎣
1√
2
𝜋0 + 1√

6
𝜂0 𝜋+ 𝐾+

𝜋− − 1√
2
𝜋0 + 1√

6
𝜂0 𝐾0

�̄�− �̄�0 −
√︁

2
3𝜂

0

⎤⎥⎥⎦ ≡
√
2𝐵

𝐹
, (19.7.11)
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这使得方程(19.7.10)中的动能项有着和往常相同的形式

Lkin = −1
2𝜕𝜇𝜋

0𝜕𝜇𝜋0 − 𝜕𝜇𝜋
+𝜕𝜇𝜋− − 𝜕𝜇𝐾

+𝜕𝜇�̄�− − 𝜕𝜇𝐾
0𝜕𝜇�̄�0 − 1

2𝜕𝜇𝜂
0𝜕𝜇𝜂0 .

为了决定常数𝐹 , 我们发现, 当我们在𝜉无限小时比较方程(19.7.4)和方程(19.5.42), 分量𝜉1, 𝜉2, 𝜉3必

须与19.5节引入的Goldstone玻色场𝜁1, 𝜁2, 𝜁3相同. 这样, 用(19.7.11)比较(19.5.17)和(19.5.32), 我

们会发现方程(19.7.10)定义的常数𝐹就是19.4节引入的𝐹𝜋 = 184MeV.

夸克质量项破坏了量子色动力学的𝑆𝑈(3) × 𝑆𝑈(3)对称性. 利用方程(19.7.4)定义的夸克

场𝑞(𝑥), 这个质量项可以写成

Lmass = −𝑞𝑀𝑞 𝑞 = −¯̃𝑞 e−i
√
2𝛾5𝐵/𝐹𝜋 𝑀𝑞 e

−i
√
2𝛾5𝐵/𝐹𝜋 𝑞 (19.7.12)

其中

𝑀𝑞 =

⎡⎢⎣ 𝑚𝑢 0 0

0 𝑚𝑑 0

0 0 𝑚𝑠

⎤⎥⎦ . (19.7.13)

方程(19.7.12)包含一个纯玻色部分, 这个玻色部分是通过将夸克双线性型替换成它的真空期望值

获得的, 它的值由未破缺的𝑆𝑈(3)对称性以及宇称对称性给出*

⟨¯̃𝑞𝑛𝛾5𝑞𝑚⟩0 = 0 , ⟨¯̃𝑞𝑛𝑞𝑚⟩0 = −𝑣𝛿𝑛𝑚 . (19.7.14)

那么, 拉格朗日量中的Goldstone玻色子质量项就是

− 𝑣

𝐹 2
𝜋

Tr{𝐵, {𝐵,𝑀𝑞}} = − 𝑣

𝐹 2
𝜋

[︃
4𝑚𝑢

(︂
1√
2
𝜋0 +

1√
6
𝜂0
)︂2

+ 4(𝑚𝑢 +𝑚𝑑)𝜋
+𝜋−

+ 4(𝑚𝑢 +𝑚𝑠)𝐾
+�̄�− + 4𝑚𝑑

(︂
− 1√

2
𝜋0 +

1√
6
𝜂0
)︂2

+ 4(𝑚𝑑 +𝑚𝑠)𝐾
0�̄�0 +

8

3
𝑚𝑠(𝜂

0)2

]︃
. (19.7.15)

由此, 我们可以读出[35]

𝑚2
𝜋+ = 𝑚2

𝜋0 =
4𝑣

𝐹 2
𝜋

[𝑚𝑢 +𝑚𝑑] ,

𝑚2
𝐾+ =

4𝑣

𝐹 2
𝜋

[𝑚𝑢 +𝑚𝑠] ,

𝑚2
𝐾0 =

4𝑣

𝐹 2
𝜋

[𝑚𝑑 +𝑚𝑠] ,

𝑚2
𝜂0 =

4𝑣

𝐹 2
𝜋

[︂
4𝑚𝑠 +𝑚𝑑 +𝑚𝑢

3

]︂
,

(19.7.16)

*真空遵循的宇称守恒律, 荷守恒律以及奇异数守恒律与夸克质量矩阵所遵循的守恒律相同, 这是19.3节讨论

的真空对齐条件所给出的结果. 同样, 如果夸克场的定义使得夸克质量都是正定的, 那么在假定𝑣 > 0后, 对于经

由𝑆𝑈(3)× 𝑆𝑈(3)变换旋转的真空态, 真正的真空应该处在真空能的最小值而非最大值这个条件给出了方程(19.7.3)中

的负号, 我们将会看到, 正是这个符号使得赝Goldstone玻色子八重态的质量为正.
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以及一个𝜋0和𝜂0的混合项:

𝑚2
𝜋𝜂 =

4𝑣√
3𝐹 2

𝜋

[𝑚𝑢 −𝑚𝑑] . (19.7.17)

利用算符方法也可获得相同的结果. Noether定理使得我们可以构建生成元𝑇𝑎和𝑋𝑎, 使得它们

满足

[𝑇𝑎, 𝑞] = −𝜆𝑎𝑞 , [𝑋𝑎, 𝑞] = −𝛾5𝜆𝑎𝑞 . (19.7.18)

我们可以将实基下的Goldstone玻色场写成𝜋𝑎, 其中𝜋
± = (𝜋1 ± i𝜋2)/

√
2, 𝜋0 = 𝜋3, 𝐾

± = (𝜋4 ±
i𝜋5)/

√
2, 𝐾0 = (𝜋6 + i𝜋7)/

√
2, �̄�0 = (𝜋6 − i𝜋7)/

√
2, 以及𝜂0 = 𝜋8. 在自发对称性破缺下幸存的那

个𝑆𝑈(3)对称性告诉我们, 这些玻色子的𝐹 -矩阵所采取的形式是𝐹𝑎𝑏 = 𝐹𝜋𝛿𝑎𝑏. 𝑆𝑈(3)× 𝑆𝑈(3)对称

性同时也被哈密顿量中的质量项𝐻1 = 𝑚𝑢�̄�𝑢+𝑚𝑑𝑑𝑑+𝑚𝑠𝑠𝑠 = 𝑞𝑀𝑞𝑞从本质上破坏了, 其中𝑀𝑞是

夸克质量矩阵(19.7.13). 赝Goldstone玻色子的质量矩阵在这里由(19.3.20)给出, 它是

𝑀2
𝑎𝑏 = −𝐹−2

𝜋 ⟨𝑞{𝜆𝑎, {𝜆𝑏,𝑀𝑞}}𝑞⟩0 . (19.7.19)

既然它已经是夸克质量的一阶项, 在这一阶我们可以使用未破缺𝑆𝑈(3)关系⟨�̄�𝑢⟩0 = ⟨𝑑𝑑⟩0 =

⟨𝑠𝑠⟩0 ≡ −𝑣, 并像之前一样发现(19.7.16)和(19.7.17).

𝐾介子二重态的质量𝑚𝐾+ = 493.65MeV和𝑚𝐾0 = 497.7MeV非常接近并且远大于𝜋介子

的质量, 所以, 从(19.7.16)中我们可以看到𝑚𝑢和𝑚𝑑必须远小于𝑚𝑠. 在计算对𝑚𝑢和𝑚𝑑比较敏感

的量时, 比如𝐾介子质量差或𝜋介子质量, 我们同时还应该把其外一个比较小的修正考虑在

内: 电磁效应. 电磁流是𝐽𝜇 = i𝑒𝑞𝛾𝜇𝑄𝑞, 其中𝑄是对角元为2/3, −1/3和−1/3的对角矩阵. 它

与𝑆𝑈(3)× 𝑆𝑈(3)生成元的对易子是

[𝑇𝑎, 𝐽
𝜇] = −i𝑒 1

2𝑞𝛾
𝜇[𝑄,𝜆𝑎]𝑞 , [𝑋𝑎, 𝐽

𝜇] = −i𝑒 1
2𝑞𝛾

𝜇𝛾5[𝑄,𝜆𝑎]𝑞 .

我们看到𝐽𝜇与𝑋3, 𝑋6, 𝑋7, 𝑋8以及𝑇3, 𝑇6, 𝑇7, 𝑇8对易, 所以哈密顿量的电磁部分在这些生成元

生成的𝑆𝑈(2) × 𝑆𝑈(2) × 𝑈(1) × 𝑈(1)子群下不变. 因此, 在夸克质量为零的极限下, 对于中性

赝Goldstone玻色子𝜋0, 𝐾0, �̄�0以及𝜂0, 即与生成元为𝑋3, 𝑋6, 𝑋7, 𝑋8的对称性自发破缺相联系

的Goldstone玻色子, 电磁效应对它们的质量没有贡献.[36] 另外, 在零夸克质量极限下, 有一个

由𝑇6, 𝑇7和
√
3𝑇8 − 𝑇3生成的未破缺𝑆𝑈(2)对称性, 在这个对称变换下, 𝐾+和𝜋+像一个二重态那样

进行变换, 这使得, 当夸克质量为零时, 对𝐾+和𝜋+质量的电磁修正是相同的.[36] 既然夸克质量项

和电磁修正都很小, 将这些效应视为有效夸克哈密顿量的额外修正是十分合理的. 那么, 在把电磁

效应考虑在内之后, 我们看到质量公式(19.7.16)应该修正成[37]

𝑚2
𝐾± = 4𝑣(𝑚𝑢 +𝑚𝑠)/𝐹

2
𝜋 +Δ ,

𝑚2
𝐾0 = 𝑚2

�̄�0 = 4𝑣(𝑚𝑑 +𝑚𝑠)/𝐹
2
𝜋 ,

𝑚2
𝜋± = 4𝑣(𝑚𝑑 +𝑚𝑢)/𝐹

2
𝜋 +Δ , (19.7.20)

𝑚2
𝜋0 = 4𝑣(𝑚𝑑 +𝑚𝑢)/𝐹

2
𝜋 ,

𝑚2
𝜂 = 4𝑣(𝑚𝑢 +𝑚𝑑 + 4𝑚𝑠)/3𝐹

2
𝜋 ,

其中Δ是𝐾+和𝜋+质量平方共用的电磁修正.



· 168 · 第 19章 自发破缺的整体对称性

这些公式给这五个赝Goldstone玻色子质量附加了一个线性关系, 这是Gell-Mann–Okubo关

系的一个版本:**

3𝑚2
𝜂 + 2𝑚2

𝜋+ −𝑚2
𝜋0 = 2𝑚2

𝐾+ + 2𝑚2
𝐾0 . (19.7.21)

根据实验对𝐾介子和𝜋介子质量取值, 这个关系就给出了𝜂的质量566MeV, 而实验给出的值

是547MeV. 这个微小的差异通常来源于𝜂态与一个更重的赝标量粒子的混合, 确切一些,

𝜂与958MeV处的𝜂′的混合.

这些公式中没有一个给出单个夸克质量确定的值. 事实也的确如此, 除非我们定义了夸克

双线性型的重整化方案, 否则这些质量是不能良好定义的. 这个方案通常被设计成使得𝑚𝑠等

于同位旋多重态之间的质量差, 而这些同位旋多重态是某个𝑆𝑈(3)多重态中相差一个奇异数

单位的两个同位旋多重态. 例如, 最轻的矢量介子八重态由892MeV处的同位旋二重态𝐾*,

770MeV处𝑇 = 1的𝜌粒子以及783MeV处𝑇 = 0的𝜔粒子构成; 这个𝐾*二重态被解释成一个𝑠反

夸克与一个𝑢夸克或一个𝑑夸克构成的束缚态, 而它的反二重态则由一个𝑠夸克和一个�̄�夸克或一

个𝑑夸克构成;至于𝜌和𝜔,它们均解释成一个�̄�夸克或一个𝑑夸克与一个𝑢夸克或一个𝑑夸克构成的束

缚态. 如果我们希望把𝐾*质量与𝜌和𝜔的平均质量之间的差归因于质量相对较大的𝑠夸克, 那么我

们必须对这个夸克双线性型做重整化,使得𝑚𝑠− 1
2(𝑚𝑢+𝑚𝑑) = 𝑚𝐾*− 1

2(𝑚𝜌+𝑚𝜔) = 120MeV,这

给出𝑚𝑠 = 125MeV. 再加上前面的夸克比值, 这会给出𝑚𝑑 = 6.0MeV和𝑚𝑢 = 3.3MeV. 然而, 这

些质量估计值远没有方程(19.7.22)中给出的质量比值那么可信. 𝑚𝑠通常被估计
[38b]成180MeV而

不是125MeV.

从质量公式(19.7.20)出发, 我们可以用𝜋介子和𝐾介子的质量表示夸克质量比值:[37]

𝑚𝑑

𝑚𝑠
=
𝑚2
𝐾0 +𝑚2

𝜋+ −𝑚2
𝐾+

𝑚2
𝐾0 +𝑚2

𝐾+ −𝑚2
𝜋+

,
𝑚𝑢

𝑚𝑠
=

2𝑚2
𝜋0 −𝑚2

𝐾0 −𝑚2
𝜋+ +𝑚2

𝐾+

𝑚2
𝐾0 +𝑚2

𝐾+ −𝑚2
𝜋+

. (19.7.22)

利用质量值𝑚𝜋+ = 139.57MeV,𝑚𝜋0 = 134.974MeV,𝑚𝐾+ = 493.65MeV以及𝑚𝐾0 = 497.7MeV,

我们得到了比值𝑚𝑑/𝑚𝑠 = 0.050和𝑚𝑢/𝑚𝑠 = 0.027. 因此𝑑夸克和𝑢夸克的质量比值更接近于2而

不是1. (在1996年的一个计算中[38a], 综合各方面的信息以及赝标量介子质量后, 这个计算给出

了𝑚𝑑/𝑚𝑠 = 0.053± 0.002和𝑚𝑢/𝑚𝑠 = 0.029± 0.003.)

质量项(19.7.12)包含介子-介子相互作用. 利用方程(19.7.14), (19.7.11)以及(19.7.9), 我们可

以将拉格朗日量中该项的纯玻色部分写成

Lmass, bosonic =
1
2𝑣Tr

{︁
𝑀𝑞(𝑈

† + 𝑈)
}︁

. (19.7.23)

这一项的形式也可通过一般的对称性讨论推断出来, 而这种讨论同时使得我们能够找到𝑀𝑞可

能的高阶项. 假定我们虚构出一个3 × 3外场𝜒, 并将底层量子色动力学拉格朗日量中的质量

项(19.7.12)替换成𝜒-夸克耦合项

L𝜒 = −𝑞
[︁
1
2(1 + 𝛾5)𝜒+ 1

2(1− 𝛾5)𝜒
†
]︁
𝑞 , (19.7.24)

**这个关系最初是基于Gell-Mann和Ne’eman的近似𝑆𝑈(3)对称性对称出来的,[38] 这个对称性由𝑇𝑎生成并且在推导

中忽视了同位旋多重态内部的质量差. 从这个推导出发, 我们无法分辨这个关系是适用于赝标量介子质量本身, 还是

像这里这样适用于它们的平方. 实际上, 这个关系对于赝标量质量本身不是非常有效; 它所给出的𝜂质量是613MeV.

Gell-Mann–Okubo关系对介子质量平方而非质量一阶非常有效表明, 应该把这些粒子解释成近似𝑆𝑈(3)× 𝑆𝑈(3)对称

性自发破缺的Goldstone玻色子. 通过这个𝑇𝑎生成的近似𝑆𝑈(3)对称性, Gell-Mann和Okuba还导出了其它粒子之间的

关系, 例如(忽视同位旋破缺效应)最轻的重子八重态质量之间的关系2𝑚𝑁 + 2𝑚Ξ = 3𝑚Λ +𝑚Σ. 对于这样的多重态,

由于平均质量远大于多重态内部的质量差, 这个关系针对的是质量还是质量平方差距不大.



19.7 有效场论: 𝑆𝑈(3)× 𝑆𝑈(3) · 169 ·

在我们做替换𝜒 = 𝜒† = 𝑀𝑞之后, 它就与方程(19.7.12)相同. 这个处理的关键之处在于, 如果我们

赋予𝜒形式的变换规则

𝜒→ exp

(︃
i
∑︁
𝑎

𝜆𝑎𝜃
𝑅
𝑎

)︃
𝜒 exp

(︃
−i
∑︁
𝑎

𝜆𝑎𝜃
𝐿
𝑎

)︃
, (19.7.25)

那么拉格朗日量(19.7.24)在𝑆𝑈(3) × 𝑆𝑈(3)变换下形式上是不变的. 因此, 通过写出包含𝑈和𝜒的

最一般𝑆𝑈(3) × 𝑆𝑈(3)拉格朗日量(到导数和𝑀𝑞的某个给定阶), 并要求它在如下的宇称变换下不

变

𝑈(x, 𝑡) ↔ 𝑈 †(−x, 𝑡) , 𝜒↔ 𝜒† , (19.7.26)

然后做代换

𝜒 = 𝜒† =𝑀𝑞 , (19.7.27)

我们就得到了可能的包含夸克质量的玻色项. 例如, 相互作用Tr(𝑈 †𝜒 + 𝑈𝜒†)在𝑆𝑈(3) × 𝑆𝑈(3)以

及宇称变换下不变, 在我们赋予𝜒值(19.7.27)后, 它就变成与方程(19.7.23)相同的形式.

利用这个技巧, Gasser和Leutwyler[39]给出了赝标量多重态关于介子质量或动量4阶的完整有

效拉格朗日量(其中夸克质量计成介子质量的二阶)

L4 = 𝐿1Tr
{︁
𝜕𝜇𝑈

† 𝜕𝜇𝑈
}︁2

+ 𝐿2Tr
{︁
𝜕𝜇𝑈 𝜕𝜈𝑈

†
}︁
Tr
{︁
𝜕𝜇𝑈 𝜕𝜈𝑈 †

}︁
+ 𝐿3Tr

{︁
𝜕𝜇𝑈 𝜕

𝜇𝑈 † 𝜕𝜈𝑈 𝜕
𝜈𝑈 †

}︁
+ 𝐿4Tr

{︁
𝜕𝜇𝑈 𝜕

𝜇𝑈 †
}︁
Tr
{︁
𝑀𝑞(𝑈 + 𝑈 †)

}︁
+ 𝐿5Tr

{︁
𝜕𝜇𝑈 𝜕

𝜇𝑈 † (𝑀𝑞𝑈 + 𝑈 †𝑀𝑞)
}︁
+ 𝐿6

[︁
Tr
{︁
𝑀𝑞(𝑈 + 𝑈 †)

}︁]︁2
+ 𝐿7

[︁
Tr
{︁
(𝑈 † − 𝑈)𝑀𝑞

}︁]︁2
+ 𝐿8Tr

{︁
((𝑈𝑀𝑞)

2 + (𝑈 †𝑀𝑞)
2)
}︁
, (19.7.28)

其中𝐿1, · · · , 𝐿8是常数, 它们的值可以通过比对实验给出. 到介子质量和动量的4阶, 完整的有效拉

格朗日量是

Leff = L2 + L4 , (19.7.29)

其中L2是(19.7.10)和(19.7.23)的和:

L2 = − 1
16𝐹

2 Tr
{︁
𝜕𝜇𝑈𝜕

𝜇𝑈 †
}︁
+ 1

2𝑣 Tr
{︁
𝑀𝑞(𝑈

† + 𝑈)
}︁

. (19.7.30)

通过将导数𝜕𝜇替换成合适的规范协变导数𝐷𝜇, 并给Leff额外增加几项, 我们就可以引入电弱相互

作用.

沿用19.5节和19.6节中的幂次计数讨论, 为了将𝑆-矩阵元计算至介子质量或动量的4阶, 我

们必须要引入关于L2为任意阶且关于L4至多为一阶的树图, 以及仅从L2构建的圈图. Gasser,

Leutwyler以及其他几个人利用这个有效作用量对介子动力学(以及相应的电弱相互作用)做了全

面的研究.[40]

* * *

夸克质量项(19.7.12)自然会影响其它𝑆𝑈(3)多重态. 对于赝标量八重态以外的任何多重态, 这

一项可以视为一阶微扰, 因此它会使一般多重态|𝑖⟩的质量矩阵发生偏移, 这个偏移等于

𝛿𝑚𝑖𝑗 = ⟨𝑖|¯̃𝑞𝑀𝑞𝑞|𝑗⟩ (19.7.31)
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而𝑆𝑈(3)可以用来[41]将不同的矩阵元⟨𝑖|¯̃𝑞𝑀𝑞𝑞|𝑗⟩关联起来. 以这种方式, 我们可以直接证明

𝛿𝑚𝑝 − 𝛿𝑚𝑛

𝑚𝑢 −𝑚𝑑
=
𝑚Ξ −𝑚Σ

𝑚𝑠
. (19.7.32)

利用这个公式以及方程(19.7.22), 我们就可以给出夸克质量对核子质量分裂的贡献𝛿𝑚𝑝 − 𝛿𝑚𝑛 ≈
−2.5MeV. 在方程(19.5.65)和(19.5.66)中使用这个结果可以算出低能𝜋介子-核子相互作用中的领

头同位旋对称性破缺. 当然, 这里所定义的𝛿𝑚𝑝 − 𝛿𝑚𝑛不是全部的质子-中子质量差, 整个质子-中

子质量差还会从光子发射和吸收中得到一个重要的贡献. 因为中子是电中性的, 电磁项几乎肯定

是正的, 这与观测到的质子-中子质量差−1.3MeV相符, 丢失的+1.2MeV可以用电磁效应解释. 不

幸的是, 这种电磁质量差的精确计算已经被证实是非常困难的.

19.8 有效场论中的反常项*

为了实现前三节所描述的有效场论方案, 必要条件是作用量应该包含理论假定对称性允许

的所有可能的项. 这些章节所描述的方法使得我们可以找到所有显然不变的项, 一种方法是通

过19.6节所描述的协变导数的一般理论, 或者, 对于手征对称性, 使用服从非线性约束的线性变

换场, 例如19.7节的𝑈(𝑥). 然而, 在有效场论中的作用量中还有可能存在反常项, 即作为要被积分

的4维拉格朗日密度, 它们不是不变的, 但是它们在破缺对称性下的变分是时空导数, 这保护了作

用量中相应项的不变性.

我们会在22.7节看到, 对于𝑆𝑈(3)× 𝑆𝑈(3)对称性, Wess和Zumino[42]在研究夸克圈引起的“反

常”时发现了这样的项. 然而, 即使对夸克和胶子的底层理论一无所知, 这样的项依旧是可以理解

的.

描述Wess-Zumino项的最简单方法是将时空拓展成五维, 为了这个目的而将时空拓展至五

维最早是Witten引入的.[43] 只要我们要求有效场论中的场在𝑥𝜇以任何方向趋于无穷时有一个

共同的极限, 我们就可以认为是时空有球面𝑆4的拓扑, 而无穷远处的点将作为普通的一个点纳

入进来. 正如19.6节所论述的, 当群𝐺破缺到它的子群𝐻，Goldstone玻色场𝜉𝑎(𝑥)在任意时空点

的可能值可以认为定义了陪集空间𝐺/𝐻(𝐺中的元素构成的空间, 并且如果任意两个元素可以

通过右乘𝐻中的元素变成彼此, 那个这两个元素是等价的)中的一个点, 所以函数𝜉𝑎(𝑥)的集合代

表的是时空𝑆4球面到𝐺/𝐻的映射. 取决于𝐺/𝐻的拓扑, 我们有可能把𝐺/𝐻中的任意4-球面光滑

地收缩到一个点; 即, 存在这样的可能性: 任何𝜉𝑎(𝑥)可以拓展至定义在0 ≤ 𝑠 ≤ 1上的连续函数

族𝜉𝑎(𝑥; 𝑠), 使得𝜉𝑎(𝑥; 0) = 𝜉𝑎(𝑥)且𝜉𝑎(𝑥; 1)是原始球面上的任意固定点(例如, 𝜉𝑎 = 0). 当其成立时,

它在数学上可以表述成同伦群𝜋4(𝐺/𝐻)是平庸的. (关于同伦群的讨论, 参看23.2节) 已知的是,

𝑆𝑈(𝑁) × 𝑆𝑈(𝑁)自发破缺到𝑆𝑈(𝑁)正是这样的情况, 这时𝑆𝑈(𝑁) × 𝑆𝑈(𝑁)/𝑆𝑈(𝑁)与𝑆𝑈(𝑁)本

身的拓扑相同.** 因此, 在物理学感兴趣的情况中, 即𝐺 = 𝑆𝑈(3)× 𝑆𝑈(3), 𝐻 = 𝑆𝑈(3), 我们可以

将Goldstone玻色场或者等价的𝑈(𝑥)(参看方程(19.7.9))拓展至定义在五维球体𝐵5上的幺正幺模矩

阵𝑈(𝑦), 我们取𝐵5的坐标为𝑥
𝜇和𝑠, 而它的表面就是时空的4维球面.

现在, 考察由𝑈(𝑦)构成的函数:

𝜔(𝑦) ≡ − i

240π2
𝜖𝑖𝑗𝑘𝑙𝑚Tr

{︂
𝑈−1 𝜕𝑈

𝜕𝑦𝑖
𝑈−1 𝜕𝑈

𝜕𝑦𝑗
𝑈−1 𝜕𝑈

𝜕𝑦𝑘
𝑈−1 𝜕𝑈

𝜕𝑦𝑙
𝑈−1 𝜕𝑈

𝜕𝑦𝑚

}︂
, (19.8.1)

*本节或多或少的处在本书的发展主线之外, 可以在第一次阅读时跳过.
**我们可以用𝑆𝑈(𝑁)中的元素𝑈(𝑥)表示𝑆𝑈(𝑁)在𝑆𝑈(𝑁)× 𝑆𝑈(𝑁)中的右陪集, 这一点证实了这个论述
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其中指标𝑖, 𝑗等跑遍坐标𝑥𝜇和𝑠的五个方向. (这里的相位以及数值系数的选择是为了后面的方便.)

它在手征变换(19.7.8)下显然是不变的. 另外, 由于𝜖𝑖𝑗𝑘𝑙𝑚是张量密度, 𝜔(𝑦)的积分显然(在相差一个

符号的意义下)独立于对五维坐标𝑦𝑖的选择. 更进一步, 这个积分只依赖于𝑈(𝑦)在球面的值; 即𝑈在

时空中的值. 为了验证最后一点, 注意到, 当我们对球体内部的𝑈(𝑦)做一个无限小变分𝛿𝑈(𝑦)后,

𝜔(𝑦)的变化是一个导数:

𝛿𝜔(𝑦) = − i

48π2
𝜖𝑖𝑗𝑘𝑙𝑚

𝜕

𝜕𝑦𝑚
Tr

{︂
𝑈−1 𝜕𝑈

𝜕𝑦𝑖
𝑈−1 𝜕𝑈

𝜕𝑦𝑗
𝑈−1 𝜕𝑈

𝜕𝑦𝑘
𝑈−1 𝜕𝑈

𝜕𝑦𝑙
𝑈−1𝛿𝑈

}︂
, (19.8.2)

(关于此式的计算, 参看23.4节), 所以𝑈(𝑦)的变换不影响它在时空中的取值, 并且对于球面为时空

的5维球体𝐵5, 𝑈(𝑦)的变换也不影响(19.8.1)在这个5维球体上的积分. 因此我们可以认为这个积分

是作用量中的一项:

𝐼WZW[𝑈 ] = 𝑛

∫︁
𝐵5

d5𝑦 𝜔(𝑦) (19.8.3)

其中的系数𝑛现在还没有任何限制.

这一项可以写成对一个拉格朗日密度的积分,但是这个拉格朗日密度不是(𝑆𝑈(3)×𝑆𝑈(3))-不

变量. 利用方程(19.7.9), 在介子场很小的极限下, 𝜔(𝑥)中的领头项是

𝜔(𝑥) → 8
√
2

15π2𝐹 2
𝜋

𝜖𝑖𝑗𝑘𝑙𝑚Tr

{︂
𝜕𝐵

𝜕𝑦𝑖
𝜕𝐵

𝜕𝑦𝑗
𝜕𝐵

𝜕𝑦𝑘
𝜕𝐵

𝜕𝑦𝑙
𝜕𝐵

𝜕𝑦𝑚

}︂
, (19.8.4)

其中的𝐵是Goldstone玻色场矩阵(19.7.11). 那么, 从Gauss定理可以得出

𝐼WZW[𝑈 ] =
8
√
2𝑛

15π2𝐹 2
𝜋

𝜖𝜇𝜈𝜌𝜎
∫︁
𝑆4

d4𝑥 Tr

{︂
𝐵
𝜕𝐵

𝜕𝑥𝜇
𝜕𝐵

𝜕𝑥𝜈
𝜕𝐵

𝜕𝑥𝜌
𝜕𝐵

𝜕𝑥𝜎

}︂
+𝑂

(︂
𝐵6

𝐹 6
𝜋

)︂
. (19.8.5)

尽管这个积分是手征不变的, 但它不能写成一个手征不变的密度在时空上的积分, 这是因为任

何手征不变密度必须要用Goldstone玻色场的一阶和高阶协变导数进行构造, 所以, 如果表示

成Goldstone玻色场的幂级数, 这种不变密度中的领头项应该只包含𝐵的导数, 但不应该包含𝐵本

身.

Witten注意到, 在有效作用量引入这一项解决了𝑆𝑈(3)× 𝑆𝑈(3)有效理论与实验的一个矛盾.

由于有效拉格朗日量(19.7.28)和(19.7.30)(或者这类项的高阶项)中没有𝜖𝜇𝜈𝜌𝜎项, 宇称守恒会附加

这样的要求, 这些项关于Goldstone玻色场必须为偶, 这就排除了像𝐾 + �̄� → 3𝜋的过程. 一方面,

在量子色动力学的潜在理论中没有用来解释这种选择规则的对称性, 另一方面, 还有实验上的证

据反对这一点, 正如Witten指出的, 𝜑介子即被观测到衰变到𝐾 + �̄�末态也被观测到衰变到3𝜋末

态. 方程(19.8.5)证明了作用量中的Wess-Zumino-Witten项会移除这种不需要的选择规则.

值得注意的是, Wess-Zumino-Witten项的系数不是可以随便调节的参量. 这是Witten所证明

的,[43] 原因是: 在保持时空边界𝑆4上的𝑈(𝑥)不变的前提下, 尽管函数𝑈(𝑦)在𝐵5中的光滑变化不影

响该项的值, 但如果𝑈(𝑦)在𝐵5中的变化是不连续的, 那么Wess-Znmino-Witten项就会受到影响.

我们可以认为5维球体𝐵5是5维球面𝑆5的一半, 而时空𝑆4就是𝐵5与另一半𝐵
′
5的交界. (可以类比地

认为𝑆5是地球的表面, 时空𝑆4是赤道, 而𝐵5和𝐵
′
5分别是北半球和南半球.) 由于𝑆4同时是𝑆5的另一

半的边界, 我们也可以将Wess-Zumino-Witten项写成

𝐼 ′WZW[𝑈 ] = −𝑛
∫︁
𝐵′

5

d5𝑦 𝜔(𝑦) (19.8.6)
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这里的负号是因为𝐵′
5的边界是方向相反的4维球面. 对于任意的Goldstone玻色场, 不设𝑛 = 0却要

求(19.8.3)和(19.8.6)相等是不可能的, 但是为了不让(19.8.3)与(19.8.6)的差影响路径积分中的权重

因子exp(i𝐼), 只能要求它们的差是2π的整数倍. 即,

𝐼WZW[𝑈 ]− 𝐼 ′WZW[𝑈 ] = 𝑛

∫︁
𝑆5

d5𝑦 𝜔(𝑦) = 2π×整数. (19.8.7)

有了我们在𝜔(𝑦)的定义(19.8.1)中插入的归一化因子, 𝜔(𝑦)在五维球面上的积分值[44]2π. 由此得出

系数𝑛必须是整数.

Wess-Zumino-Witten项的例子提出了这样的问题: 作用量是否还存在其它的反常项, 它不一

定与夸克圈相关, 它在𝑆𝑈(3) × 𝑆𝑈(3)下是不变的, 但是却无法写成𝑆𝑈(3) × 𝑆𝑈(3)不变拉格朗日

密度的4维积分. 幸运的是, 答案是否定的. 业已证明,[45] 对于任意群𝐺破缺它的任意子群𝐻(并

有𝜋4(𝐺/𝐻) = 0), 在作用量中, Goldstone玻色场𝜉𝑎(𝑥)的任意项𝐹 [𝜉]可以写成𝐺-不变5-形式Ω在5维

球体𝐵5上的积分, 而该5维球体的边界是4维时空球面𝑆4:

𝐹 [𝜉] =

∫︁
𝐵5

d5𝑦 𝜖𝑖𝑗𝑘𝑙𝑚
𝜕𝜉𝑎
𝜕𝑦𝑖

𝜕𝜉𝑏
𝜕𝑦𝑗

𝜕𝜉𝑐
𝜕𝑦𝑘

𝜕𝜉𝑑
𝜕𝑦𝑙

𝜕𝜉𝑒
𝜕𝑦𝑚

Ω𝑎𝑏𝑐𝑑𝑒(𝜉(𝑦)) . (19.8.8)

为了使其独立于𝜉𝑎(𝑥)扩展至5维球体内部的特定方式, Ω应该是恰当的, 也就是说它是某个4-形式

的外导数

Ω𝑎𝑏𝑐𝑑𝑒(𝜉) = (𝜕/𝜕𝜉[𝑎)L𝑏𝑐𝑑𝑒](𝜉) (19.8.9)

(像往常一样, 这里的方括号是指对括号内的指标做反对称化), 这使得

𝐹 (𝜉) =

∫︁
𝑆4

d4𝑥 𝜖𝜇𝜈𝜌𝜎
𝜕𝜉𝑎

𝜕𝑥𝜇
𝜕𝜉𝑏

𝜕𝑥𝜈
𝜕𝜉𝑐

𝜕𝑥𝜌
𝜕𝜉𝑑

𝜕𝑥𝜎
L𝑎𝑏𝑐𝑑(𝜉) . (19.8.10)

由此得出Ω也是闭的; 即, 它的外导数为零

(𝜕/𝜕𝜉[𝑓 )Ω𝑎𝑏𝑐𝑑𝑒](𝜉) = 0 . (19.8.11)

其中4-形式L𝑎𝑏𝑐𝑑(𝜉)也是𝐺-不变量, 泛函(19.8.10)正是作用量中普通的显式𝐺-不变项, 这正是我们

在前三节讨论过的. 作用量中的反常项源于这样的可能性: 尽管Ω(𝑦)中的每一项是𝐺-不变量并

且是某个4-形式的外导数, 但是其中的一些项可能不是𝐺-不变4-形式的外导数. 因此, 作用量中

的新项可以视为独立的𝐺-不变闭5-形式, 也就是说不存在它们真实的线性组合使得这个线性组合

是𝐺-不变4-形式的外导数. 它们在数学中被称为de Rham上同调群𝐻5(𝐺/𝐻;R)的生成元. (这里

的群乘法规则就是加法.) 对于各种拓扑的流形, 它们的de Rham上同调群已经被计算出来了.[46]

特别地, 𝐻5(𝑆𝑈(𝑁) × 𝑆𝑈(𝑁)/𝑆𝑈(𝑁),R)只有一个生成元, 它由方程(19.8.1)给出. 因此, 即便对

夸克和胶子的底层理论一无所知, 除了整数𝑛的值外, 我们可以知晓Goldstone玻色子作用量中关

于反常项的一些信息. 我们将在22.7节看到, 在𝑆𝑈(𝑁𝑐)规范理论中, 这个整数等于色的数目𝑁𝑐, 而

它在量子色动力学中就是𝑛 = 3.

19.9 未破缺的对称性

我们已经看到, 在假定理论在群𝐺下不变(或近似不变)且群𝐺自发破缺到子群𝐻后, 如何

从这一假定推导出Goldstone玻色子的性质以及它们的低能相互作用. 但是对于𝐺是𝑆𝑈(2) ×
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𝑆𝑈(2)或𝑆𝑈(3) × 𝑆𝑈(3)的情况, 当我们对这些情况应用这个方法时, 根据实验, 我们不得不把对

称性破缺模型取成𝑆𝑈(2)× 𝑆𝑈(2)或𝑆𝑈(3)× 𝑆𝑈(3)破缺到它们的非手征𝑆𝑈(2)子群或𝑆𝑈(3)子群.

在22.5节我们将会证明, 当𝑢夸克, 𝑑夸克和𝑠夸克无质量时, 量子色动力学中的𝑆𝑈(3) × 𝑆𝑈(3)对

称性实际上必须自发破缺, 但是对于仅𝑢夸克和𝑑夸克无质量的𝑆𝑈(2) × 𝑆𝑈(2)对称性, 在量

子色动力学的基础上证明这一对称性也自发破缺则要困难的多.* 另一方面, 它们的非手

征𝑆𝑈(2)或𝑆𝑈(3)未破缺有一个直观的讨论, 这个讨论基于所谓的质量滞留条件[48](persistent

mass condition), 它的具体陈述是: 对于复合粒子, 如果组成这个复合粒子的粒子的是有质量的,

那么这个复合粒子将是有质量的. 如果我们赋予夸克相同的质量, 类似于同位旋守恒这样的非手

征对称性是不会被破坏的, 那么如果它们自发破缺了, 我们将会有由有质量夸克复合构成的无质

量Goldstone玻色子, 与质量滞留条件矛盾. Vafa和Witten证明了, 在类似量子色动力学的规范理

论中, 那些不被夸克质量破坏的非手征对称性不可能自发破缺, 我们会在下文中给出这个证明. 这

一结果不仅仅是出于理论上的兴趣; 我们会在21.4节看到, 电弱规范对称的自发破缺有可能被一

种“拟色”(technicolor)理论描述, 这个理论类似于量子色动力学, 并且在检验这个想法时, 知道理

论中的那个对称性未破缺非常重要.

考察类似量子色动力学的规范理论, 该理论在规范群的恒等表示中有多个费米子“味”. 如果

所有费米子都有质量, 那么对于费米子味上的所有整体非手征变换下, 若该变化与费米子质量矩

阵对易, 那么理论在这个变换下就是不变的. 例如, 如果𝑛1个有共同质量𝑚1的费米子简并, 𝑛2个有

共同质量𝑚2的费米子简并, 等等, 那么这个整体对称群就是𝑈(𝑛1)× 𝑈(𝑛2)× · · · . (一个特殊情况

是, 如果没有简并, 我们就会在𝑈(1)× 𝑈(1)× · · ·下有一个整体对称性; 这样的一个例子是量子色

动力学中的重子数, 奇异数等的守恒.) 这些对称性不可能自发破缺.

为了证明这点, 我们来考察𝑟个费米子场与𝑟个反费米子场的一般Green函数.** 在路径积分形

式体系下, 这是† ⟨
𝑇
{︁
Ψ𝑢1𝑘1(𝑥1) · · ·Ψ𝑢𝑟𝑘𝑟(𝑥𝑟)Ψ

†
𝑣1𝑙1

(𝑦1) · · ·Ψ†
𝑣𝑟𝑙𝑟

(𝑦𝑟)
}︁⟩

VAC

=
1

𝑍

∫︁
[d𝐴][d𝜓][d𝜓†]𝜓𝑢1𝑘1(𝑥1) · · ·𝜓𝑢𝑟𝑘𝑟(𝑥𝑟)𝜓†

𝑣1𝑙1
(𝑦1) · · ·𝜓†

𝑣𝑟𝑙𝑟
(𝑦𝑟)

× exp
(︁
i𝐼gauge[𝐴] + i𝐼Dirac[𝜓,𝜓

†;𝐴]
)︁

, (19.9.1)

其中𝑘1, · · · , 𝑘𝑟和𝑙1, · · · , 𝑙𝑟是Dirac自旋指标, 𝑢1, · · · , 𝑢𝑟和𝑣1, · · · , 𝑣𝑟是味指标, 𝐼gauge[𝐴]是纯规范理

论的作用量, 𝐼Dirac[𝜓,𝜓
†;𝐴]是有规范场𝐴𝜇𝛼(𝑥)时的Dirac场作用量, 而𝑍是真空-真空振幅

𝑍 ≡
∫︁
[d𝐴][d𝜓][d𝜓†] exp

(︁
i𝐼gauge[𝐴] + i𝐼Dirac[𝜓,𝜓

†;𝐴]
)︁

. (19.9.2)

*Weingarten[47]利用格点方法证明了, 无论手征对称性是否破缺, 量子色动力学中含有无质量𝑢夸克和𝑑夸克的最轻

粒子必须与𝜋介子的量子数相同. 我们会在22.5节看到, 由于量子色动力学中存在费米圈引起的反常, 再加上夸克禁闭

的假定, 这会要求某个强子是无质量的, 由此可以得出𝜋介子正是那个无质量粒子, 而这正是手征对称性自发破缺的有

力论点.
**在Witten和Vafa的原始工作中,[49] 他们首先证明了在𝑟 = 1且𝑥 = 𝑦的情况下没有对称性破缺, 然后他们注意到,

真空期望值中没有对称性破缺并不能排除在其它Green函数发生自发对称性破缺的可能性, 因而他们转向另一个不同

的证明方法.
†我们在15.5节看到, 分子和分母均正比于规范群的无限体积, 它们在比值(19.9.1)中抵消了. 出现无限大因子损坏

了之后讨论的严格性, 但是如果我们通过引入鬼场移除它, 那么后面一些依赖于作用量正定性的步骤将会产生困难. 处

理这个问题的一个方法是将连续时空替换成有限的格点, 在这种情况下, 规范群的体积是有限的, 就不再需要规范规定

或者鬼场.
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在这里需要在欧几里得时空下进行处理, 这样𝑥4 = 𝑥4 = i𝑥0, 𝑦4 = 𝑦4 = i𝑦0以及𝐴4
𝛼 = 𝐴4𝛼 =

i𝐴0𝛼全是实的. (参看第23章的附录A.) 在这一情况下, Dirac作用量是

𝐼Dirac[𝜓,𝜓
†;𝐴] = i

∫︁
d3𝑥

∫︁
d𝑥4 𝜓†[ /𝐷 +𝑀 ]𝜓 , (19.9.3)

其中𝑀是费米子质量矩阵, /𝐷是与欧几里得Dirac矩阵收缩的欧几里得协变导数

/𝐷 =
4∑︁
𝑖=1

(𝜕𝑖 − i𝑡𝛼𝐴𝑖𝛼) 𝛾𝑖 , (19.9.4)

其中, 像往常一样, 𝛾4 = i𝛾0. 由于这个作用量是费米场的双线性型, 我们可以直接积掉对这些场

的积分 ⟨
𝑇
{︁
Ψ𝑢1𝑘1(𝑥1) · · ·Ψ𝑢𝑟𝑘𝑟(𝑥𝑟)Ψ

†
𝑣1𝑙1

(𝑦1) · · ·Ψ†
𝑣𝑟𝑙𝑟

(𝑦𝑟)
}︁⟩

VAC

=
1

𝑍

∫︁
[d𝐴] Det( /𝐷 +𝑀) exp

(︀
i𝐼gauge[𝐴]

)︀
×
[︁
( /𝐷 +𝑀)−1

𝑥1𝑢1𝑘1,𝑦1𝑣1𝑙1
· · · ( /𝐷 +𝑀)−1

𝑥𝑟𝑢𝑟𝑘𝑟,𝑦𝑟𝑣𝑟𝑙𝑟
±置换

]︁
, (19.9.5)

其中“±置换”表明我们要对𝜓场的所有𝑟!个置换求和, 其中的负号针对的是奇置换, 并有

𝑍 ≡
∫︁
[d𝐴] Det( /𝐷 +𝑀) exp

(︀
i𝐼gauge[𝐴]

)︀
. (19.9.6)

对于味指标上的任意幺正变换, 若它与质量矩阵𝑀对易, 那么表达式(19.9.5)在这样的变换下显然

是不变的. 对规范场和鬼场的泛函积分产生了何种非微扰效应并不重要; 这些场对问题中的对称

性不敏感, 这使得方程(19.9.5)中剩余的泛函积分不能破缺这些对称性.†† 但为了提高这个讨论的

可信度, 我们必须证明表达式(19.9.5)是定义合理的.

这不仅是出于数学严谨性的理论问题. 正如我们在19.1节看到的, 对称性没有自发破缺的标

志除了基态在对称变换下不变外, 基态的对称性还要在小微扰下稳定. 如果我们通过增加一个小

微扰𝛿𝑀破坏𝑀的对称性, 并且表达式(19.9.5)在𝛿𝑀 → 0时变得奇异, 那么, 对称性破缺矩阵元中

的𝛿𝑀因子可能会被𝛿𝑀 = 0的矩阵元中的奇点抵消. 这精确在手征对称性的情况中发生了, 它出

现在𝑀的一些本征值为零的对称性极限中. 在这一情况下, 只要 /𝐷有零本征值, 当我们趋于零质量

的对称性极限时, 对称性破缺期望值分子中的质量因子就会被传播子( /𝐷 +𝑀)−1分母中的质量因

子抵消. 由于这个原因, 只有当理论的质量矩阵𝑀的本征值都不为零时, 这个讨论才能处理该理论

的非手征对称性.

为了在这一情况下给矩阵元设定上下界, 首先注意到, 这里的微分算符(19.9.4)是反厄米的,

所以只要厄米矩阵𝑀没有零本征值, /𝐷 +𝑀就有合理定义的逆. 此外, 当𝑀满足对称性所需的

条件时, 例如对于𝑈(𝑛)对称性𝑀要有𝑛个相等本征值, 对于方程(19.9.5)中剩余的对规范场的积

分, 包括𝑍中的积分, 我们还需要证明这些积分不会使得这个表达式奇异. 我们将会看到, 在某

些整体对称变换下不变的费米子质量矩阵𝑀被破坏这个对称性的小量𝛿𝑀扰动时, 这会确保期望

值(19.9.5)在这一对称变换下的变化在𝛿𝑀 → 0的极限下为零.

††在夸克有质量的量子色动力学中, 证明P, C和T没有自发破缺要更加困难, 这是因为这些对称性作用在规范场上的

方式是不平庸的. Vafa和Witten[50]应用参考文献49的方法证明了P在量子色动力学中是不自发破缺的.
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很难证明坐标空间Green函数(19.9.5)是非奇异的, 所以我们先来考察如下弥散场的矩阵元

Ψ𝑢[𝑓 ] ≡
∫︁

d4𝑥 𝑓𝑘†(𝑥)Ψ𝑢𝑘(𝑥) , (19.9.7)

其中𝑓𝑘(𝑥)是光滑且平方可积的任意函数. 用这些项, 方程(19.9.5)可以写成⟨
𝑇
{︁
Ψ𝑢1 [𝑓1] · · ·Ψ𝑢𝑟 [𝑓𝑟] Ψ

†
𝑣1 [𝑔1] · · ·Ψ†

𝑣𝑟 [𝑔𝑟]
}︁⟩

VAC

=
1

𝑍

∫︁
[d𝐴] Det( /𝐷 +𝑀) exp(i𝐼gauge[𝐴])

×
[︁
( /𝐷 +𝑀)−1

𝑓1𝑢1,𝑓1𝑣1
· · · ( /𝐷 +𝑀)−1

𝑓𝑟𝑢𝑟,𝑓𝑟𝑣𝑟
±置换

]︁
, (19.9.8)

其中

( /𝐷 +𝑀)−1
𝑓 𝑢,𝑔 𝑣 ≡

∫︁
d4𝑥

∫︁
d4𝑦 𝑓𝑘†(𝑥) ( /𝐷 +𝑀)−1

𝑥𝑢 𝑘,𝑦 𝑣 𝑙 𝑔
𝑙(𝑦) . (19.9.9)

在这一基下, 对于给定的规范场, 费米子传播子不仅是定义合理的, 并且在𝐴𝜇𝛼(𝑥)中一致收敛:‡⃒⃒⃒
( /𝐷 +𝑀)−1

𝑓 𝑢,𝑔 𝑣

⃒⃒⃒
≤
∑︁
𝑎

1

|𝑚𝑎|
, (19.9.10)

其中𝑚𝑎是𝑀的本征值, 方便起见, 我们对函数𝑓𝑖(𝑥)和𝑔𝑗(𝑦)归一化使得∫︁
𝑓 †𝑖 (𝑥)𝑓𝑖(𝑥) d

4𝑥 =

∫︁
𝑔†𝑗(𝑦)𝑔𝑗(𝑦) d

4𝑦 = 1 . (19.9.11)

(这里没有使用求和约定.) 更进一步, 在规范场上取平均的权重函数是正定的:‡‡

Det( /𝐷 +𝑀) exp(i𝐼gauge[𝐴]) = exp

⎛⎝−1
4

∫︁
d3𝑥

∫︁
d𝑥4

4∑︁
𝑖=1

4∑︁
𝑗=1

𝐹𝑖𝑗
2

⎞⎠
×
√︂
Det

[︁
(i𝐷)2 +𝑀2

]︁
. (19.9.12)

‡为了看到这点, 我们可以用𝑀的本征矢展开

𝑀𝑢𝑣𝑐
𝑎
𝑣 = 𝑚𝑎 𝑐

𝑎
𝑢 , 𝑐𝑎*𝑢 𝑐𝑏𝑢 = 𝛿𝑎𝑏

然后, 采用Vafa和Witten使用的一个技巧,[49] 将方程(19.9.9)写成

( /𝐷 +𝑀)−1
𝑓 𝑢,𝑔 𝑣 =

∑︁
𝑎

𝑐𝑎*𝑢 𝑐𝑎𝑣

∫︁
d4𝑥

∫︁
d4𝑦 𝑓𝑘†(𝑥) ( /𝐷 +𝑚𝑎)

−1
𝑥 𝑘,𝑦 𝑙 𝑔

𝑙(𝑦)

=
∑︁
𝑎

±𝑐𝑎*𝑢 𝑐𝑎𝑣

∫︁ ∞

0

d𝜏 exp(−|𝑚𝑎|𝜏)
∫︁

d4𝑥

∫︁
d4𝑦 𝑓𝑘†(𝑥) (exp(∓𝜏 /𝐷))𝑥 𝑘,𝑦 𝑙 𝑔

𝑙(𝑦) ,

其中±是𝑚𝑎的正负号. 矩阵𝑐𝑎*𝑢 𝑐𝑎𝑣与算符(exp(∓𝜏 /𝐷))𝑥 𝑘,𝑦 𝑙均是幺正的, 所以⃒⃒⃒⃒
𝑐𝑎*𝑢 𝑐𝑎𝑣

∫︁
d4𝑥

∫︁
d4𝑦 𝑓𝑘†(𝑥) (exp(∓𝜏 /𝐷))𝑥 𝑘,𝑦 𝑙 𝑔

𝑙(𝑦)

⃒⃒⃒⃒2
≤
∫︁

d4𝑥 |𝑓(𝑥)|2
∫︁

d4𝑦 |𝑔(𝑦)|2 = 1 .

在积分中使用这一公式就给出了方程(19.9.10).
‡‡在费米子行列式中, 我们使用了Det( /𝐷 +𝑀) = Det 𝛾5( /𝐷 +𝑀)𝛾5 = Det(− /𝐷 +𝑀)的性质.
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当权重函数正定时, 任意函数的均值会被那个函数的上下界约束. 在方程(19.9.8)使用约

束(19.9.10), 矩阵元被约束在⃒⃒⃒⟨
𝑇
{︁
Ψ𝑢1 [𝑓1] · · ·Ψ𝑢𝑟 [𝑓𝑟]Ψ

†
𝑣1 [𝑔1] · · ·Ψ†

𝑣𝑟 [𝑔𝑟]
}︁⟩

VAC

⃒⃒⃒
≤ 𝑟!

[︃∑︁
𝑎

1

|𝑚𝑎|

]︃𝑟
. (19.9.13)

因此, 当𝑀中的对称性破缺项𝛿𝑀趋于零时, 不存在能够抵消𝛿𝑀因子的奇点. 为了更清楚地看到

这一点, 我们可以使用相同的方法证明, 如果我们用一个非常小的对称性破缺项𝛿𝑀扰动𝑀 , 那么

方程(19.9.8)中𝛿𝑀的一阶项被约束在⃒⃒⃒
𝛿
⟨
𝑇
{︁
Ψ𝑢1 [𝑓1] · · ·Ψ𝑢𝑟 [𝑓𝑟]Ψ

†
𝑣1 [𝑔1] · · ·Ψ†

𝑣𝑟 [𝑔𝑟]
}︁⟩

VAC

⃒⃒⃒
≤ 𝑟 𝑟!

∑︁
𝑎,𝑏

|(𝛿𝑀)𝑎𝑏|
|𝑚𝑎𝑚𝑏|

[︃∑︁
𝑎

1

|𝑚𝑎|

]︃𝑟−1

, (19.9.14)

所以它在𝛿𝑀 → 0时为零.

在真实世界中, 夸克质量既不为零也不简并, 所以从之上的讨论中可以立即得出: 类似重子数

守恒, 奇异数守恒等这样的𝑈(1)对称性既不自发破缺也没有内禀破缺. 其它强相互作用对称性, 例

如同位旋或𝑆𝑈(3), 它们的问题更多. 如果𝑢, 𝑑夸克或者𝑢, 𝑑, 𝑠夸克质量非零且相等, 那些这些对

称性是完全不破缺的, 然而, 正如我们在19.7节看到的, 这些质量完全不简并; 产生同位旋对称性

和𝑆𝑈(3)对称性的原因不是因为它们的质量相等, 而是因为它们的质量很小. 如果我们赋予两个

或三个夸克相等的质量并让这些质量变得任意小, 这些对称性确实保持不破缺的状态, 所以在任

何对这些质量不敏感的反应中, 同位旋或𝑆𝑈(3)是很好的近似. 然而, 并非所有反应都对这些质量

不敏感, 这是因为, 当两个或三个夸克无质量时, 𝜋介子或者𝜋介子所述的赝标量八重态会变成无质

量. 这对于同位旋不是问题, 我们在19.5节看到, 尽管𝑚𝑢 ̸= 𝑚𝑑, 但是到夸克质量的一阶, 同位旋三

重态依旧简并. 对于𝑆𝑈(3), 夸克的质量差产生了𝜋介子, 𝐾介子和𝜂之间的质量差, 这使得由单介

子极点主导的反应会显示与𝑆𝑈(3)非常大的背离行为.

19.10 𝑈(1)问题

量子色动力学在解释强相互作用对称性模型上的成功起初看起来似乎被一个失败损毁了. 正

如我们在19.5节看到的, 强相互作用的破缺𝑆𝑈(2) × 𝑆𝑈(2)对称性是𝑢夸克和𝑑夸克质量很小的自

然结果. 但是, 对于𝑢夸克和𝑑夸克质量很小的量子色动力学, 它的拉格朗日量有另一个手征对称

性,[51] 𝑈(1)𝐴对称性, 它的变换是

𝑢→ exp(i𝛾5𝜃)𝑢 , 𝑑→ exp(i𝛾5𝜃)𝑑 . (19.10.1)

这种对称性如果破缺的话, 它会像𝑆𝑈(2)× 𝑆𝑈(2)一样给强子频谱附加宇称倍增, 但是这种宇称倍

增并没有被观测到. 另一方面, 𝑈(1)𝐴对称性的破缺意味着存在一个质量与𝜋介子相差无几的同位

旋标量0−Goldstone玻色子. 已知的事实是𝜂介子是同位旋标量0−玻色子, 但它比𝜋介子重得多, 而

且我们在19.7节看到, 可以很好地将其理解成𝑆𝑈(3) × 𝑆𝑈(3)的一个Goldstone玻色子. 在认为𝑠夸

克和𝑢夸克以及𝑑夸克属于相对较轻的夸克后, 除了𝑆𝑈(3)× 𝑆𝑈(3)外, 量子色动力学的拉格朗日量

还会有𝑈(1)手征对称性, 其变换是

𝑢→ exp(i𝛾5𝜃)𝑢 , 𝑑→ exp(i𝛾5𝜃)𝑑 , 𝑠→ exp(i𝛾5𝜃)𝑠 . (19.10.2)
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这种对称性的自发破缺会要求存在两个同位旋标量0−介子: 一个是𝜂, 而另一个的质量与𝜋介子质

量相差无几.

这个预测可以做的更精细些.[52] 如果我们在无质量量子色动力学的自发破缺对称性中引入变

换(19.10.2), 那么当夸克质量存在时, 我们会遇到(19.7.12)项:

Lmass = −𝑞𝑀𝑞 𝑞 = −¯̃𝑞 e−i
√
2𝛾5𝐵/𝐹𝜋 𝑀𝑞 e

−i
√
2𝛾5𝐵/𝐹𝜋 𝑞 , (19.10.3)

其中依旧有

𝑀𝑞 =

⎡⎢⎣ 𝑚𝑢 0 0

0 𝑚𝑑 0

0 0 𝑚𝑠

⎤⎥⎦ , (19.10.4)

但𝐵现在含有破缺对称性(19.10.2)的Goldstone玻色场𝜁:

𝐵 =

⎡⎢⎢⎣
1√
2
𝜋0 + 1√

6
𝜂0 𝜋+ 𝐾+

𝜋− − 1√
2
𝜋0 + 1√

6
𝜂0 𝐾0

�̄�− �̄�0 −
√︁

2
3𝜋

0

⎤⎥⎥⎦

+
𝐹𝜋√
3𝐹𝜁

⎡⎢⎣ 𝜁 0 0

0 𝜁 0

0 0 𝜁

⎤⎥⎦ , (19.10.5)

其中𝐹𝜁是𝑈(1)𝐴Goldstone玻色子与相应流的未知耦合(插入因子
√
3是为了将来的方便). 我们可以

再次使用未破缺的𝑆𝑈(3)对称性将夸克双线性的真空期望值写成(19.7.14)的形式, 并展成玻色场

的幂级数, 我们发现拉格朗日量中的Goldstone玻色子质量项采取如下的形式

− 𝑣

𝐹 2
𝜋

Tr{𝐵, {𝐵,𝑀𝑞}} = − 𝑣

𝐹 2
𝜋

[︃
4𝑚𝑢

(︃
1√
2
𝜋0 +

1√
6
𝜂0 +

𝐹𝜋√
3𝐹𝜁

𝜁

)︃2

+ 4(𝑚𝑢 +𝑚𝑑)𝜋
+𝜋− + 4(𝑚𝑢 +𝑚𝑠)𝐾

+�̄�−

+ 4𝑚𝑑

(︃
− 1√

2
𝜋0 +

1√
6
𝜂0 +

𝐹𝜋√
3𝐹𝜁

𝜁

)︃2

+ 4(𝑚𝑑 +𝑚𝑠)𝐾
0�̄�0 + 4𝑚𝑠

(︃
−
√︂

2

3
𝜂0 +

𝐹𝜋√
3𝐹𝜁

𝜁

)︃2 ]︃
. (19.10.6)

带荷且奇异的介子质量与之前相同, 但现在的中性非奇异介子的质量矩阵是

𝑀2
0 = 8𝑣

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

𝑚𝑢 +𝑚𝑑

2𝐹 2
𝜋

𝑚𝑢 −𝑚𝑑

2
√
3𝐹 2

𝜋

𝑚𝑢 −𝑚𝑑√
6𝐹𝜋𝐹𝜁

𝑚𝑢 −𝑚𝑑

2
√
3𝐹 2

𝜋

𝑚𝑢 +𝑚𝑑 + 4𝑚𝑠

6𝐹 2
𝜋

𝑚𝑢 +𝑚𝑑 − 2𝑚𝑠

3
√
2𝐹𝜋𝐹𝜁

𝑚𝑢 −𝑚𝑑√
6𝐹𝜋𝐹𝜁

𝑚𝑢 +𝑚𝑑 − 2𝑚𝑠

3
√
2𝐹𝜋𝐹𝜁

𝑚𝑢 +𝑚𝑑 +𝑚𝑠

3𝐹 2
𝜁

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
(19.10.7)

其中行与列按照𝜋0, 𝜂0和𝜁的顺序排列.
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在𝑚𝑢和𝑚𝑑为零的极限下, 这个矩阵有两个本征值为零的本征矢:

𝑢𝑎 =

⎛⎜⎝ 1

0

0

⎞⎟⎠ , 𝑢𝑏 =
1√︁

𝐹 2
𝜋 + 2𝐹 2

𝜁

⎛⎜⎝ 0

𝐹𝜋√
2𝐹𝜁

⎞⎟⎠ . (19.10.8)

在这个正交基下, 到𝑚𝑢和𝑚𝑑的一阶, 质量平方矩阵是

𝑚2
𝑎𝑎 ≃ 𝑢T𝑎𝑀

2
0𝑢𝑎 =

4𝑣(𝑚𝑢 +𝑚𝑑)

𝐹 2
𝜋

, (19.10.9)

𝑚2
𝑏𝑏 ≃ 𝑢T𝑏𝑀

2
0𝑢𝑏 =

12𝑣(𝑚𝑢 +𝑚𝑑)

𝐹 2
𝜋 + 2𝐹 2

𝜁

, (19.10.10)

𝑚2
𝑎𝑏 = 𝑚2

𝑏𝑎 ≃
√
3𝑣(𝑚𝑢 −𝑚𝑑)

2𝐹𝜋
√︁
𝐹 2
𝜋 + 2𝐹 2

𝜁

. (19.10.11)

非对角项(19.10.11)的效应是使得本征值的积降低一个可忽视的比例(𝑚𝑢 −𝑚𝑑)
2/64(𝑚𝑢 +𝑚𝑑)

2,

当然, 本征值的和依旧和以前一样, 所以对角元(19.10.9)和(19.10.10)是本征值很好的近似. 比较

方程(19.10.9)与方程(19.7.16), 我们发现对应本征矢𝑢𝑎的粒子是𝜋
0. 对应𝑢𝑏的另一个粒子有质量

𝑚𝑏 ≃
√︁
𝑚2
𝑏𝑏 ≃

√
3𝑚𝜋𝐹𝜋√︁
𝐹 2
𝜋 + 2𝐹 2

𝜁

≤
√
3𝑚𝜋 . (19.10.12)

因此, 在𝜋介子之外, 破缺的𝑈(1)𝐴对称性会额外要求存在一个质量小于
√
3𝑚𝜋的中性赝标

量Goldstone玻色子. 声称这样的强相互作用粒子不存在几乎是没有必要的.* 我们会在23.5节看

到, 由于发现了破坏额外𝑈(1)𝐴对称性的非微扰效应, 这一问题最终被解决了.

习题

1. 对𝑆𝑈(3)对称群(生成元为𝑡1, 𝑡2, 𝑡3)自发破缺到𝑆𝑈(2)子群(生成元为𝑡3)的情况应用整体

对称性破缺的一般理论. 在无限小𝑆𝑂(3)变换下, Goldstone玻色场如何变换? (使用陪集空

间𝑆𝑂(3)/𝑆𝑂(2)的指数参数化.) 计算Goldstone玻色场的协变导数𝐷𝑎𝜇, 对于未破缺对称性生

成元𝑡3的𝑞值不为零的一般场, 计算该场的协变导数. 仅包含Goldstone玻色子且导数不超过二

阶的最一般𝑆𝑂(3)-不变拉格朗日量是什么? 利用这个拉格朗日量计算Goldstone玻色子弹性散

射不变振幅中关于它们能量的最低阶项. 含有两个非Goldstone玻色场因子且导数最多有一个

的最一般𝑆𝑂(3)-不变拉格朗日量是什么? 像𝑆𝑂(3)3-矢的3-分量那样变换, 且仅是Goldstone玻

色场的函数(没有导数), 它的最一般形式是什么? 将这一项加到拉格朗日量中, 并选择系数使

得Goldstone玻色子拥有质量𝑚, 重新计算最低阶的Goldstone玻色子散射振幅.

2. 考察一个具有𝑆𝑈(𝑁)整体对称性的理论, 它的对称性自发破缺到𝑆𝑈(𝑁 − 1). 假定我们添加一

个很小的对称性破缺微扰, 并且这个微扰处在𝑆𝑈(𝑁)的定义表示𝑁中. 将真空排列考虑在内, 完

全不破缺的对称群是什么? 若对称性破缺微扰处在𝑆𝑈(𝑁)的伴随表示中, 又是什么样的情况?

*注意到, 取𝐹𝜁 ≫ 𝐹𝜋会使得这个额外的中性标量的质量非常小, 但是它的相互作用会变得非常弱使得它可以逃脱

探测. 在量子色动力学中产生一个很大的𝐹𝜋对𝐹𝜁的比值看起来似乎是不可能的, 但是若理论中存在额外变量可以避免

瞬子引起的宇称破坏, 在这样的理论中确实发生了类似的事情; 参看23.6节.
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3. 将𝜋介子质量考虑在内, 计算直至一圈阶的𝜋介子-𝜋介子散射振幅

4. 类比Adler-Weisberger求和规则的𝜋介子-𝜋介子散射情况, 推导“Adler求和规则”.

5. 在𝑆𝑈(2) × 𝑆𝑈(2)/𝑆𝑈(2)的陪集被参数化成exp(i𝜉𝑎𝑥𝑎)的情况下, 计算𝜋介子场𝜉𝑎的𝑆𝑈(3) ×
𝑆𝑈(3)变换性质.

6. 使用方程(19.7.31)和𝑆𝑈(3)对称性导出关系(19.7.32)
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当由一个算符引入又由另一算符引出的动量趋于无穷大, 而其它所有外线的4-动量保持不变

时, 我们通常会发现自身需要知道振幅在这个时候的行为是什么样的. 例如, 我们会在20.6节看到,

对于电子在强子初态𝐻上散射而末态为任意强子的过程, 根据幺正性, 它的总截面给定为对如下

振幅分量的(系数已知)线性组合 ∫︁
d4𝑥 e−i𝑘·𝑥 ⟨𝐻|𝐽𝜇(𝑥)𝐽𝜈(0)|𝐻⟩ ,

其中𝑘是电子传给强子的4-动量, 而𝐽𝜇(𝑥)是电磁流. 在深度非弹电子散射的情况下, 由一个算符引

入又由另一算符引出的动量𝑘可以趋于无穷大. 类似的, 在研究各种算符的高动量极限时, 以及推

导20.5节中相应的谱函数求和规则时, 我们会遇到类似Fouier变换的高动量极限, 所不同的只是强

子态|𝐻⟩被替换成了真空态.

如果像𝐽𝜇(𝑥)𝐽𝜈(0)这样的算符积对𝑥𝜇是解析的, 那么当Fourier变量𝑘趋于无穷大时, 它

的Fourier变换会指数衰减. 在该Fourier变换的高动量极限下, 领头项来自于时空变量在趋于

另一个时空变量时算符积中的奇点. Wilson在1969年开始了对这类算符积的研究,[1] 他最初的目

的是想构建出传统量子场论的替代品. 正如之前所发生的(例如色散关系与Feynman图形规则),

绕过量子场论的努力给出了有价值的一般性结果, 不过这些结果最好被理解成量子场论的一般性

质.

我们将在20.1节论述算符积展开. 在1970年, Zimmerman在微扰论中给出了这个展开的标准

证明.[2] 在20.1节, 基于场论的路径积分公式,我们会给出一个不太严格但是更加简单并且非微扰

的证明. 在20.2节, 利用流经Feynman图的大动量流, 我们会呈现出看待算符积展开的另一视角,

这将带给我们微扰性的证明.

算符积展开的几个性质使得我们可以很方便地从量子色动力学这样的理论中得到一些重要

的结果. 其中的一个性质是, 对于描述展开中的奇异性的函数, 它与动量之间关系由重整化群方程

控制, 这使得在渐进自由理论中, 我们可以用微扰论计算出这些函数在大动量处的形式, 我们会

在20.3节对这些进行讨论. 另一个性质是, 这些函数不会被可能的自发对称性破缺影响, 它们能够

反映出底层理论的所有对称性, 这一点会在20.4节进行讨论. 在20.5节和20.6节, 我们会考察应用.

20.1 展开: 描述与推导

Wilson[1]假设两个算符的乘积𝐴(𝑥)𝐵(𝑦)在𝑥 → 𝑦时的奇异行为可以写成对其它定域算符的求

和

𝐴(𝑥)𝐵(𝑦) →
∑︁
𝐶

𝐹𝐴𝐵𝐶 (𝑥− 𝑦)𝐶(𝑦) , (20.1.1)

其中𝐹𝐴𝐵𝐶 (𝑥− 𝑦)是有奇点的c-数函数. 量纲分析表明, 当𝑥 → 𝑦时, 𝐹𝐴𝐵𝐶 (𝑥− 𝑦)的行为是(𝑥− 𝑦)的

幂函数, 幂次为𝑑𝐶 − 𝑑𝐴 − 𝑑𝐵, 其中𝑑𝑂是算符按照质量或动量计算的量纲. 当我们给算符𝑂加入更
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多的导数或场时, 𝑑𝑂会增加, 所以随着算符𝐶变得越来越复杂, 函数𝐹𝐴𝐵𝐶 (𝑥 − 𝑦)的奇异性会降低.

算符积展开的显著特征是它是算符关系; 即, 我们对任意的矩阵元⟨𝛽|𝐴(𝑥)𝐵(𝑦)|𝛼⟩使用它时, 我们

会对所有的|𝛼⟩和|𝛽⟩态得到相同的函数𝐹𝐴𝐵𝐶 (𝑥− 𝑦).

这个展开之所以在考察乘积𝐴(𝑥)𝐵(𝑦)在𝑥 → 𝑦时的行为非常有用, 正是因为方程(20.1.1)的

奇异性会随着算符𝐶(𝑦)复杂性的增加而减小. 前面简单的幂次级数讨论会被重整化效应修

正; 展开(20.1.1)必须写成在某个标度𝜇处正规化的算符, 这样𝜇就会伴随𝑥 − 𝑦出现在系数函

数𝐹𝐴𝐵𝐶 (𝑥 − 𝑦)之中. 我们会在20.3节看到, 在渐进自由的理论中, 除去ln(𝑥 − 𝑦)2的一个幂函数外,

𝐹𝐴𝐵𝐶 (𝑥− 𝑦)的行为确实是量纲分析所表明的𝑥− 𝑦的幂函数, 而其幂次正是𝑑𝐶 − 𝑑𝐴 − 𝑑𝐵. 即使是

在更一般的理论中, 不同算符𝐶(𝑦)所连带的奇异性也非常可能会随着算符复杂性的增加而减小.

动量空间中的相应陈述是, 当𝑘 → ∞时,∫︁
d4𝑥 e−i𝑘·𝑥𝐴(𝑥)𝐵(0) →

∑︁
𝐶

𝑉 𝐴𝐵
𝐶 (𝑘)𝐶(0) (20.1.2)

相应地有 ∫︁
d4𝑥 e−i𝑘·𝑥 𝑇{𝐴(𝑥)𝐵(0)} →

∑︁
𝐶

𝑈𝐴𝐵𝐶 (𝑘)𝐶(0) (20.1.3)

其中𝑉 𝐴𝐵
𝐶 (𝑘)和𝑈𝐴𝐵𝐶 (𝑘)是𝑘𝜇的函数, 当𝑘很大时, 随着级数中的项越变越复杂, 它们会快速衰减.

我们现在来推导Wilson展开的一个推广版本, 在这个版本中, 任意多个算符携带的动量一起

趋于无穷大. 对于这个目的, 我们来考察定域算符𝐴1(𝑥1), 𝐴2(𝑥2) · · ·和定域算符𝐵1(𝑦1), 𝐵2(𝑦2) · · ·
的Green函数, 其中𝐴算符的变量在点𝑥附近而𝐵算符的变量固定不动:

⟨𝑇{𝐴1(𝑥1), 𝐴2(𝑥2), · · ·𝐵1(𝑦1), 𝐵2(𝑦2), · · · }⟩0

=

∫︁ ⎡⎣∏︁
ℓ,𝑧

d𝜑ℓ(𝑧)

⎤⎦ 𝑎1(𝑥1)𝑎2(𝑥2) · · · 𝑏1(𝑦1)𝑏2(𝑦2) · · · exp(i𝐼[𝜑]) , (20.1.4)

其中小写字母𝑎和𝑏表示将𝐴和𝐵中的场算符替换成了c-数场𝜑. 现在围绕点𝑥做一个半径为𝑅的

球𝐵(𝑅), 𝑅远大于𝑥1, 𝑥2 · · ·之间的距离, 但远小于𝑥与𝑦1, 𝑦2 · · ·之间的距离. 既然作用量是定域的,

它可以写成

𝐼 =

∫︁
𝑧∈𝐵(𝑅)

d4𝑧L (𝑧) +

∫︁
𝑧 /∈𝐵(𝑅)

d4𝑧L (𝑧) . (20.1.5)

那么方程(20.1.4)就可以变成如下形式

⟨𝑇{𝐴1(𝑥1), 𝐴2(𝑥2), · · ·𝐵1(𝑦1), 𝐵2(𝑦2), · · · }⟩0

=

∫︁ ⎡⎣ ∏︁
𝑧 /∈𝐵(𝑅),ℓ

d𝜑ℓ(𝑧)

⎤⎦ 𝑏1(𝑦1)𝑏2(𝑦2) · · · exp(︃i ∫︁
𝑧 /∈𝐵(𝑅)

d4𝑧L (𝑧)

)︃

×
∫︁ ⎡⎣ ∏︁

𝑧∈𝐵(𝑅),ℓ

d𝜑ℓ(𝑧)

⎤⎦ 𝑎1(𝑥1)𝑎2(𝑥2) · · · exp(︃i ∫︁
𝑧∈𝐵(𝑅)

d4𝑧L (𝑧)

)︃
, (20.1.6)

我们要对这个积分附加边界条件: 球内的场要在表面处于球外的场光滑相连, 这会约束对球内场

的路径积分. 除了这个边界条件以外, 对球内场的路径积分完全不被球外场的行为影响, 所以对

球内场的路径积分可以用球面上的场和它的导数进行表示, 而它们反过来可以表示成从球外外
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推到中心点𝑥的场和它们的导数. 如果我们将这一积分表示成外推到点𝑥的c-数场和它们导数的

乘积*𝑜(𝑥)的级数, 那么系数只能是坐标差的函数𝑈𝐴1,𝐴2,···
𝑂 (𝑥1 − 𝑥, 𝑥2 − 𝑥, · · · ). 既然𝑦1, 𝑦2 · · ·都在

球𝐵(𝑅)的外部, 在𝑅 → 0的极限下, 将球内的这部分从作用量中去除出去并不会对球外的场有影

响, 所以在这一极限下, 当𝑥1, 𝑥2 · · ·全部趋于𝑥时, 方程(20.1.6)变成

⟨𝑇{𝐴1(𝑥1), 𝐴2(𝑥2), · · ·𝐵1(𝑦1), 𝐵2(𝑦2), · · · }⟩0 →
∫︁ ⎡⎣∏︁

ℓ,𝑧

d𝜑ℓ(𝑧)

⎤⎦
× 𝑏1(𝑦1)𝑏2(𝑦2) · · · exp

(︂
i

∫︁
d4𝑧L (𝑧)

)︂
×
∑︁
𝑂

𝑈𝐴1,𝐴2,···
𝑂 (𝑥1 − 𝑥, 𝑥2 − 𝑥, · · · )𝑂(𝑥)

=
∑︁
𝑂

𝑈𝐴1,𝐴2,···
𝑂 (𝑥1 − 𝑥, 𝑥2 − 𝑥, · · · ) ⟨𝑇{𝑂(𝑥), 𝐵1(𝑦1), 𝐵2(𝑦2), · · · }⟩0 , (20.1.7)

其中𝑂(𝑥)是对应𝑜(𝑥)的量子力学Heisenberg绘景算符. 特别地, 通过对变量𝑦做Fourier变换并乘上

合适的系数函数, 对于任意的态|𝛼⟩和⟨𝛽|, 这给出

⟨𝛽|𝑇{𝐴1(𝑥1), 𝐴2(𝑥2), · · · }|𝛼⟩ →
∑︁
𝑂

𝑈𝐴1,𝐴2,···
𝑂 (𝑥1 − 𝑥, 𝑥2 − 𝑥, · · · )⟨𝛽|𝑂(𝑥)|𝛼⟩ . (20.1.8)

由于这对任意态都是成立的, 它是推广版本中的算符关系:

𝑇{𝐴1(𝑥1), 𝐴2(𝑥2), · · · } →
∑︁
𝑂

𝑈𝐴1,𝐴2,···
𝑂 (𝑥1 − 𝑥, 𝑥2 − 𝑥, · · · )𝑂(𝑥) . (20.1.9)

20.2 动量流*

我们现在来考察算符积展开最简单的例子: 在质量为𝑚而相互作用为− 1
24𝑔𝜑

4的单个标量

场𝜑的理论中, 对于它的𝑛+ 2点Feynman振幅, 让4-动量𝑘从一条线流入又从另一条线流出, 但保持

其它所有外线的动量不变, 考察这个振幅在𝑘很大时的渐进行为. 在这一情况下, 这会带给我们对

算符积展开中前几项的微扰论证明, 所用的方法是从流经Feynman图的大动量流导出这一展开,

而我们这里的真实目的其实是从这一方法中得到启发. 本章的附录将会讨论这些结果到一般情况

的推广.

我们把𝑛粒子散射振幅的所有连通图之和定义为Γ(𝑘; 𝑝1 · · · 𝑝𝑛), 其中它的外线携带入动
量𝑘和𝑝 − 𝑘以及出动量𝑝1 · · · 𝑝𝑛, 并且𝑝 ≡ 𝑝1 + 𝑝2 + · · · 𝑝𝑛. (为了之后方便处理, 我们进一步指

定Γ(𝑘; 𝑝1 · · · 𝑝𝑛)包含动量为𝑘和𝑝− 𝑘的外线的传播子, 但对于那些固定的动量𝑝1 · · · 𝑝𝑛, Γ并不包含
这些外线的传播子.) 我们希望证明, 在微扰论的任意阶, 当𝑘 → ∞时,

Γ(𝑘; 𝑝1 · · · 𝑝𝑛) → 𝑈𝜑2(𝑘)𝐹𝜑2(𝑝1 · · · 𝑝𝑛) +𝑂(𝑘−5) , (20.2.1)

其中𝑈𝜑2(𝑘)是𝑘
−4阶**项的和, 它独立于𝑝1 · · · 𝑝𝑛和𝑛, 而𝐹𝜑2(𝑝1 · · · 𝑝𝑛)是在𝑛条𝜑线中插入单个𝜑2顶

角后的振幅, 为了使它有限, 它还要乘上合适的重整化常数𝑍𝜑2 . 因为𝐹𝜑2(𝑝1 · · · 𝑝𝑛)是重整化算
*为了使级数中的系数是有限的, 这些乘积必须要乘上合适的无限大因子以重整化. 这会在下一节所呈现的推导中

变得非常显然.
*本节或多或少的处在本书的发展主线之外, 可以在第一次阅读时跳过.

**贯穿本章始终, 当我们称一个振幅是𝑘𝐴阶的, 应该将其理解成: 取𝑘𝜌 = 𝜅𝑛𝜌, 其中𝑛𝜌是任意确定的4-矢, 若振幅

是𝑘𝐴阶的, 则当𝜅→ ∞时, 振幅会趋于𝜅𝐴乘以ln𝜅的幂函数之和.
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图 20.1 积分方程(20.2.3)的图形表示. Γ标记的阴影圆盘代表所有外线如图所示的连通Feynman图之和, 而

由𝐼标记的阴影圆盘, 即中间有竖线的那一个, 它代表的是: 无法通过剪断一对内线使左边的外线和右边的

外线相分离的所有连通图之和.

= + +

+ · · ·

图 20.2 在相互作用为Φ4的标量场中, 核𝐼(𝑘, 𝑘′, 𝑝)的树图和一圈图.

符(𝜑2)𝑅 ≡ 𝑍𝜑2𝜑
2(0)的矩阵元, 方程(20.2.1)对应于如下陈述: 在𝑘 → ∞时, 算符积展开的领头项

是† ∫︁
d4𝑥 e−i𝑘·𝑥 𝑇{𝜑𝑅(𝑥)𝜑𝑅(0)}𝐶 → 𝑈𝜑2(𝑘)(𝜑

2(0))𝑅 . (20.2.2)

在研究Feynman振幅的渐进行为时, 我们必须要把如下的事实考虑在内: 在动量空间的

部分积分区域中, 可能会只有一部分内线动量与趋于无穷大的外线动量同阶, 但其它内线却

不这样. 我们设这些拥有𝑘阶动量的线处在子图S , 并按照12.1节的规则计算出子图S的量

纲𝐷S , 那么这部分积分区域给Γ(𝑘; 𝑝1 · · · 𝑝𝑛)的贡献的渐进行为是𝑘𝐷S阶的. 如果S与图的其

余部分用𝑚条外线相连, 并且S有两条动量分别为𝑘和𝑝 − 𝑘的外线, 那么从方程(12.1.8), 我们

有DS = 4 − 2 − 𝑚 − 4 = −2 − 𝑚. (−4来自于动量为𝑘和𝑝 − 𝑘的那两条线的传播子, 即我们

在Γ(𝑘; 𝑝1 · · · 𝑝𝑛)中引入的两个传播子.) 因此, 无论主导Γ的渐进行为是大动量𝑘流经整个图的那部

分积分区域, 还是只流经某些子图的那部分积分区域, 给出最主要贡献的是外线最少的那一个.[3]

当𝑛 = 0时, 这总是整个图; 即, 积分的主要部分来自于每条线均携带𝑘阶动量的那部分积分区

域, 它给出𝑘−2阶的渐进行为. 在这一情况下, 算符积展开中对矩阵元有贡献的算符只有单位算符,

𝐶 = 1. 由于我们目前只研究连通图, 这一项在𝑛 > 0时被排除了.

当𝑛 = 2时, 除了整个图给出主要贡献外, 还有一个子图也给出主要贡献: 动量为𝑘和𝑝 − 𝑘的

两条外线通过两条内线构成的桥与另外两条外线相连的图,†† 这给出阶为𝑘−4的渐进行为.

当𝑛 ≥ 4时, 主要贡献仅来自于这样的子图: 动量为𝑘和𝑝− 𝑘的两条外线通过两条内线构成的桥与

另外𝑛− 2条外线相连的图, 这再次给出阶为𝑘−4的渐进行为.

一般的图会包含数个这样的二粒子桥, 这使得对𝑛 = 2和𝑛 ≥ 4的情况进行分析变得复杂. 我

们先来考察𝑛 = 2的情况. 我们将所有对Γ(𝑘; 𝑝1, 𝑝2)有贡献的二粒子不可约图定义为𝐼(𝑘, 𝑘
′, 𝑝)(其

†编时乘积的下标𝐶在这里是指我们只引入了连通图. 由于在这一节我们只考察两个𝜑场的算符积展开, 我们扔掉

了𝑉𝜑2的下标𝜑2. 对于携带动量𝑘和𝑝 − 𝑘的那些线, 由于我们在对它们的传播子做辐射修正的同时暗中引入了抵消项,

所以这些场本身是重整化的.
††由于这个理论在𝜑 → −𝜑的对称性, 有奇数个外线的图或子图都被排除了, 进而𝑚 = 1的可能性被排除了. 又因

为Γ的定义来自于连通图, 所以𝑚 = 0的可能性被排除了.
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中𝑝1 = 𝑘′, 𝑝2 = 𝑝 − 𝑘′), 所谓二粒子不可约是指无法通过剪断一对内线的方法使得带有入动

量𝑘和𝑝− 𝑘的两条外线与动量为𝑘′和𝑝− 𝑘′的外线分离. 那么, Γ(𝑘; 𝑘′, 𝑝− 𝑘′)− 𝐼(𝑘, 𝑘′, 𝑝)就是那些

可以以这种方式变成不连通图的那些图之和, 因而可以写成(参看图20.1)

Γ(𝑘; 𝑘′, 𝑝− 𝑘′)− 𝐼(𝑘, 𝑘′, 𝑝) =

∫︁
d4𝑘′′ 𝐼(𝑘, 𝑘′′, 𝑝)Γ(𝑘′′; 𝑘′, 𝑝− 𝑘′) . (20.2.3)

(同Γ(𝑘; 𝑘′, 𝑝− 𝑘′)一样, 核𝐼(𝑘, 𝑘′, 𝑝)包含动量为𝑘和𝑝− 𝑘的外线的传播子, 但为了避免重复计数, 它

不包含动量为𝑘′和𝑝− 𝑘′的外线的传播子.) 𝐼(𝑘, 𝑘′, 𝑝)到𝑔2阶的Feynman图如图20.2所示.

为了计算方程(20.2.3)右边的行为, 我们先来考察核𝐼(𝑘, 𝑘′, 𝑝)在𝑘′和𝑝保持不动而𝑘 → ∞时的
渐进行为. 主导这个渐进行为的是所有内线均携带𝑘阶动量的那部分动量空间, 这会给出𝑘−4阶的

贡献, 而在其它区域, 由携带𝑘阶动量的内线构成的子图至少有五条外线, 这给出的贡献要比𝑘−4衰

减得更快. 由此得出, 做𝐼(𝑘, 𝑘′, 𝑝)相对𝑘′或𝑝的微分将会让核的渐进行为降低一个𝑘−1因子. 因此,

保持𝑘′和𝑝不动但让𝑘 → ∞, 我们就有

𝐼(𝑘, 𝑘′, 𝑝) → 𝐼∞(𝑘) , (20.2.4)

其中𝐼∞(𝑘)仅是𝑘的函数并且阶为𝑘−4.

不幸的是, 我们无法简单地将方程(20.2.3)中的𝐼(𝑘, 𝑘′, 𝑝)替换成这一渐进极限, 这是因为无

论𝑘变得多大, 当𝑘′为𝑘阶时, 它会积分一个很大的贡献. 为了解决这一困难, 我们使用一个基于数

学归纳法的技巧. 在最低阶, Γ(𝑘; 𝑘′, 𝑝− 𝑘′)由一个顶点与两个裸传播子相连的图给出

Γ(𝑘; 𝑘′, 𝑝− 𝑘′) =
i𝑔

(2π)4(𝑘2 +𝑚2)((𝑝− 𝑘)2 +𝑚2)
(最低阶)

对于这一阶, 很容易证明它的渐进行为的形式就是方程(20.2.1). 因此, 我们假定对于𝑛 = 2成立的

方程(20.2.1), 直到𝑔的某个给定阶𝑁它都是成立的——即, 直到这一阶, 𝑘 → ∞时的渐进行为采取
如下的形式

Γ(𝑘; 𝑘′, 𝑝− 𝑘) → 𝑈𝜑2(𝑘)𝐹𝜑2(𝑘
′, 𝑝− 𝑘′) +𝑂(𝑘−5) , (20.2.5)

然后我们将试图证明它在下一阶也是成立的. 为了估计𝑘′为𝑘阶时它对方程(20.2.3)中积分的贡献,

我们将方程(20.2.3)重写为

Γ(𝑘; 𝑘′, 𝑝− 𝑘) = 𝐼(𝑘, 𝑘′, 𝑝)

+

∫︁
d4𝑘′′ 𝐼(𝑘, 𝑘′′, 𝑝)

[︁
Γ(𝑘′′; 𝑘′, 𝑝− 𝑘′)− 𝑈𝜑2(𝑘

′′)𝐹𝜑2(𝑘
′, 𝑝− 𝑘′)

]︁
+ 𝐹𝜑2(𝑘

′, 𝑝− 𝑘′)

∫︁
d4𝑘′′ 𝐼(𝑘, 𝑘′′, 𝑝)𝑈𝜑2(𝑘

′′) . (20.2.6)

既然𝐼(𝑘, 𝑘′, 𝑝)起码是领头阶的, 我们可以在方程(20.2.6)的右边使用方程(20.2.5). 因此对于右边的

第二项, 𝑘′′为𝑘阶的那部分积分区域所给出的贡献会像𝑘−4+4−5那样为零, 因此与𝑘′′保持有限的那

部分相比就是可以忽略的, 而这部分会给出收敛积分

𝐼∞(𝑘)

∫︁
d4𝑘′′

[︁
Γ(𝑘′′; 𝑘′, 𝑝− 𝑘′)− 𝑈𝜑2(𝑘

′′)𝐹𝜑2(𝑘
′, 𝑝− 𝑘′)

]︁
.

更进一步, 既然给出
∫︀
d4𝑘′′ 𝐼(𝑘, 𝑘′′, 𝑝)𝑈𝜑2(𝑘

′′)主要贡献的是𝐼(𝑘, 𝑘′′, 𝑝)的图中每个内线均携带𝑘阶

动量的那部分积分区域, 这个积分对𝑝的微分会使得它的渐进行为降低一个𝑘−1阶的因子, 所以
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就渐进行为而言, 这一积分中的𝐼(𝑘, 𝑘′, 𝑝)可以替换成𝐼(𝑘, 𝑘′) ≡ 𝐼(𝑘, 𝑘′, 0). 因此在𝑘 → ∞时, 方

程(20.2.6)变成

Γ(𝑘; 𝑘′, 𝑝− 𝑘′) → 𝐹𝜑2(𝑘
′, 𝑝− 𝑘′)

∫︁
d4𝑘′′ 𝐼(𝑘, 𝑘′′)𝑈𝜑2(𝑘

′′)

+ 𝐼∞(𝑘)

{︂
1 +

∫︁
d4𝑘′′

[︁
Γ(𝑘′′; 𝑘′, 𝑝− 𝑘′)− 𝑈𝜑2(𝑘

′′)𝐹𝜑2(𝑘
′, 𝑝− 𝑘′)

]︁}︂
. (20.2.7)

因此我们可以用低阶微扰论中的那些函数来定义𝑈𝜑2(𝑘)和𝐹𝜑2(𝑘
′, 𝑝− 𝑘′), 具体形式为

𝑈𝜑2(𝑘) = 𝐶𝐼∞(𝑘) +

∫︁
d4𝑘′ 𝐼(𝑘, 𝑘′)𝑈𝜑2(𝑘

′) , (20.2.8)

𝐹𝜑2(𝑘
′, 𝑝− 𝑘′) = 𝐶−1

×
{︂
1 +

∫︁
d4𝑘′′

[︁
Γ(𝑘′′; 𝑘′, 𝑝− 𝑘′)− 𝑈𝜑2(𝑘

′′)𝐹𝜑2(𝑘
′, 𝑝− 𝑘′)

]︁}︂
, (20.2.9)

其中𝐶是我们可以随便选择的常数. 有了这些定义, 我们就可以从方程(20.2.7)中得到方程(20.2.5).

选择常数𝐶使得𝐹𝜑2(𝑘
′, 𝑝− 𝑘′)在某个重整化点𝑘′ = 𝑘(𝜇)且𝑝 = 𝑝(𝜇)的值为1, 这将方便之后的

讨论, 而其中的𝑘(𝜇)和𝑝(𝜇)是𝜇阶标准4-动量. 这样,

𝐶 = 1 +

∫︁
d4𝑘′′ Γ(𝑘′′; 𝑘(𝜇), 𝑝(𝜇)− 𝑘(𝜇))−

∫︁
d4𝑘′′ 𝑈𝜑2(𝑘

′′) . (20.2.10)

利用方程(20.2.5), 我们看到方程(20.2.10)中两个积分的发散互相抵消了.

方程(20.2.9)现在可以重写成

𝐹𝜑2(𝑘
′, 𝑝− 𝑘′) = 𝑍𝜑2

{︂
1 +

∫︁
d4𝑘′′ Γ(𝑘′′; 𝑘′, 𝑝− 𝑘′)

}︂
, (20.2.11)

其中

𝑍𝜑2 =

[︂
1 +

∫︁
d4𝑘′′ Γ(𝑘′′; 𝑘(𝜇), 𝑝(𝜇)− 𝑘(𝜇))

]︂−1

. (20.2.12)

我们可以认为𝑍𝜑2是复合算符𝜑
2的重整化常数,它的定义使得算符𝑍𝜑2𝜑

2的二粒子矩阵元𝐹𝜑2(𝑘, 𝑝−
𝑘)是有限值, 并且在𝑘 = 𝑘(𝜇)且𝑝 = 𝑝(𝜇)时为1.

通过方程(20.2.8)和(20.2.11)来计算𝑈𝜑2(𝑘)和𝐹𝜑2(𝑘, 𝑝 − 𝑘)并不是特别方便. 与此相反, 计

算Γ(𝑘; 𝑘′, 𝑝 − 𝑘′), 然后与方程(20.2.5)比较进而读出𝑈𝜑2(𝑘)和𝐹𝜑2(𝑘, 𝑝 − 𝑘), 这样反而更简单一些.

给函数(12.2.26)乘以动量为𝑘以及𝑝− 𝑘的线的传播子, 我们看到, 到一圈阶

Γ(𝑘; 𝑘′, 𝑝− 𝑘′) =

[︂ −i

(2π)4(𝑘2 +𝑚2)

]︂ [︂ −i

(2π)4((𝑝− 𝑘)2 +𝑚2)

]︂ [︁
− i(2π)4𝑔

]︁
×
{︃
1− 𝑔

32π2

∫︁ 1

0
d𝑥

{︂
ln

(︂
𝑚2 + 4𝑥(1− 𝑥)𝜇2/3

𝑚2 − 𝑠𝑥(1− 𝑥)

)︂

+ ln

(︂
𝑚2 + 4𝑥(1− 𝑥)𝜇2/3

𝑚2 − 𝑡𝑥(1− 𝑥)

)︂
+ ln

(︂
𝑚2 + 4𝑥(1− 𝑥)𝜇2/3

𝑚2 − 𝑢𝑥(1− 𝑥)

)︂
+ · · ·

}︂}︃
, (20.2.13)

其中𝑠, 𝑡和𝑢是Mandelstam变量

𝑠 = −𝑝2 , 𝑡 = −(𝑘 − 𝑘′)2 , 𝑢 = −(𝑝− 𝑘 − 𝑘′)2 ,
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𝜇是重整化标度, 𝑔是相应的重整化耦合, 由𝑠 = 𝑡 = 𝑢 = −4𝜇2/3处的Feynman振幅定义. 它的渐进

行为是

Γ(𝑘; 𝑘′, 𝑝− 𝑘′) → i𝑔

(2π)4(𝑘2)2

×
{︃
1− 𝑔

32π2

∫︁ 1

0
d𝑥

{︂
ln

(︂
𝑚2 + 4𝑥(1− 𝑥)𝜇2/3

𝑚2 + 𝑝2𝑥(1− 𝑥)

)︂

+ 2 ln

(︂
𝑚2 + 4𝑥(1− 𝑥)𝜇2/3

𝑚2 + 𝑘2𝑥(1− 𝑥)

)︂
+ · · ·

}︂}︃
. (20.2.14)

到𝑔2阶, 如果我们取

𝑈𝜑2(𝑘) =
i𝑔

(2π)4(𝑘2)2

×
{︂
1− 𝑔

16π2

∫︁ 1

0
d𝑥 ln

(︂
𝑚2 + 4𝑥(1− 𝑥)𝜇2/3

𝑚2 + 𝑘2𝑥(1− 𝑥)

)︂
+ · · ·

}︂
, (20.2.15)

以及

𝐹𝜑2(𝑘, 𝑝− 𝑘) = 1− 𝑔

32π2

∫︁ 1

0
d𝑥 ln

(︂
𝑚2 + 4𝑥(1− 𝑥)𝜇2/3

𝑚2 + 𝑝2𝑥(1− 𝑥)

)︂
+ · · · , (20.2.16)

那么它与方程(20.2.5)就是一致的. 在这里,我们已经对算符𝜑2的重整化点𝑘(𝜇)和𝑝(𝜇)做了选择,使

得它与耦合常数𝑔的重整化点的关系为𝑝(𝜇)2 = 4𝜇2/3, 这使得在𝑝2 = 4𝜇2/3时, 𝐹𝜑2(𝑘, 𝑝− 𝑘) = 1.

现在来考察动量不变的外线数目𝑛远大于2的情况. 为了与我们之前的讨论一致, 在𝑘 → ∞的
极限下, 给出Γ(𝑘; 𝑝1 · · · 𝑝𝑛)主要贡献的图是那些可以通过剪断一对内线使得携带动量𝑘与𝑝 − 𝑘的

那两条外线与这𝑛条外线不相连的图:

Γ(𝑘; 𝑝1 · · · 𝑝𝑛) →
∫︁

d4𝑘′ 𝐼(𝑘, 𝑘′, 𝑝) Γ(𝑘′; 𝑝1 · · · 𝑝𝑛) . (20.2.17)

像之前一样, 由于𝑘′为𝑘阶时会对这一积分有个很大的贡献, 我们对右边的核𝐼(𝑘, 𝑘′, 𝑝)无法简单地

使用它在𝑘 → ∞时的渐进极限. 处理这一困难的方法是将方程(20.2.17)重写成如下形式

Γ(𝑘; 𝑝1 · · · 𝑝𝑛) →
∫︁

d4𝑘′ 𝐼(𝑘, 𝑘′, 𝑝)
[︁
Γ(𝑘′; 𝑝1 · · · 𝑝𝑛)− 𝑈𝜑2(𝑘

′)𝐹𝜑2(𝑝1 · · · 𝑝𝑛)
]︁

+ 𝐹𝜑2(𝑝1 · · · 𝑝𝑛)
∫︁

d4𝑘′ 𝐼(𝑘′, 𝑘, 𝑝)𝑈𝜑2(𝑘
′) , (20.2.18)

其中, 通过数学归纳法, 我们假定直到某个给定阶𝑁 , 在加上1/𝑘5阶的修正项后,

Γ(𝑘; 𝑝1 · · · 𝑝𝑛) → 𝑈𝜑2(𝑘)𝐹𝜑2(𝑝1 · · · 𝑝𝑛) . (20.2.19)

我们现在可以使用极限(20.2.4)和方程(20.2.8)将方程(20.2.18)重写为

Γ(𝑘; 𝑝1 · · · 𝑝𝑛) → 𝐼∞(𝑘)

∫︁
d4𝑘′

[︁
Γ(𝑘′; 𝑝𝑠 · · · 𝑝𝑛)− 𝑈𝜑2(𝑘

′)𝐹𝜑2(𝑝1 · · · 𝑝𝑛)
]︁

+ 𝐹𝜑2(𝑝1 · · · 𝑝𝑛)
[︁
𝑈𝜑2(𝑘)− 𝐶𝐼∞(𝑘)

]︁
.

假定我们取

𝐶𝐹𝜑2(𝑝1 · · · 𝑝𝑛) =
∫︁

d4𝑘′
[︁
Γ(𝑘′; 𝑝𝑠 · · · 𝑝𝑛)− 𝑈𝜑2(𝑘

′)𝐹𝜑2(𝑝1 · · · 𝑝𝑛)
]︁
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或者使用方程(20.2.10)和(20.2.12),

𝐹𝜑2(𝑝1 · · · 𝑝𝑛) = 𝑍𝜑2

∫︁
d4𝑘′ Γ(𝑘′; 𝑝1 · · · 𝑝𝑛) , (20.2.20)

那么直到𝑁+1阶,这都与方程(20.2.19)一致. (20.2.20)仅指出了𝐹𝜑2(𝑝1 · · · 𝑝𝑛)是重整化算符𝑍𝜑2𝜑2的
矩阵元,这使得方程(20.2.1)对应于算符积公式(20.2.2). 尤其要注意的是,无论𝑛或者动量𝑝1 · · · 𝑝𝑛取
什么值, 𝑈𝜑2(𝑘)都是相同的系数函数, 我们会在后面证明它.

严格来讲, 算符(𝜑2)𝑅并不是两个𝜑乘积展开中的领头项. 展开中还存在单位算符, 它的量纲

比(𝜑2)𝑅要低, 但由于(正如下标𝐶所表明的)我们排除了非连通图, 它从方程(20.2.2)中排除了. 正

如之前所提及的, 当𝑘 → ∞时, 对于𝑛 = 0(且𝑝𝜇 = 0)的Γ(𝑘), 它的图由所有内线均携带𝑘阶动量的

那部分积分区域主导, 而𝑈1(𝑘)是这一区域的贡献.

量纲更高的算符和更一般的理论将在本章的附录进行考察.

20.3 系数函数的重整化群方程

正如之前所提及的, 使得算符积展开如此有用的一个性质是: 系数函数的动量相关性完全由

重整化群方程控制. 这是因为它们源于Feynman图之和的极限值(例如20.2节的𝐼∞(𝑘)), 在这种情

况下所有相关的动量一起趋于无穷大, 这使得可以在令质量为零的同时却不引起奇点. 然而, 算符

积系数函数并不服从简单的标度率, 其原因是重整化效应: 系数函数要乘上标度相关的重整化常

数, 并依赖于标度相关的重整化耦合.

考察Green函数Γℓ,ℓ′(𝑘, 𝑘
′, 𝑝)的算符积展开, 其中, 入粒子线的集合记做ℓ, 它们的动量(合起来

记做𝑘, 和为𝑝)一起趋于无穷大, 剩余外线的集合记做ℓ′, 它们的动量(合起来记做𝑘′, 和为𝑝)保持不

变:

Γℓℓ′(𝑘, 𝑘
′, 𝑝) →

∑︁
𝒪
𝑈 ℓ𝒪(𝑘)𝐹𝒪,ℓ′(𝑘

′, 𝑝) . (20.3.1)

函数𝐹𝒪,ℓ′(𝑘
′, 𝑝)是重整化算符𝒪𝑅 =

∑︀
𝒪′ 𝑍𝒪,𝒪′𝒪′, 所以它在场乘积中对应线ℓ的系数𝑈 ℓ𝒪(𝑘)正比

于𝑍−1
𝒪,𝒪′以及𝑍ℓ′,ℓ, 即集合ℓ中所有场算符(或复合算符)的重整化因子的直接乘积. 因此,

𝜇
d

d𝜇
𝑈 ℓ𝒪 =

∑︁
ℓ′

𝛾ℓℓ′𝑈
ℓ′
𝒪 −

∑︁
𝒪′

𝑈 ℓ𝒪′𝛾𝒪′,𝒪 + 𝛽(𝑔)
𝜕

𝜕𝑔
𝑈 ℓ𝒪 , (20.3.2)

其中

𝜇
𝜕

𝜕𝜇
𝑍ℓℓ′ =

∑︁
ℓ′′

𝛾ℓℓ′′𝑍ℓ′′ℓ′ , 𝜇
𝜕

𝜕𝜇
𝑍𝒪𝒪′ =

∑︁
𝒪′′

𝛾𝒪𝒪′′𝑍𝒪′′𝒪′ , (20.3.3)

简单起见, 我们假定只有一个可重整耦合𝑔𝜇, 它由某个重整化点的某个Feynman振幅定义, 该重整

化点的动量为𝜇阶, 且有𝜇 d𝑔𝜇/d𝜇 = 𝛽(𝑔𝜇). 为了能够用量纲分析进行处理. 我们给所有算符乘上

相应的𝜇的幂函数, 使得所有算符是无量纲的. 这同时使得𝑍矩阵和𝛾矩阵的分量也是无量纲的, 并

使得它们的值在零耦合极限给定为

𝛾ℓℓ′ → 𝛿ℓℓ′𝑁(ℓ) , 𝛾𝒪𝒪′ → 𝛿𝒪𝒪′𝑁(𝒪) , (20.3.4)

其中𝑁(𝒪)是算符𝒪的量纲, 𝑁(ℓ)是场集合ℓ的总量纲(即𝑠 + 1的和, 其中对于标量场和无质量规

范场, 𝑠 = 0; 对于Dirac场, 𝑠 = 1/2; 等等.) 另外, 量纲分析告诉我们, 对于𝑛𝜇固定的𝑘𝜇 = 𝜅𝑛𝜇,
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除了定义Fourier变换的积分所产生的因子𝜅4−4𝑛(ℓ)外, 振幅只能通过比值𝜅/𝜇依赖于𝜅. 这样, 方

程(20.3.2)解的形式为

𝑈 ℓ𝒪(𝜅𝑛) = 𝜅4−4𝑛(ℓ)
∑︁
ℓ′.𝒪′

[︂
𝑀

{︂
exp

(︁∫︁ 𝜅 d𝜇

𝜇
𝛾(𝑔𝜇)

)︁}︂]︂
ℓ,ℓ′

U ℓ′
𝒪′(𝑔𝜅, 𝑛)

×
[︂
𝑀

{︂
exp

(︁∫︁ 𝜅 d𝜇

𝜇
𝛾(𝑔𝜇)

)︁}︂]︂−1

𝒪′,𝒪
, (20.3.5)

其中𝑀代表“𝜇-编序”乘积, 即, 对指数展开中的每一项进行重排使得因子按照𝜇减小的顺序从左向

右排列.

若𝑔𝜇在𝜇→ ∞时趋于不动点𝑔*,这会给出特别简单的结果.这时大𝜇对𝑀{exp(
∫︀ 𝜅

𝛾(𝑔𝜇)d𝜇/𝜇)}
的贡献是矩阵𝜅𝛾(𝑔*), 它会因为𝜇-编序出现在左边. 因此, 方程(20.3.5)变成

𝑈 ℓ𝒪(𝜅𝑛) = 𝜅4−4𝑛(ℓ)
∑︁
ℓ′,𝒪′

[︁
𝜅𝛾(𝑔*)

]︁
ℓ,ℓ′

Cℓ′,𝒪′

[︁
𝜅−𝛾(𝑔*)

]︁
𝒪′,𝒪

, (20.3.6)

其中, 取决于𝑔𝜅趋于𝑔*的速率, C要么是常数要么是ln𝜅的幂函数的和.

像量子色动力学这样的渐进自由理论是物理上特别感兴趣的特殊情况. 在这种理论中, 不动

点处在𝑔* = 0处, 并且, 根据方程(20.3.4), 在这一不动点附近, 𝛾矩阵趋于

𝛾(𝑔)ℓℓ′ → 𝑁(ℓ)𝛿ℓℓ′ + 𝑔2 𝑐ℓℓ′ , 𝛾(𝑔)𝒪𝒪′ → 𝑁(𝒪)𝛿𝒪𝒪′ + 𝑔2 𝑐𝒪𝒪′ . (20.3.7)

另外, 如果我们将耦合的重整化群方程写成如下的形式

𝜇
d

d𝜇
𝑔2𝜇 = − 𝑏

8π2
𝑔4𝜇 , (20.3.8)

那么 ∫︁ 𝜅 d𝜇

𝜇
𝑔2𝜇 → −8π2

𝑏
ln 𝑔2𝜅 +常数.

在方程(20.3.5)中使用该式就给出了渐进行为

𝑈 ℓ𝒪(𝜅𝑛) → 𝜅4−4𝑛(ℓ)+𝑁(ℓ)−𝑁(𝒪)
∑︁
ℓ′,𝒪′

[︃(︁
𝑔2𝜅

)︁−8π2𝑐/𝑏
]︃
ℓ,ℓ′

C ℓ′
𝒪′

[︃(︁
𝑔2𝜅

)︁8π2𝑐/𝑏]︃
𝒪′,𝒪

, (20.3.9)

其中C ℓ′
𝒪′是常数矩阵,它等于U ℓ′

𝒪′(0, 𝑛)乘上一些常数因子,这些常数因子来自于方程(20.3.5)中𝑔𝜇不

是很小的那部分积分, 这使得无法我们利用微扰论计算它们. 当𝜅 → ∞时, 耦合常数的行为

是𝑔2𝜅 → 8π2/𝑏 ln𝜅, 所以方程(20.3.9)也可以重写成

𝑈 ℓ𝒪(𝜅𝑛) → 𝜅4−4𝑛(ℓ)+𝑁(ℓ)−𝑁(𝒪)
∑︁
ℓ′,𝒪′

[︃(︁
ln𝜅
)︁8π2𝑐/𝑏]︃

ℓ,ℓ′

Bℓ′
𝒪′

[︃(︁
ln𝜅
)︁−8π2𝑐/𝑏

]︃
𝒪′,𝒪

, (20.3.10)

其中Bℓ′
𝒪′是另一常数矩阵.方程(20.3.9)和(20.3.10)成立的条件是𝑔2𝜅/8π

2 ≪ 1, 但是ln𝜅也不必大到

使得𝑐矩阵只有一个本征矢对渐进行为有贡献. 在20.6节, 方程(20.3.10)将被用来研究深度非弹散

射.
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20.4 系数函数的对称性

算符积展开有这样的性质, 即使底层理论的部分对称性或者全部对称性自发破缺了, 系数函

数也能将全部对称性呈现出来, 这使得算符积展开的用处被极大地拓广了.[4] 为了证明这点, 我们

考察重整化算符𝒪𝑖(𝑥)乘积的展开, 其中𝒪𝑖(𝑥)在守恒流为𝐽
𝜇(𝑥)的对称性下线性变换, 也就是说

[𝐽0(x, 𝑡),𝒪𝑖(y, 𝑡)] = −𝛿3(x− y)
∑︁
𝑗

𝑡𝑖𝑗𝒪𝑗(y, 𝑡) , (20.4.1)

其中𝑡𝑖𝑗是常数矩阵. 我们可以将算符积展开写成如下的陈述, 随着𝑥1, · · · , 𝑥𝑛共同趋于𝑥(即𝑥1 −
𝑥, · · · , 𝑥𝑛 − 𝑥均有固定的比值),

⟨𝛽|𝑇{𝒪𝑖1(𝑥1) · · · 𝒪𝑖𝑛(𝑥𝑛)}|𝛼⟩ →
∑︁
𝑖

𝑈 𝑖1···𝑖𝑛𝑖 (𝑥1 − 𝑥, · · · , 𝑥𝑛 − 𝑥)⟨𝛽|𝒪𝑖(𝑥)|𝛼⟩ . (20.4.2)

现在假定流为𝐽𝜇的对称性自发破缺了, 相应的Goldstone玻色子𝜋会满足

⟨VAC|𝐽𝜇(0)|𝜋⟩ = 𝐹 𝑝𝜇𝜋

(2π)3/2
√︀
2𝑝0𝜋

. (20.4.3)

那么, 正如我们在19.2节看到的, 若态中有额外的低能Goldstone玻色子, 那么算符积在这种态之间

的矩阵元是

⟨𝛽|𝑇{𝒪𝑖1(𝑥1) · · · 𝒪𝑖𝑛(𝑥𝑛)}|𝜋𝛼⟩ =
1

(2π)3/2
√︀
2𝑝0𝜋𝐹

×
∫︁

d4𝑥
𝜕

𝜕𝑥𝜇
⟨𝛽|𝑇{𝒪𝑖1(𝑥1) · · · 𝒪𝑖𝑛(𝑥𝑛) 𝐽

𝜇(𝑥)}|𝛼⟩ , (20.4.4)

方程(20.4.4)采取它现在的形式是因为只有Goldston极点项在积分中存留了下来. 使用方

程(20.4.1)以及流守恒, 这可以变成如下形式

⟨𝛽|𝑇{𝒪𝑖1(𝑥1) · · · 𝒪𝑖𝑛(𝑥𝑛)}|𝜋𝛼⟩ = − 1

(2π)3/2
√︀

2𝑝0𝜋𝐹

×
𝑛∑︁
𝑟=1

∑︁
𝑗𝑟

𝑡𝑖𝑟𝑗𝑟⟨𝛽|𝑇{𝒪𝑖1(𝑥1) · · · 𝒪𝑗𝑟(𝑥𝑟) · · · 𝒪𝑖𝑛(𝑥𝑛)}|𝛼⟩ , (20.4.5)

现在对这一公式的两边同时使用算符积展开. 在𝑥1, · · · , 𝑥𝑛共同趋于𝑥的极限下, 我们发现∑︁
𝑖

𝑈 𝑖1···𝑖𝑛𝑖 (𝑥1 − 𝑥, · · · , 𝑥𝑛 − 𝑥)⟨𝛽|𝒪𝑖(𝑥)|𝜋𝛼⟩ = − 1

(2π)3/2
√︀

2𝑝0𝜋𝐹

×
𝑛∑︁
𝑟=1

∑︁
𝑗𝑟

∑︁
𝑖

𝑡𝑖𝑟𝑗𝑟𝑈
𝑖1···𝑗𝑟···𝑖𝑛
𝑖 (𝑥1 − 𝑥, · · · , 𝑥𝑛 − 𝑥)⟨𝛽|𝒪𝑖(𝑥)|𝛼⟩ . (20.4.6)

但作为方程(20.4.5)的特殊情况, 我们有

⟨𝛽|𝒪𝑖(𝑥)|𝜋𝛼⟩ = − 1

(2π)3/2
√︀
2𝑝0𝜋𝐹

∑︁
𝑗

𝑡𝑖𝑗⟨𝛽|𝒪𝑗(𝑥)|𝛼⟩ . (20.4.7)



20.5 谱函数求和规则 · 193 ·

既然对于任意的⟨𝛽|和|𝛼⟩所有这些都是成立的, 方程(20.4.6)两边⟨𝛽|𝒪𝑗(𝑥)|𝛼⟩的系数必须相等, 所

以

0 = −
∑︁
𝑖

𝑡𝑖𝑗𝑈
𝑖1···𝑖𝑛
𝑖 (𝑥1 − 𝑥, · · · , 𝑥𝑛 − 𝑥) +

𝑛∑︁
𝑟=1

∑︁
𝑗𝑟

𝑡𝑖𝑟𝑗𝑟𝑈
𝑖1···𝑗𝑟···𝑖𝑛
𝑖 (𝑥1 − 𝑥, · · · , 𝑥𝑛 − 𝑥) (20.4.8)

这可以重述为如下的条件: 𝑈 𝑖1···𝑖𝑛𝑖 (𝑥1−𝑥, · · · , 𝑥𝑛−𝑥)在𝑡生成的对称变化下不变, 并且这一对称变

换在下指标上的作用逆步于它在上指标上的作用, 即要将𝑡替换成−𝑡T. 如果𝐽𝜇生成的对称性未破
缺, 这正是我们所期待的关系.

20.5 谱函数求和规则

谱函数求和规则是对各种流的谱函数的约束.[5] 在这里, 我们从一组流𝐽𝜇𝑎出发, 它们除了

是Lorentz4-矢外在其它方面上任意的, 在这之后, 我们考察更特殊的例子. 为了定义它们的谱函

数, 利用Lorentz不变性, 类比方程(19.2.19)和(19.2.20), 我们可以写出∑︁
𝑁

𝛿4(𝑝− 𝑝𝑁 )⟨VAC|𝐽𝜇𝛼(0)|𝑁⟩⟨VAC|𝐽𝜈𝛽 (0)|𝑁⟩* = (2π)−3𝜃(𝑝0)

×
[︁(︁
𝜂𝜇𝜈 − 𝑝𝜇𝑝𝜈/𝑝2

)︁
𝜌
(1)
𝛼𝛽(−𝑝2) + 𝑝𝜇𝑝𝜈𝜌

(0)
𝛼𝛽(−𝑝2)

]︁
. (20.5.1)

做Fourier变换并利用态|𝑁⟩的完备性, 这可以写成

⟨𝐽𝜇𝛼(𝑥)𝐽𝜈𝛽 (0)⟩VAC =

∫︁
d𝜇2

×
[︁
𝜂𝜇𝜈𝜌

(1)
𝛼𝛽(𝜇

2)−
(︁
𝜌
(0)
𝛼𝛽(𝜇

2) + 𝜌
(1)
𝛼𝛽(𝜇

2)/𝜇2
)︁
𝜕𝜇𝜕𝜈

]︁
Δ+(𝑥;𝜇

2) , (20.5.2)

其中Δ+(𝑥;𝜇
2)是方程(5.2.7)中定义的函数:

Δ+(𝑥;𝜇
2) =

1

(2π)3

∫︁
d4𝑝 𝜃(𝑝0) 𝛿(𝑝2 + 𝜇2)ei𝑝·𝑥 . (20.5.3)

假定这些流已经被选成是厄米算符, 那么从方程(20.5.1)可以立即得出𝜌
(1)
𝛼𝛽(𝜇

2)和𝜌
(0)
𝛼𝛽(𝜇

2)是正定厄

米矩阵. 另外, 取𝑥𝜇是类空的(这样Δ+(𝑥)就是偶函数), 并在方程(20.5.2)中使用平移不变形和因果

律, 由此我们可以看到𝜌
(1)
𝛼𝛽(𝜇

2)和𝜌
(0)
𝛼𝛽(𝜇

2)同时也是对称的.

现在, 在𝑥2 > 0的前提下让𝑥→ 0, 函数Δ+(𝑥;𝜇
2)趋于

Δ+(𝑥;𝜇
2) → 1

4π2𝑥2
+

𝜇2

8π2

[︃
ln

(︃
𝛾𝜇

√
𝑥2

2

)︃
− 1

2

]︃
+𝑂(𝑥2) . (20.5.4)

其中𝛾是Euler常数. 因此, 对于𝐽𝜇𝛼(𝑥)𝐽𝜈𝛽 (0)的展开, 这个展开的真空期望值中的前几项是

⟨𝐽𝜇𝛼(𝑥)𝐽𝜈𝛽 (0)⟩VAC → − 1

2π2

[︂
𝜂𝜇𝜈

(𝑥2)2
− 4𝑥𝜇𝑥𝜈

(𝑥2)3

]︂ ∫︁
d𝜇2

(︁
𝜌
(0)
𝛼𝛽(𝜇

2) + 𝜌
(1)
𝛼𝛽(𝜇

2)/𝜇2
)︁

− 𝜂𝜇𝜈

4π2𝑥2

∫︁
d𝜇2 𝜌

(0)
𝛼𝛽(𝜇

2)𝜇2 +
𝑥𝜇𝑥𝜈

2π2(𝑥2)2

∫︁
d𝜇2

(︁
𝜌
(0)
𝛼𝛽(𝜇

2)𝜇2 + 𝜌
(1)
𝛼𝛽(𝜇

2)
)︁

+𝑂(ln𝑥2) . (20.5.5)
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因此, 如果两点函数的某个线性组合
∑︀

𝛼𝛽 𝑐𝛼𝛽⟨𝐽
𝜇
𝛼(𝑥)𝐽𝜈𝛽 (0)⟩VAC在𝑥 → 0处的奇异性被证明弱

于1/𝑥4, 我们就有 ∑︁
𝛼𝛽

𝑐𝛼𝛽

∫︁
d𝜇2

(︁
𝜌
(0)
𝛼𝛽(𝜇

2) + 𝜌
(1)
𝛼𝛽(𝜇

2)/𝜇2
)︁
= 0 , (20.5.6)

如果它的奇异性同时还弱于1/𝑥2, 那么∑︁
𝛼𝛽

𝑐𝛼𝛽

∫︁
d𝜇2 𝜌

(1)
𝛼𝛽(𝜇

2) = 0 (20.5.7)

以及 ∑︁
𝛼𝛽

𝑐𝛼𝛽

∫︁
d𝜇2 𝜌

(0)
𝛼𝛽(𝜇

2)𝜇2 = 0 . (20.5.8)

方程(20.5.6), (20.5.7)和(20.5.8)已知分别是第一类, 第二类和第三类谱函数求和规则.

现在, 我们来看一下这在我们最感兴趣的情况中是如何运作的, 即𝐽𝜇𝛼(𝑥)是类似量子色动

力学的理论中的守恒流. 流守恒告诉我们, (20.5.1)与𝑝𝜇守恒后为零, 所以𝜌
(0)
𝛼𝛽(−𝑝2)必须正比

于𝛿(−𝑝2), 进而它对于任意的𝑐𝛼𝛽均满足第三类谱函数求和规则(20.5.8). 既然𝜌
(0)
𝛼𝛽(−𝑝2) ∝ 𝛿(−𝑝2),

对(20.5.1)中的态求和有贡献只有那些构成单个无质量零自旋粒子𝐵𝑎的态|𝐵𝑎⟩, 而这实际上就
是Goldstone玻色子. 对于这样的单粒子态, Lorentz不变性给出

⟨VAC|𝐽𝜇𝛼(0)|𝐵𝑎⟩ =
i𝐹𝛼𝑎 𝑝

𝜇
𝐵

(2π)3/2
√︁

2𝑝0𝐵

. (20.5.9)

利用关系𝛿(𝑝0 − |p|)/2𝑝0 = 𝜃(𝑝0)𝛿(−𝑝2), 我们看到

𝜌
(0)
𝛼𝛽(−𝑝2) = 𝛿(−𝑝2)

∑︁
𝑎

𝐹𝛼𝑎𝐹
*
𝛽𝑎 . (20.5.10)

与此相反, 𝜌
(1)
𝛼𝛽(−𝑝2)仅在−𝑝2 > 0时非零.

为了更确切一些, 考察可重整的渐进自由规范理论, 设该理论有𝑁个无质量(或近无质量)的

自旋1/2费米子, 且这些费米子属于规范群的同一表示. 量子色动力学符合这一描述, 如果我

们忽视𝑢夸克, 𝑑夸克和𝑑夸克的质量, 这就是𝑁 = 3的情况, 如果只有𝑢夸克和𝑑夸克被取成无质

量, 这就是𝑁 = 2的情况. 正如我们在第19章所看到的, 轻费米子的左手部分和右手部分别按照

表示(𝑁, 1)和(1, 𝑁)的变换构成了该理论的整体𝑆𝑈(𝑁) × 𝑆𝑈(𝑁)对称性,* 其中“N”和“1”分别指

代𝑆𝑈(𝑁)的定义表示和恒等表示. 左手𝑆𝑈(𝑁)对称性和右手𝑆𝑈对称性的流分别是

𝐽𝜇𝐿𝑎(𝑥) = −i𝜓(𝑥)𝛾𝜇(1 + 𝛾5)𝜆𝑎𝜓(𝑥) , 𝐽𝜇𝑅𝑎(𝑥) = −i𝜓(𝑥)𝛾𝜇(1− 𝛾5)𝜆𝑎𝜓(𝑥) , (20.5.11)

其中𝜆𝑎构成无迹厄米矩阵的一组完备基, 它们作用在用来区分这𝑁个夸克的“味”指标上, 方

程(19.7.2)给出的就是𝑁 = 3的情况. 这些流的量纲(按质量幂次计)是+3, 所以, 在两个流乘积的

展开(20.3.6)中, 对于量纲为𝑑(𝒪)的算符𝒪, 随着它们变量的间距𝑥趋于零, 算符𝒪的系数预期(在去

掉对数后)会有一个阶为𝑥−6+𝑑(𝒪)的奇点. 因此, 如果流乘积的某个线性组合的展开中包含单位算

*还存在矢量𝑈(1)对称性, 所谓矢量是指该对称变换以相同的方式作用在轻费米场的左手部分和右手部分. 这正是

轻夸克数守恒律的来源, 我们不会在这里考察它. 而拉格朗日量的轴向𝑈(1)对称性, 即以不同的方式作用在左手部分和

右手部分上的对称变换, 它被23.5节讨论的一个量子效应破缺了.
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符, 那么对应的谱函数线性组合会趋于𝑥−6, 因而一般既不会满足第一类谱函数求和规则也不会满

足第二类谱函数求和规则; 在这个展开的真空期望值中, 如果量纲最低的算符是有一个导数或者

没有导数的费米双线性型, 那么相应的谱函数线性组合会趋于𝑥−3或𝑥−2, 因此它们一般会满足第

一类谱函数求和规则但一般不会满足第二类谱函数求和规则; 在相同的真空期望值中, 如果量纲

最低的算符是有两个或多个导数的费米双线性型或是费米四线性型, 那么相应的谱函数线性组合

的奇异性会低于𝑥−2, 因而既满足第一类谱函数求和规则又满足第二类谱函数求和规则.

为了分辨出出现在流乘积展开中的是哪个算符, 我们需要对乘积中包含的𝑆𝑈(𝑁)×𝑆𝑈(𝑁)表

示进行分类, 并识别出这些算符是否有不为零的真空期望值, 我们必须要问这样的问题: 它

们中的哪一些是在𝑆𝑈(𝑁) × 𝑆𝑈(𝑁)的未破缺子群下不变的. 为了回答这些问题, 我们注意到,

在𝑆𝑈(𝑁) × 𝑆𝑈(𝑁)下, 流𝐽𝜇𝐿𝑎(𝑥)和𝐽
𝜇
𝑅𝑎(𝑥)分别按照该群的(𝐴, 1)表示和(1, 𝐴)表示进行变换, 其

中𝐴和1分别是𝑆𝑈(𝑁)的伴随表示和恒等表示.

另外,我们假定𝑆𝑈(𝑁)×𝑆𝑈(𝑁)中未自发破缺的子群是矢量𝑆𝑈(𝑁)𝑉子群,它的流是𝐽𝜇𝐿𝑎(𝑥)+

𝐽𝜇𝑅𝑎(𝑥), 这正是量子色动力学中的情况也是(正如我们在19.9节看到的)一大类其它理论中的情况.

我们同时假定宇称守恒没有自发破缺. 这些未破缺的对称性会给出

𝜌
(1)
𝐿𝑎,𝐿𝑏(𝜇

2) = 𝜌
(1)
𝑅𝑎,𝑅𝑏(𝜇

2) = 𝛿𝑎𝑏

[︁
𝜌
(1)
𝑉 (𝜇2) + 𝜌

(1)
𝐴 (𝜇2)

]︁
(20.5.12)

以及

𝜌
(1)
𝐿𝑎,𝑅𝑏(𝜇

2) = 𝜌
(1)
𝑅𝑎,𝐿𝑏(𝜇

2) = 𝛿𝑎𝑏

[︁
𝜌
(1)
𝑉 (𝜇2)− 𝜌

(1)
𝐴 (𝜇2)

]︁
, (20.5.13)

其中𝛿𝑎𝑏𝜌
(1)
𝑉 (𝜇2)和𝛿𝑎𝑏𝜌

(1)
𝐴 (𝜇2)是(20.5.2)定义的谱函数, 它们对应的流分别是

𝐽𝜇𝑉 𝑎 = −i𝜓𝛾𝜇𝜆𝑎𝜓 , 𝐽𝜇𝐴𝑎 = −i𝜓𝛾𝜇𝛾5𝜆𝑎𝜓 , (20.5.14)

其生成元分别为𝜆𝑎和𝜆𝑎𝛾5. 另外,

𝐹𝐿𝑎 𝑏 = −𝐹𝑅𝑎 𝑏 = 𝛿𝑎𝑏𝐹 , (20.5.15)

这里方程(20.5.9)变成

⟨VAC|𝐽𝜇𝐴𝛼(0)|𝐵𝑏⟩ =
i𝐹𝛿𝑎𝑏 𝑝

𝜇
𝐵

(2π)3/2
√︁
2𝑝0𝐵

(20.5.16)

这使得(20.5.10)变成

𝜌
(0)
𝐿𝑎,𝐿𝑏(𝜇

2) = 𝜌
(0)
𝑅𝑎,𝑅𝑏(𝜇

2) = −𝜌(0)𝐿𝑎,𝑅𝑏(𝜇2) = −𝜌(0)𝑅𝑎,𝐿𝑏(𝜇2) = 𝐹 2𝛿(𝜇2)𝛿𝑎𝑏 . (20.5.17)

分别对手征类的流乘积和非手征类的流乘积进行考察将是方便的.

手手手征征征类类类: 乘积𝐽𝜇𝐿𝑎(𝑥)𝐽
𝜈
𝐿𝑏(0)和𝐽

𝜇
𝑅𝑎(𝑥)𝐽

𝜈
𝑅𝑏(0)分别按照𝑆𝑈(𝑁) × 𝑆𝑈(𝑁)的(𝐴 × 𝐴, 1)表示和(1, 𝐴 ×

𝐴)表示进行变换, 其中𝐴和1分别是伴随表示和恒等表示. 对于任何群, 𝐴× 𝐴包含单位表示, 所以

这些乘积的展开中会有单位算符, 并且会有相同的正比于𝛿𝑎𝑏的系数. 因此, 仅算符积中的无迹部

分会满足谱函数求和规则. 然而, 正如我们所看到的, 这些谱函数没有无迹部分, 所以手征类的谱

函数不可能满足任何求和规则.

非非非手手手征征征类类类: 乘积𝐽𝜇𝐿𝑎(𝑥)𝐽
𝜈
𝑅𝑏(0)和𝐽

𝜇
𝑅𝑎(𝑥)𝐽

𝜈
𝐿𝑏(0)均按照𝑆𝑈(𝑁) × 𝑆𝑈(𝑁)的(𝐴,𝐴)表示进行变换. 单

位算符(以及𝐹𝛼𝜇𝜈𝐹
𝜇𝜈
𝛼 这样的算符)显然是𝑆𝑈(𝑁) × 𝑆𝑈(𝑁)单态, 因而它们无法出现在这些乘
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积的展开中. 而像𝜓𝜓这样的无导数的费米子双线性型, 它们按照𝑆𝑈(𝑁) × 𝑆𝑈(𝑁)的(�̄� ,𝑁)表

示和(𝑁, �̄�)表示进行变换, 所以它们无法出现在非手征类流乘积的展开中. 唯一的规范不变,

Lorentz不变并且只有一个导数的费米子双线性型将会包含规范协变的导数算符𝛾𝜇𝐷𝜇,并且这一算

符作用在𝜓上, 而场方程告诉我们它为零. 因此, 这些谱函数既满足第一类谱函数求和规则又满足

第二类谱函数求和规则, 而这些求和规则在这里变成∫︁
d𝜇2

[︁
𝜌
(1)
𝑉 (𝜇2)− 𝜌

(1)
𝐴 (𝜇2)

]︁
/𝜇2 = 𝐹 2 (20.5.18)

和 ∫︁
d𝜇2

[︁
𝜌
(1)
𝑉 (𝜇2)− 𝜌

(1)
𝐴 (𝜇2)

]︁
= 0 . (20.5.19)

在谱函数求和规则的原始工作中,[5] 假定了𝑆𝑈(2) × 𝑆𝑈(2)谱函数在某些𝜇值处有尖锐的峰,

对于𝜌1𝑉 (𝜇
2), 这个𝜇值设为𝑚𝜌 = 770MeV, 而对于𝜌1𝐴(𝜇

2), 这个𝜇值被取为某个未知质量𝑚𝐴. 即,

𝜌
(1)
𝑉 (𝜇2) ≃ 𝑔2𝜌𝛿(𝜇

2 −𝑚2
𝜌) , 𝜌

(1)
𝐴 (𝜇2) ≃ 𝑔2𝐴𝛿(𝜇

2 −𝑚2
𝐴) .

那么方程(20.5.18)和(20.5.19)就变成**

𝑔2𝜌
𝑚2
𝜌

− 𝑔2𝐴
𝑚2
𝐴

= 𝐹 2
𝜋

和

𝑔2𝜌 = 𝑔2𝐴 .

消掉未知的𝑔𝐴, 这给出公式

𝑔2𝜌 = 𝐹 2
𝜋

(︂
1

𝑚2
𝜌

− 1

𝑚2
𝐴

)︂−1

.

最初, 在1967年, 这一结果再加上公式[6]𝑔2𝜌 = 2𝐹 2
𝜋𝑚

2
𝜌(它的证明是不清楚的, 但是与𝜌→ 𝑒+ + 𝑒−衰

变速率的实验测量值非常一致)被用来导出如下的结果

𝑚𝐴 =
√
2𝑚𝜌

很多年以来, 质量
√
2𝑚𝜌附近可能的与轴矢量流耦合的𝑎1共振的位置依旧是不清楚的, 而为了与轴

矢量流耦合, 𝑎1要有正确的量子数(即, 𝑇 = 1且C(𝑎01) = +1的1+), 而在一个非常合理的估计下, 有

这些量子数的共振处在质量1230MeV = 1.6𝑚𝜌处. 现在更倾向于把比值𝑚𝐴/𝑚𝜌取为输入量, 要么

使用特定模型[7]所建议的值
√
2, 要么使用实验值1.6, 然后依此来预测𝑔𝜌.

自1967年起, 不仅是𝑔𝜌, 借用电磁流是量子色动力学中𝑆𝑈(3)流的线性组合这个性质, 也

对𝑆𝑈(3) × 𝑆𝑈(3)流的整个矢量谱函数𝜌
(1)
𝑉 (𝜇2)进行了计算, 计算的结果与“𝑒+ + 𝑒− → 𝛾 →强

子”截面的测量值在很大的能量范围内精确一致. 既然与轻子耦合的强子流与流(20.5.14)的带荷分

量相同, 那么原则上, 𝑆𝑈(3)× 𝑆𝑈(3)流的轴矢量谱函数𝜌
(1)
𝐴 (𝜇2)可以在“𝜈 + 𝑒 →强子”的过程中进

行测量. 然而, 虽然已经在实验上对反中微子-电子散射进行了研究, 但是这些反应速率太低阻碍

我们使用对撞束, 这使得电子靶实质上是静止的. 为了达到强子特征能量, 在质心系下是3GeV,

那么在实验室参考系下, 中微子的能量就得达到(3GeV)2/2𝑚𝑒 ≃ 10TeV. 很多年来, 即使存在过

**像方程(19.7.2)中那样, 取𝑆𝑈(2)生成元𝜆𝑎为Pauli矩阵, 我们有𝐹 = 𝐹𝜋 = 184MeV.
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这种能量的强中微子束, 但是我们从未获得过. 幸运的是, 在“𝜏 → 𝜈+强子”的过程中研究谱函数

变得可能, 但是强子能量被𝑚𝜏 = 1.7GeV严格限制了. 同样可能的是用有限手征拉格朗日量计

算𝜇2值比较小的谱函数, 以及用量子色动力学计算𝜇2值很大的𝜌
(1)
𝑉 − 𝜌

(1)
𝐴 , 这个时候这个差很小.

Donoghue和Golowich[8]在1993年仔细分析了所有输入量, 他们证明了谱函数积分的主导部分确实

是𝜌和𝑎1共振, 并且给出了与第一类谱函数求和规则和第二类谱函数求和规则相容的的结果.

20.6 深度非弹散射

考察如下的过程: 4-动量为𝑘的电子与4-动量为𝑝的核子𝑁相撞, 然后产生4-动量为𝑘′的电子以

及强子态𝐻, 这个强子态一般无法观测而我们要对其求和. 为了计算自旋平均的单举截面, 我们需

要知道如下的量

(𝑚𝑁/𝑝
0
𝑁 )𝑊

𝜇𝜈(𝑞, 𝑝) ≡ 1

2

∑︁
𝜎𝑁

∑︁
𝐻

𝛿4(𝑝𝐻 − 𝑝− 𝑞)⟨𝐻|𝐽𝜇(0)|𝑁⟩⟨𝐻|𝐽𝜈(0)|𝑁⟩* , (20.6.1)

其中𝐽𝜇是电磁流(这里除了因子𝑒)而𝑞 = 𝑘 − 𝑘′是从电子传到强子的动量. Lorentz不变性告诉我

们𝑊𝜇𝜈(𝑞, 𝑝)必须是𝑝𝜇𝑝𝜈 , 𝑝𝜇𝑞𝜈 , 𝑞𝜇𝑝𝜈 , 𝑞𝜇𝑞𝜈以及𝜂𝜇𝜈的线性组合, 而其系数只能依赖于𝑞和𝑝的两个独

立标量函数: 𝑞2和𝜈 ≡ −𝑞 · 𝑝/𝑚𝑁 . 流守恒则要求𝑞𝜇𝑊
𝜇𝜈 = 𝑞𝜈𝑊

𝜇𝜈 = 0, 所以𝑊必须采取如下形式*

𝑊𝜇𝜈(𝑞, 𝑝) = −
(︂
𝑞𝜇𝑞𝜈

𝑞2
− 𝜂𝜇𝜈

)︂
𝑊1(𝜈, 𝑞

2)

+
1

𝑚2
𝑁

(︂
𝑝𝜇 − 𝑝 · 𝑞

𝑞2
𝑞𝜇
)︂(︂

𝑝𝜈 − 𝑝 · 𝑞
𝑞2

𝑞𝜈
)︂
𝑊2(𝜈, 𝑞

2) . (20.6.2)

另外,方程(20.6.1)表明𝑊𝜇𝜈* =𝑊 𝜈𝜇,所以𝑊1和𝑊2是实的,再加上𝑊𝜇𝜈是正定矩阵,所以𝑊1和𝑊2都

是正的. 在核子静系中, 微分散射截面是

d2𝜎

dΩd𝜈
=

(︂
d𝜎

dΩ

)︂
MOTT

(︁
𝑊2 + 2𝑊1 tan

2(𝜃/2)
)︁
, (20.6.3)

其中dΩ = sin 𝜃 d𝜃 d𝜑是电子散射方向的立体角, 而(d𝜎/dΩ)MOTT是被一无自旋点粒子弹性散射的

微分截面 (︂
d𝜎

dΩ

)︂
MOTT

=
𝑒4

4𝐸2
𝑒

cos2(𝜃/2)

sin4(𝜃/2)
, (20.6.4)

其中𝐸𝑒 = −𝑘 · 𝑝/𝑚𝑁是入射电子在核子静系中的能量.

可以预期的是, 当−𝑝2𝐻 = −𝑞2 + 2𝑚𝑁𝜈 + 𝑚2
𝑁保持不变时, 若核子跃迁到的粒子或共振态

所拥有的质量恰好在−𝑝2𝐻附近, 那么由于微分截面正比于这个跃迁的形状因子, 它应该会随

着𝑞2 → ∞快速衰减. 让人有些意想不到的是, 在1966年斯坦福直线加速器中心开始运行的两年

后, 由Friedman, Kendall和Taylor[9]领头的SLAC-MIT合作组发现, 对于固定的𝜔 ≡ 2𝑚𝑁𝜈/𝑞
2 >

1, 𝜈𝑊2(𝑞
2, 𝜈)对于𝑞2粗略是一常数. (更确切一些, 对于质子, 当𝐸𝑒 = 10, 13.5, 16GeV而𝜃 =

6∘和10∘时, 𝑊2(𝑞
2, 𝜈)所拟合的曲线是𝜈𝑊2(𝑞

2, 𝜈) ≃ 0.35− 0.004𝜔. 由于tan2(10∘/2) = 7.6× 10−3,

所以这些实验对𝑊1不敏感.) 注意到在这一极限下, −𝑝2𝐻 → (𝜔 − 1)𝑞2 → ∞, 这就是为什么称这一

散射为深度非弹散射的原因.

*我们也可用这个形式理论计算其它轻子的深度非弹散射过程, 例如𝜈𝜇 + 𝑝 → 𝜇− +𝐻, 但是在这些过程中宇称是

不守恒的, 所以在𝑊𝜇𝜈(𝑝, 𝑞)中有一个正比于𝜖𝜇𝜈𝜌𝜎𝑝𝜌𝑞𝜎的额外项. 简单起见, 我们在这里只研究电子的深度非弹散射.
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与此同时, Bjorken[10]用流代数方法论证了𝑊2(𝑞
2, 𝜈)和𝑊1(𝑞

2, 𝜇)满足标度率: 当𝑞2和𝜈共同趋

于无穷时,

𝜈 𝑊2(𝜈, 𝑞
2) → 𝐹2(𝜔) , 𝑊1(𝜈, 𝑞

2) → 𝐹1(𝜔) , (20.6.5)

其中依旧有𝜔 ≡ 2𝑚𝑁𝜈/𝑞
2. 之后不久, Feynman就给出了一个更加直观的解释.[11] 他认为对于高

度相对论性核子上的深度非弹散射, 设核子动量为p, 那么核子的行为就像它是由各种“部分子”构

成一样,用𝑖来标记部分子的种类,设第𝑖种部分子的动量处在𝑥p与(𝑥+d𝑥)p之间的概率为F𝑖(𝑥)d𝑥.

那么, 对于每个𝑖 ∫︁
d𝑥F𝑖(𝑥) = 1 . (20.6.6)

核子总动量为p的条件给出额外的求和规则∫︁ 1

0

∑︁
𝑖

F𝑖(𝑥)𝑥 d𝑥 = 1 . (20.6.7)

对于电子(忽略𝑚𝑒)在4-动量为𝑥𝑝的部分子上的散射,我们有𝑥2𝑚2
𝑁 = −(𝑞+𝑥𝑝)2 = −𝑞2−2𝜈𝑚𝑁𝑥+

𝑥2𝑚2
𝑁 , 所以𝜈 = 𝑞2/2𝑚𝑁𝑥. 因此, 这一模型中的非弹截面是**

d2𝜎

dΩd𝜈
=

(︂
d𝜎

dΩ

)︂
MOTT

∑︁
𝑖

𝑄2
𝑖

∫︁ 1

0
d𝑥

(︂
1 +

𝑞2

2𝑚2
𝑁𝑥

2
tan2

(︁𝜃
2

)︁)︂
𝛿

(︂
𝜈 − 𝑞2

2𝑚𝑁𝑥

)︂
(20.6.8)

其中𝑄𝑖是第𝑖种部分子所带的电荷, 单位为𝑒. (这里的tan2(𝜃/2)项是为了符合“Dirac”部分子, 这样

的部分子拥有磁矩𝑒𝑄𝑖/2𝑚𝑁𝑥.) 与方程(20.6.3)比较, 这给出

𝑊2(𝜈, 𝑞
2) =

∑︁
𝑖

𝑄2
𝑖

∫︁ 1

0
d𝑥F𝑖(𝑥)𝛿

(︂
𝜈 − 𝑞2

2𝑚𝑁𝑥

)︂
=

1

𝜈𝜔

∑︁
𝑖

𝑄2
𝑖𝐹𝑖

(︂
1

𝜔

)︂
, (20.6.9)

𝑊1(𝜈, 𝑞
2) =

1

2

∑︁
𝑖

𝑄2
𝑖

∫︁ 1

0
d𝑥F𝑖(𝑥)

𝑞2

2𝑚2
𝑁𝑥

2
𝛿

(︂
𝜈 − 𝑞2

2𝑚𝑁𝑥

)︂
=

𝜔𝜈

2𝑚𝑁
𝑊2(𝜈, 𝑞

2) . (20.6.10)

这与Bjorken标度率(20.6.5)一致, 其中

𝐹2(𝜔) =
1

𝜔

∑︁
𝑖

𝑄2
𝑖F𝑖

(︂
1

𝜔

)︂
(20.6.11)

以及

𝐹1(𝜔) = (𝜔/2𝑚𝑁 )𝐹2(𝜔) . (20.6.12)

Callan和Gross最早导出了方程(20.6.12).[12] 这个结果与实验的误差率为10-15%.

**这也可以从公式(8.7.7)和(8.7.28)推导出来, 即在一般Lorentz参考系下, 在自旋为1/2, 动量为𝑝且质量为𝑚粒子上

的Campton散射. 由于这个原因要注意推导这个公式所用的规范, 初态和末态实极化矢量𝑒𝜇和𝑒
′
𝜇满足𝑒

2 = 𝑒′2 = 1,

𝑒 · 𝑝 = 𝑒′ · 𝑝 = 𝑒 · 𝑘 = 𝑒′ · 𝑘′ = 0, 极化矢量求和给出

∑︁
𝑒,𝑒′

(︀
𝑒 · 𝑒′

)︀2
= 2 +

𝑚4(𝑘 · 𝑘′)2

(𝑘 · 𝑝)2(𝑘′ · 𝑝)2 +
2𝑚2(𝑘 · 𝑘′)
(𝑘 · 𝑝)(𝑘′ · 𝑝) .
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若假定质子由两个𝑢夸克, 一个𝑑夸克以及任意多个中性部分子构成, 而中子由一个𝑢夸克, 两

个𝑑夸克以及任意多个中性部分子构成, 那么方程(20.6.11)和(20.6.6)就给出了𝑊2的求和规则∫︁ ∞

1
𝐹2(𝜔)

d𝜔

𝜔
=
∑︁
𝑖

𝑄2
𝑖 =

{︃
1 𝑝

2/3 𝑛
. (20.6.13)

这个积分在𝜔很大时会得到很大的贡献, 而这时𝐹2很难测量. 如果我们同时假定3个夸克均分了核

子的总动量(中性部分子不参与动量分配), 那么取代方程(20.6.7), 对于每个夸克, 我们会有更强的

关系
∫︀

F𝑖(𝑥)𝑥 d𝑥 = 1/3, 而这与方程(20.6.11)给出∫︁ ∞

1
𝐹2(𝜔)

d𝜔

𝜔2
= 1

3

∑︁
𝑖

𝑄2
𝑖 =

{︃
1/3 𝑝

2/9 𝑛
.

这个积分很容易测量, 而测量结果与求和规则完全不一致, 这表明中性部分子携带了大部分的核

子动量.

在前面的现象中, 没有一个依赖于特定的场论. 正是算符积展开最终提供了一种方式使得我

们可以将底层理论应用于深度非弹散射. 特别地, 算符积展开使得如下的事实变得显然: 我们需要

用渐进自由场论来解释标度假定(20.6.5)(并计算对标度的修正). 而这个渐进自由理论最终由量子

色动力学给出.

为了对深度非弹散射使用算符积展开, 首先对方程(20.6.1)做Fourier变换. 利用平移不变性和

强子态|𝐻⟩的完备性, 这给出

(𝑚𝑁/𝑝
0
𝑁 )𝑊

𝜇𝜈(𝑞, 𝑝) ≡ 1

2(2π)4

∑︁
𝜎𝑁

∫︁
d4𝑧 e−i𝑞·𝑧⟨𝑁 |𝐽𝜈(𝑧)𝐽𝜇(0)|𝑁⟩ . (20.6.14)

因此, 𝑊𝜇𝜈(𝑞, 𝑝)在𝑞 → ∞时的渐进行为与算符积在𝑧 → 0处的奇点相关.

对算符积展开中的系数函数进行Feynman图计算并不是指直接计算方程(20.6.14)中的矩阵元

展开式, 即𝑊𝜇𝜈中的矩阵元展开式, 而是计算两点Green函数的矩阵元

(𝑚𝑁/𝑝
0
𝑁 )𝑇

𝜇𝜈(𝑞, 𝑝) ≡ 1

2(2π)4

∑︁
𝜎𝑁

∫︁
d4𝑧 e−i𝑞·𝑧⟨𝑁 |𝑇{𝐽𝜈(𝑧), 𝐽𝜇(0)}|𝑁⟩ . (20.6.15)

我们可以用𝑇𝜇𝜈的结构函数表示上式, 结构函数的定义类似于方程(20.6.2):

𝑇𝜇𝜈(𝑞, 𝑝) = −
(︂
𝑞𝜇𝑞𝜈

𝑞2
− 𝜂𝜇𝜈

)︂
𝑇1(𝜈, 𝑞

2)

+
1

𝑚2
𝑁

(︂
𝑝𝜇 − 𝑝 · 𝑞

𝑞2
𝑞𝜇
)︂(︂

𝑝𝜈 − 𝑝 · 𝑞
𝑞2

𝑞𝜈
)︂
𝑇2(𝜈, 𝑞

2) . (20.6.16)

对于固定的𝑞2, 𝑇𝑟(𝜈, 𝑞
2)和𝑊𝑟(𝜈, 𝑞

2)(其中𝑟 = 1, 2)之间的关系由色散关系†给出[13]:

𝑇𝑟(𝜈, 𝑞
2) =

1

2
𝑊𝑟(−𝜈, 𝑞2) +

1

2
𝑊𝑟(𝜈, 𝑞

2)

+
1

2πi

∫︁ ∞

−∞
d𝜈 ′

𝑊𝑟(−𝜈 ′, 𝑞2)−𝑊𝑟(𝜈
′, 𝑞2)

𝜈 ′ − 𝜈
, (20.6.17)

†当𝑞2 = 0时, 可以像推导向前光子散射的色散关系(10.8.16)那样将这些精确地推导出来. 而对于固定的𝑞2 ̸= 0, 这

个推导要困难一些.
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其中被积函数中的分母要理解成主值函数. 除非𝜈 > 𝑞2/2𝑚𝑁 , 否则函数𝑊𝑟(𝜈, 𝑞
2)为零, 所以色散

关系可以写成

𝑇𝑟(𝜈, 𝑞
2) =

1

2
𝑊𝑟(−𝜈, 𝑞2) +

1

2
𝑊𝑟(𝜈, 𝑞

2)

− 1

2πi

∫︁ ∞

𝑞2/2𝑚𝑁

d𝜈 ′𝑊𝑟(𝜈
′, 𝑞2)

(︂
1

𝜈 ′ + 𝜈
+

1

𝜈 ′ − 𝜈

)︂
. (20.6.18)

对于那些对𝑇𝑟的算符积展开有贡献的算符, 我们可以根据它们所属的Lorentz群不可约表

示对其进行分类. 对于𝑝2 = −𝑚2
𝑁固定的单个4-矢𝑝𝜇, 它的唯一Lorentz协变函数正比于对称张

量𝑝𝜇1 · · · 𝑝𝜇𝑠 , 所以, 对自旋平均的核子期望值有贡献的算符只有对称无迹张量𝒪𝜇1···𝜇𝑠
𝑠𝑖 , 其中下

标𝑖用来区分拥有这一张量结构的不同算符. (我们同时还在部分子模型中用𝑖标记算符的部分子种

类, 这样做的原因会在下文中给出.) 这些算符拥有如下形式的矩阵元

1

2

∑︁
𝜎𝑁

⟨𝑁 |𝒪𝜇1···𝜇𝑠
𝑠𝑖 |𝑁⟩ = (𝑚𝑁/𝑝

0
𝑁 )
[︁
𝑝𝜇1 · · · 𝑝𝜇𝑠 −迹

]︁
⟨𝒪𝑠𝑖⟩ , (20.6.19)

其中⟨𝒪𝑠𝑖⟩是常系数. 这样的算符对𝑇𝜇𝜈的贡献正比于4-动量𝑝的𝑠因子,因此它对𝑇1(𝜈, 𝑞
2)和𝑇2(𝜈, 𝑞

2)

的贡献分别正比于𝜈𝑠和𝜈𝑠−2. (包含𝑝2的项会被因子𝑚2
𝑁/𝑞

2或𝑚2
𝑁/𝑝 · 𝑞压低, 所以我们扔掉

了这样的项.) 如果我们忽略对数修正, 那么在渐进自由理论中, 系数对𝑞2的依赖形式分别

是(𝑞2)(−4+6−𝑑(𝑠,𝑖)−𝑠)/2和(𝑞2)(−4+6−𝑑(𝑠,𝑖)−𝑠+2)/2, 其中𝑑(𝑠, 𝑖)是算符𝒪𝑠𝑖的量纲.†† 利用𝜈 ∝ 𝑞2𝜔, 我

们看到算符𝒪𝑠𝑖对结构函数贡献的渐进形式是

𝑇1,𝑠𝑖 ∝ 𝜈𝑠(𝑞2)(2−𝑑(𝑠,𝑖)−𝑠)/2 ∝ 𝜔𝑠(𝑞2)(2−𝜏(𝑠,𝑖))/2 (20.6.20)

和

𝜈 𝑇2,𝑠𝑖 ∝ 𝜈𝑠−1(𝑞2)(4−𝑑(𝑠,𝑖)−𝑠)/2 ∝ 𝜔𝑠−1(𝑞2)(2−𝜏(𝑠,𝑖))/2 , (20.6.21)

其中𝜏(𝑠, 𝑖)是算符𝒪𝑠𝑖的“扭度”(twist), 定义为[14]

𝜏(𝑠, 𝑖) ≡ 𝑑(𝑠, 𝑖)− 𝑠 . (20.6.22)

我们看到对于固定的𝜔, 当𝑞2 → ∞时, 扭度最小的算符贡献了𝑇1和𝜈𝑇2中的主导项. 另外, 方

程(20.6.18)表明𝑇𝑟(𝜈, 𝑞
2)中不存在𝜈的奇次项, 所以只有那些𝑠为偶数的算符才在这里有贡献.

在𝑠阶的对称无迹张量中, 量纲最小的是算符

(𝒪𝑠𝑓 )𝜇1···𝜇𝑠 ≡ (i𝑠−2/𝑠!)𝜓𝑓𝛾{𝜇1𝐷
↔
𝜇2 · · ·𝐷↔

𝜇𝑠}𝜓𝑓 (20.6.23)

和

(𝒪𝑠0)𝜇1···𝜇𝑠 ≡ (i𝑠−2/2𝑠!)𝐹𝛼𝜈{𝜇1𝐷
↔
𝜇3 · · ·𝐷↔

𝜇𝑠𝐹
𝜈
𝛼𝜇2} , (20.6.24)

其中𝑓代表夸克味; 𝐷𝜇是规范协变导数; 而花括号代表对括号内的时空指标进行置换求和再减掉

迹. (符号↔是指向右作用的导数减掉向左作用的导数再除以2. 我们取导数的差是因为它们的和

在4-动量相等的态之间的矩阵元为零.) 这些算符的量纲为3 + (𝑠 − 1) = 4 + (𝑠 − 2) = 2 + 𝑠, 所

以它们的扭度为𝜏 = 2. 因此在𝑞2 → ∞时会有无限多个算符有贡献, 这些算符对𝑇1和𝜈 𝑇2的贡献

††指数中的−4来自于方程(20.6.14)中对𝑧的积分, +6是两个电子流算符的量纲. −𝑠/2和−(𝑠 − 2)/2分别用来补

偿𝜈𝑠和𝜈𝑠−2中𝑞𝜇的幂函数.
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与𝜔相关但只与𝑞2对数相关. 因此, 渐进自由保证了Bjorken标度律, 所相差的只是一个对数修正.

只保留扭度为2的算符, 我们看到(正如我们的符号约定所预言的), 对于每个𝑠, 只有一个算符与每

个部分子种类相对应, 这里𝑖取遍夸克种类𝑓(夸克和反夸克合在一起)而𝑖 = 0对应胶子.

现在我们来考察对数修正. 在渐进自由的理论中, 系数函数的渐进行为由方程(20.3.9)控制.

正如我们在10.4节所讨论的, 当我们忽略电磁辐射修正后, 由于电磁流是守恒的, 它们不需要重整

化因子. 因此方程(20.3.9)中的矩阵𝑐ℓℓ′为零. 而矩阵𝑐𝒪,𝒪′也没有元素可以连接Lorentz变换类型不

同的算符, 这使得在我们所使用的符号约定中, 𝑐𝑠𝑖,𝑠′𝑖′ = 𝛿𝑠𝑠′𝑐𝑖𝑖′(𝑠). 因此, 方程(20.3.9)采取如下的

形式

𝑇1(𝜈, 𝑞
2) →

∑︁
𝑠𝑖𝑗

𝜔𝑠A𝑠𝑖

[︁(︀
𝑔2𝑞/𝑔

2
ℓ

)︀8π2𝑐(𝑠)/𝑏]︁
𝑖𝑗
⟨𝒪𝑠𝑗⟩ , (20.6.25)

𝜈 𝑇2(𝜈, 𝑞
2) →

∑︁
𝑠𝑖𝑗

𝜔𝑠−1B𝑠𝑖

[︁(︀
𝑔2𝑞/𝑔

2
ℓ

)︀8π2𝑐(𝑠)/𝑏]︁
𝑖𝑗
⟨𝒪𝑠𝑗⟩ , (20.6.26)

其中A和B是常数, 它们源于算符𝒪𝑠𝑖在两个流乘积的算符积展开中的系数函数, ℓ2是𝑞2的某个

特定值, 我们用它来定义系数函数, 𝑏是一圈重整化群方程(20.3.8)中对应强耦合常数𝑔𝑞的常数,

而⟨𝒪𝑠𝑖⟩是矩阵元(20.6.19)中的常系数.

在算符积展开中, 系数与问题中所研究的特定过程无关并且不受夸克陷俘的影响, 所以, 通过

考察一个虚拟的简单过程, 例如电子在𝑓味自由夸克上的散射, 我们就能计算出系数A𝑠𝑖和B𝑠𝑖. 重

整化算符𝒪𝑠𝑖的一种非常方便的定义方式是, 使得算符(20.6.23)和(20.6.24)的单夸克矩阵元由树级

近似给出:

⟨𝑓 ′, 𝜎′|𝒪𝑠𝑓 |𝑓 ′′, 𝜎′′⟩ =
(−1)𝑠i

𝑠!

(︁
�̄�′𝛾{𝜇1𝑢

)︁
𝑝𝜇2 · · · 𝑝𝜇𝑠}𝛿𝑓𝑓 ′𝛿𝑓𝑓 ′′ , (20.6.27)

⟨𝑓 ′, 𝜎′|𝒪𝑠0|𝑓 ′′, 𝜎′′⟩ = 0 . (20.6.28)

对方程(20.6.27)做𝜎′ = 𝜎′′的平均并与方程(20.6.19)比较, 这给出

⟨𝒪𝑠𝑓 ⟩𝑓 ′
𝑚𝑓

𝑝0
𝑝𝜇1𝑝𝜇2 · · · 𝑝𝜇𝑠 = 𝛿𝑓𝑓 ′

(−1)𝑠 i

2𝑠!
Tr

{︂(︂−i/𝑝+𝑚𝑓

2𝑝0

)︂
𝛾{𝜇1𝑝𝜇2 · · · 𝑝𝜇𝑠}

}︂
,

这使得(对于偶数的𝑠)

⟨𝒪𝑠𝑓 ⟩𝑓 ′ = 𝛿𝑓𝑓 ′/𝑚𝑓 (20.6.29)

以及

⟨𝒪𝑠0⟩𝑓 ′ = 0 . (20.6.30)

在算符𝒪𝑠𝑖的这一定义下, 当重整化动量标度ℓ2足够大, 使得我们可以使用树级计算算符积展开函

数时, 我们可以从电子-夸克散射的树级截面中推出这些函数. 回溯方程(20.6.9)和(20.6.10)的部分

子模型推导, 我们看到对于电子在𝑓味夸克上的散射, 在树级近似下, 𝑊𝑟给定为
‡

𝜈 𝑊2,𝑓 = (𝑚𝑁/𝑚𝑓 )𝑄
2
𝑓𝛿(𝜔 − 1) , (20.6.31)

𝑊1,𝑓 = 𝑄2
𝑓𝛿(𝜔 − 1)/2𝑚𝑓 . (20.6.32)

‡在方程(20.6.31)中插入因子(𝑚𝑁/𝑚𝑓 )是因为𝜈的定义是−𝑞 · 𝑝/𝑚𝑁而不是−𝑞 · 𝑝/𝑚𝑓 , 与此同时出现在方

程(20.6.2)中的是𝑊2/𝑚
2
𝑁而不是𝑊2/𝑚

2
𝑓 . 这样, 方程(20.6.32)就可以从方程(20.6.10)中推出. 𝜔也可以写与质量无

关的形式, 例如𝜔 = −2𝑞 · 𝑝/𝑞2.
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将这些结果代入色散关系(20.6.18), 对于𝜔 ̸= 1, 这给出

𝑇1,𝑓 =
𝑄2
𝑓

2πi𝑚𝑓

𝑚𝑁

𝑚𝑓

1

𝜔2 − 1
, (20.6.33)

𝜈 𝑇2,𝑓 =
2𝑄2

𝑓

2πi

𝜔2

𝜔2 − 1
, (20.6.34)

这些结果也可以通过计算电子-夸克散射的Feynman图直接获得. 利用方程(20.6.29)和(20.6.30),

在重整化点𝑞2 = ℓ2比较方程(20.6.33)和(20.6.34)与方程(20.6.25)和(20.6.26)中𝜔𝑠的系数, 我们发

现

A𝑠𝑖 =
i𝑄2

𝑖

2π
, B𝑠𝑖 =

i𝑚𝑁𝑄
2
𝑖

π
, (20.6.35)

其中胶子电荷𝑄0显然要取为零. 重申一次, 尽管我们是从电子-夸克散射中导出这些值的, 但

是A𝑠𝑖和B𝑠𝑖是两个电流乘积的算符积展开中的因子, 所以它们不依赖我们在计算该算符积期望值

时所取的态. 因此, 我们可以在方程(20.6.25)和(20.6.26)中使用方程(20.6.35), 由此发现

𝑇1(𝜈, 𝑞
2) → i

2π

∑︁
𝑠𝑖𝑗

𝜔𝑠𝑄2
𝑖

[︁(︀
𝑔2𝑞/𝑔

2
ℓ

)︀8π2𝑐(𝑠)/𝑏]︁
𝑖𝑗
⟨𝒪𝑠𝑗⟩ , (20.6.36)

𝜈 𝑇2(𝜈, 𝑞
2) → i𝑚𝑁

π

∑︁
𝑠𝑖𝑗

𝜔𝑠−1𝑄2
𝑖

[︁(︀
𝑔2𝑞/𝑔

2
ℓ

)︀8π2𝑐(𝑠)/𝑏]︁
𝑖𝑗
⟨𝒪𝑠𝑗⟩ . (20.6.37)

现在, 我们回到最终的结构函数𝑊𝑟(𝜈, 𝑞
2). 我们注意到, 𝑇𝑟(𝜈, 𝑞

2)中𝜔𝑠 = (2𝑚𝑁𝜈/𝑞
2)𝑠的系数

由方程(20.6.18)给出

−2

2πi

(︂
𝑞2

2𝑚𝑁

)︂𝑠 ∫︁ ∞

𝑞2/2𝑚𝑁

d𝜈 ′ 𝜈 ′−1−𝑠𝑊𝑟(𝜈
′, 𝑞2) =

i

π

∫︁ ∞

1
d𝜔 𝜔−1−𝑠𝑊𝑟

(︂
𝜔𝑞2

2𝑚𝑁
, 𝑞2
)︂

.

与方程(20.6.36)和(20.6.37)进行比较, 我们发现∫︁ ∞

1
d𝜔 𝜔−1−𝑠𝑊1

(︂
𝜔𝑞2

2𝑚𝑁
, 𝑞2
)︂

→ 1

2

∑︁
𝑖𝑗

𝑄2
𝑖

[︁(︀
𝑔2𝑞/𝑔

2
ℓ

)︀8π2𝑐(𝑠)/𝑏]︁
𝑖𝑗
⟨𝒪𝑠𝑗⟩ , (20.6.38)

∫︁ ∞

1
d𝜔 𝜔−𝑠𝜈 𝑊2

(︂
𝜔𝑞2

2𝑚𝑁
, 𝑞2
)︂

→ 𝑚𝑁

∑︁
𝑖𝑗

𝑄2
𝑖

[︁(︀
𝑔2𝑞/𝑔

2
ℓ

)︀8π2𝑐(𝑠)/𝑏]︁
𝑖𝑗
⟨𝒪𝑠𝑗⟩ . (20.6.39)

类似部分子模型, 满足这些方程的𝑊𝑟显然可以表示成方程(20.6.9)和(20.6.10)的形式

𝑊1

(︂
𝜔𝑞2

2𝑚𝑁
, 𝑞2
)︂

→
∑︁
𝑖

𝑄2
𝑖F𝑖(1/𝜔, 𝑞

2) , (20.6.40)

𝜈 𝑊2

(︂
𝜔𝑞2

2𝑚𝑁
, 𝑞2
)︂

→ 2𝑚𝑁

𝜔

∑︁
𝑖

𝑄2
𝑖F𝑖(1/𝜔, 𝑞

2) , (20.6.41)

其中的F𝑖是部分子分布函数, 现在定义它的动量方程是∫︁ 1

0
d𝑥𝑥𝑠−1F𝑖(𝑥, 𝑞

2) =
1

2

∑︁
𝑗

[︁(︀
𝑔2𝑞/𝑔

2
ℓ

)︀8π2𝑐(𝑠)/𝑏]︁
𝑖𝑗
⟨𝒪𝑠𝑗⟩ . (20.6.42)
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特别地, 我们看到渐进自由不仅给出了Bjorken标度率的修正版, 并且给出了𝑊1和𝑊2之间

的Callan-Gross关系(20.6.12).

Altarelli和Parisi[15]给出了动量方程(20.6.12)另一个非常优美的表述, 这个表述被广泛地应用

于深度非弹散射的研究中. 注意到, 加上重整化群方程(20.3.8), 方程(20.3.8)可以给出微分方程

𝑞2
d

d𝑞2

∫︁ 1

0
d𝑥𝑥𝑠−1F𝑖(𝑥, 𝑞

2) = −𝑔2𝑞
∑︁
𝑗

𝑐𝑖𝑗(𝑠)

∫︁ 1

0
d𝑥𝑥𝑠−1𝐹𝑗(𝑥, 𝑞

2) . (20.6.43)

加上重整化点ℓ2的初始条件 ∫︁ 1

0
d𝑥𝑥𝑠−1F𝑖(𝑥, ℓ

2) = 1
2⟨𝒪𝑠𝑖⟩ , (20.6.44)

这些方程有唯一解, 所以它们可以代替动量方程. 现在, 方程(20.6.43)的解满足F𝑖的微分方程:

𝑞2
d

d𝑞2
F𝑖(𝑥, 𝑞

2) =
𝑔2𝑞
4π2

∑︁
𝑗

∫︁ 1

𝑥

d𝑦

𝑦
𝑃𝑖𝑗

(︂
𝑥

𝑦

)︂
F𝑗(𝑦, 𝑞

2) , (20.6.45)

其中矩阵函数𝑃𝑖𝑗(𝑧)服从条件 ∫︁ 1

0
𝑧𝑠−1𝑃𝑖𝑗(𝑧) d𝑧 = −4π2𝑐𝑖𝑗(𝑠) . (20.6.46)

(因子4π2是习惯上的约定.)

Georgi和Politzer[16]以及Gross和Wilczek[17]在量子色动力学中计算出了矩阵𝑐𝑖𝑗(𝑠). 他们假定

有𝑁味质量非常小的夸克, 这些夸克质量小到可以视为无质量, 而剩下的夸克质量非常重使得它

们可以被积掉, 这使得除了重夸克对强耦合常数的效应外, 他们可以忽视掉重夸克的其它效应. 在

算符(20.6.23)和(20.6.24)所给出的基下, 它们的结果是

𝑐00(𝑠) =
1

2π2

{︃
𝐶1

[︃
1

12
− 1

𝑠(𝑠− 1)
− 1

(𝑠+ 1)(𝑠+ 2)
+

𝑠∑︁
𝑡=2

1

𝑡

]︃
+
𝑁

3
𝐶2

}︃
, (20.6.47)

𝑐𝑓0(𝑠) =
1

π2
𝐶2

[︂
1

𝑠+ 2
+

2

𝑠(𝑠+ 1)(𝑠+ 2)

]︂
, (20.6.48)

𝑐0𝑓 (𝑠) =
1

8π2
𝐶3

[︂
1

𝑠+ 1
+

2

𝑠(𝑠− 1)

]︂
, (20.6.49)

𝑐𝑓𝑓 ′(𝑠) =
1

8π2
𝐶3

[︃
1− 2

𝑠(𝑠+ 1)
+ 4

𝑠∑︁
𝑡=2

1

𝑡

]︃
𝛿𝑓𝑓 ′ , (20.6.50)

其中0和𝑓分别代表算符(20.6.24)和(20.6.23); 常数𝐶1和𝐶2由方程(17.5.33)和(17.5.34)定义(其中在

方程(17.5.34)的迹中只有一个夸克味); 𝑁是夸克味的数目; 𝐶3的定义(使用17.4节符号约定)是

𝑡𝛼𝑡𝛼 = 𝐶3 𝑔
2 1 . (20.6.51)

在现实情况中, 规范群是𝑆𝑈(3), 而夸克处在它的定义表示3中, 所以这些数是

𝐶1 = 3 , 𝐶2 =
1
2 , 𝐶3 =

4
3 . (20.6.52)
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以Altarelli-Parisi函数的形式, 这些非常复杂的结果会变得简单一些. 可以直接证明, 如果

𝑃𝑓𝑓 ′ = 𝛿𝑓𝑓 ′

[︂
4

3

(︂
1 + 𝑥2

(1− 𝑥)+

)︂
+ 2𝛿(1− 𝑥)

]︂
, (20.6.53)

𝑃𝑓0 = 𝑥2 − 𝑥+
1

2
, (20.6.54)

𝑃0𝑓 =
4

3

[︂
2

𝑥
− 2 + 𝑥

]︂
, (20.6.55)

𝑃00 = 6

[︂
1− 𝑥

𝑥
+ 𝑥(1− 𝑥) +

𝑥

(1− 𝑥)+
+

11

12
𝛿(1− 𝑥)

]︂
− 𝑁

3
𝛿(1− 𝑥) , (20.6.56)

方程(20.6.46)就是成立的, 要注意的是这些函数处在对𝑥的积分中, 积分上限是𝑥 = 1, 而1/(1 −
𝑥)+的定义是

𝑓(𝑥)

(1− 𝑥)+
≡ 𝑓(𝑥)− 𝑓(1)

1− 𝑥
. (20.6.57)

对于每个𝑠,矩阵𝑐(𝑠)显然有一个(𝑁−1)重简并的本征值,这个本征值等于𝛿𝑓𝑓 ′在方程(20.6.50)中

的系数:

𝑐(𝑠,伴随) =
1

8π2
𝐶3

[︃
1− 2

𝑠(𝑠+ 1)
+ 4

𝑠∑︁
𝑡=2

1

𝑡

]︃
, (20.6.58)

而本征算符由算符(20.6.23)的线性组合给出, 这些线性组合相互独立且系数𝑎𝑓满足
∑︀

𝑓 𝑎𝑓 = 0, 它

们属于𝑆𝑈(𝑁)群的伴随表示, 这里的𝑆𝑈(𝑁)群正是有𝑁个夸克味的量子色动力学的未破缺整体

对称群. 另外, 对于每个𝑠, 还有两个本征算符, 它们属于𝑆𝑈(𝑁)的单态表示, 由算符(20.6.24)和

对𝑓求和的算符(20.6.23)的线性组合给出. 通过对角化如下的2× 2矩阵

𝑐(𝑠)singlet =

[︃
𝑐00(𝑠) 𝑐0𝑓 (𝑠)𝑁

𝑐𝑓0(𝑠) 𝑐(𝑠,伴随)

]︃
, (20.6.59)

我们可以找到这些本征算符以及相应的本征值. 当𝑠 = 2时, 这个矩阵采取如下的形式

𝑐(2)singlet =

[︃
𝑁𝐶2/6π

2 𝑁𝐶3/6π
2

𝐶2/3π
2 𝐶3/3π

2

]︃
. (20.6.60)

它有一个零本征值, 相应地, 这时𝒪𝜇𝜈
20和

∑︀
𝑓 𝒪

𝜇𝜈
2𝑓的线性组合等于能动量张量, 而这个能动量张量

同𝐽𝜇一样是未重整化的. 矩阵(20.6.60)的其它本征值由它的迹给出, 即𝑁𝐶2/6π
2 + 𝐶3/3π

2. 现在,

若给定𝑠, 对于任意的𝑠′ < 𝑠, 𝑐𝑖𝑗(𝑠)的最小本征值至少要和𝑐𝑖𝑗(𝑠
′)的最小本征值一样大, 若非如此,

对于充分大的𝑞2, 积分(20.6.42)最终会随着𝑠的增长而增长, 这与该积分是𝑠的严格单调减函数这一

事实相矛盾. 由于最小本征值在𝑠 = 2时为零, 我们可以得出, 当𝑠 > 2时, 所有其它本征值都是正

的. 事实上, 由于𝑠 > 2时没有未重整化算符, 这些本征值是正定的. 因此, 仅在𝑔2𝑞 → 0的极限下,

严格的Bjorken标度率才是成立的, 这时只有能动量张量有贡献. 严格Bjorken标度律被破坏的预

言在实验上被证实了, 具体来讲, 是通过对深度非弹电子-核子散射以及𝜇子-核子散射的详细研究

而被证实的.

20.7 重整化子*

在量子场论早期, 理论家们就抱有如下的疑问: 物理矩阵元的微扰展开是否收敛, 如果不收

*本节或多或少的处在本书的发展主线之外, 可以在第一次阅读时跳过.
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敛, 我们又该如何处理? 在当代初期, Dyson[18]发现𝑛阶图的数目一般是按照𝑛!的速率增长的, 这

表明微扰展开的收敛半径为零.

对于这种𝑛阶项的增长率为𝑛!的级数, 我们有一种非常著名的技术来提升它的收敛性, 这种技

术被称作Borel变换[19], 这个方法要么使得级数收敛, 如果没有使得级数收敛, 至少可以改善级数

的行为, 使得在耦合常数的一个很大范围内, 我们可以将其用作渐进展开. 对于给定级数

𝐹 (𝑔) =
∑︁
𝑛

𝑓𝑛𝑔
𝑛 (20.7.1)

我们考察与之相关的级数

𝐵(𝑧) ≡
∑︁
𝑛

𝑓𝑛𝑧
𝑛/𝑛! . (20.7.2)

如果𝑓𝑛的增长速率没有𝑛!快, 那么𝐵(𝑧)一般会有一个有限大的收敛半径. 问题是, 我们能否从重求

和级数(20.7.2)中复现处原始级数(20.7.1)? 利用熟悉的公式∫︁ ∞

0
exp(−𝑧/𝑔)𝑧𝑛 d𝑧 = 𝑛! 𝑔𝑛+1

我们看到, 至少在形式上有

𝑔𝐹 (𝑔) =

∫︁ ∞

0
exp(−𝑧/𝑔)𝐵(𝑧) d𝑧 . (20.7.3)

无论𝐵(𝑧)的奇点处在复平面的何处, 它总会限制级数(20.7.2)的收敛半径, 但是只要这些奇点

不在正实轴上, 这就不是一个无法解决的问题. 为了用方程(20.7.3)计算𝐹 (𝑔), 我们仅需要当𝑧为小

于𝑔或𝑔阶的正实值时的𝐵(𝑧), 如果𝐵(𝑧)在复平面上的奇点与原点的距离远大于𝑔, 我们就可以通过

幂级数(20.7.1)直接获得这些𝐵(𝑧). 即使有若干极点𝑧1, 𝑧2, · · ·的模长小于𝑔或者为𝑔阶, 我们也可通

过(𝑧 − 𝑧1)(𝑧 − 𝑧2) · · ·𝐵(𝑧)的幂级数计算出𝑧为𝑔阶时的𝐵(𝑧), 但前提是我们要知道这些极点的位

置.

如果𝐵(𝑧)的奇点处在正实轴上, 这些奇点就会破坏方程(20.7.3), 与上面相比, 这种情况要糟

糕的多. 这时, 我们可以稍微对积分围道做些变形以避开奇点, 但这样就会有两种选择: 我们是让

围道从上方绕开奇点还是从下方绕开奇点?

这一节将会证明: Borel变换𝐵(𝑧)的一些奇点与场方程的解相关, 这些奇点被称为瞬子, 而另

一些奇点与算符积展开中的项相关, 这些奇点则被称为重整化子(renormalons). 在量子色动力学

中, 使用Borel变换对微扰展开进行求和的障碍正是重整化子.

Lipatov[20]在1976年证明了Borel变换𝐵(𝑧)的一些奇点与场方程经典解的存在性相关. 考察由

欧几里得路径积分定义的函数𝐹 (𝑔):

𝐹 (𝑔) ≡
∫︁
[d𝜑] exp(𝐼[𝜑, 𝑔]) . (20.7.4)

(第23章的附录A讨论了欧几里得路径积分的使用方法.) 幂级数(20.7.1)中的系数给定为

𝑓𝑛 =
1

2πi

∫︁
[d𝜑]

∮︁
d𝑔 𝑔−𝑛−1 exp(𝐼[𝜑, 𝑔])

=
1

2πi

∫︁
[d𝜑]

∮︁
d𝑔 exp

(︁
𝐼[𝜑, 𝑔]− (𝑛+ 1) ln 𝑔

)︁
, (20.7.5)
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其中
∮︀
是指复𝑔平面上围绕𝑔 = 0的逆时针围道积分. 当𝑛很大时, 可以合理地认为这个积分的主导

贡献由方程(20.7.5)最后一行对𝜑和𝑔的稳相点给出, 记这些点为𝜑𝑛和𝑔𝑛, 它们满足:

𝛿𝐼[𝜑, 𝑔𝑛]

𝛿𝜑(𝑥)

⃒⃒⃒⃒
𝜑=𝜑𝑛

= 0 , (20.7.6)

𝜕𝐼[𝜑, 𝑔𝑛]

𝜕𝑔

⃒⃒⃒⃒
𝑔=𝑔𝑛

=
𝑛+ 1

𝑔𝑛
. (20.7.7)

例如, 假定𝐼[𝜑, 𝑔]是无质量标量场的作用量

𝐼[𝜑, 𝑔] = −1

2

∫︁
𝜕𝑖𝜑𝜕𝑖𝜑 d

4𝑥− 𝑔

24

∫︁
𝜑4 d4𝑥 , (20.7.8)

其中求和取遍欧几里得坐标方向1,2,3,4. 那么, 场方程(20.7.6)是

�𝜑𝑛 = 1
6𝑔𝑛𝜑

3
𝑛 . (20.7.9)

稍后我们会看到𝑔𝑛是负的, 所以解有

𝜑𝑛(𝑥) = (−𝑔𝑛)−1/2𝜒(𝑥) (20.7.10)

其中𝜒(𝑥)与𝑔无关, 它是方程

�𝜒 = −1
6𝜒

3 . (20.7.11)

的解. 条件(20.7.7)告诉我们

− 1

24

∫︁
d4𝑥𝜑4𝑛 =

𝑛+ 1

𝑔𝑛

以重标度场(20.7.10)的形式, 这可以写成

𝑔𝑛 = − 1

24(𝑛+ 1)

∫︁
𝑑4𝑥 𝜒4 . (20.7.12)

在这一稳相点, 作用量(20.7.8)变成

𝐼[𝜑𝑛, 𝑔𝑛] = −1

2

∫︁
𝜕𝑖𝜑𝑛𝜕𝑖𝜑𝑛 d

4𝑥− 𝑔𝑛
24

∫︁
𝜑4𝑛 d

4𝑥 =
𝑔𝑛
24

∫︁
𝜑4𝑛 d

4𝑥

= −𝑛− 1 . (20.7.13)

那么, 当𝑛→ ∞时, 方程(20.7.5)在这一稳相点给出值**

𝑓𝑛 ≈ 𝑔−𝑛−1
𝑛 exp

(︁
𝐼[𝜑𝑛, 𝑔𝑛]

)︁
= (𝑛+ 1)𝑛+1

(︂
− e

24

∫︁
𝜒4 d4𝑥

)︂−𝑛−1

≈ 𝑛!

(︂
− 1

24

∫︁
𝜒4 d4𝑥

)︂−𝑛
. (20.7.14)

**这里的符号“≈”应该理解成“在相差常数因子和𝑛的幂函数意义下渐进相等”. 这些因子来自(𝑛+ 1)!的Stirling公式

中的因子
√
12π𝑛, (𝑛+ 1)!与𝑛!的比值, 以及对𝑔和𝜑(𝑥)在稳相点附近涨落的积分. 既然我们不打算计算最后一个积分所

给出的因子, 所以也就没有必要保留前两个因子.
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图 20.3 像𝑁 !那样增长的𝑁 -圈Feynman图的一个例子. 实线是费米子; 波浪线是规范玻色子.

因此, 𝐵(𝑧)中的领头奇点是𝑧 = 𝑧1处的极点, 其中

𝑧1 = − 1

24

∫︁
𝜒4 d4𝑥 . (20.7.15)

由于这个极点是负的, 所以它不会妨碍我们计算方程(20.7.3)中的积分. 为了计算出极点位

置(20.7.15), 我们注意到, 场方程(20.7.11)有解

𝜒 =
4
√
3𝑎

𝑟2 + 𝑎2
, (20.7.16)

其中𝑟 = (𝑥𝑖𝑥𝑖)
1/2, 而𝑎是任意的参量. 场方程的这个解是“瞬子解”的基本例子, 我们会在23.5节进

行讨论. (称它们为瞬子是因为, 它们并非集中在世界线附近而是集中在某个时空点附近——在这

个例子中就是原点.) 幸运的是, 极点位置并不依赖于𝑎:

𝑧1 = −96π2𝑎4
∫︁ ∞

0

𝑟2 d𝑟2

(𝑟2 + 𝑎2)4
= −16π2 . (20.7.17)

从这个式子中可以我们看到, 如果𝑔 ≪ 16π2, 我们就可以在方程(20.7.3)中使用𝐵(𝑧)的微扰展开.

如果𝑔/16π2的量级为1或者大于1, 我们仍然可以通过(𝑧 + 16π2)𝐵(𝑧)的微扰展开计算出𝐵(𝑧).

我们会在23.5节看到, 在量子色动力学这样的非阿贝尔规范理论中存在瞬子解, 它们同时会给

予𝐵(𝑧)相对无害的奇点, 这些奇点处在负实轴上. 而量子色动力学中真实问题中, 奇点属于另一

类, 这些奇点被称为重整化子.[21] 最初发现这些奇点是因为发现[22]如下的现象: 一个2𝑛阶图, 例如

图20.3中的图, 它所给出的贡献可能像𝑛!那样增长, 因此, 根据方程(20.7.2), 它会赋予𝐵(𝑧)额外的

奇点. 在这一特殊情况下, 这个奇点被称为红外重整化子, 之所以称其为红外重整化子, 是因为给

出这个奇点的那部分虚动量远小于用来定义量子色动力学跑动耦合𝑔𝜇的动量. 幸运的是, 有可能

通过算符积展开来确定这个红外重整化子, 这样就无需考察单个Feynman图.

我们来看一个简单但重要的例子, 在量子色动力学中, 考察插入两个4-矢流𝐽𝜇𝛼和𝐽𝜈𝛽的所有真

空图之和, 其中这两个流携带动量𝑞流入并流出整个图. (Π𝜇𝜈(𝑞)给出了电弱真空极化的强子贡献,

而它的虚部给出了𝑒+-𝑒−湮灭到强子以及电子-反中微子湮灭到强子的截面.) 正如我们在20.5节看

到的, 在它所得到的贡献中, 行为趋于𝑞2(𝑥−6的Fourier变换)的来自于算符1, 行为趋于𝑞−2的来自

于算符𝐹𝜇𝜈𝛼 𝐹𝛼𝜇𝜈 , 行为趋于𝑞
−4的来自于4费米子算符, 以此类推. (例如, 算符𝐹𝜇𝜈𝛼 𝐹𝛼𝜇𝜈的贡献来自
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于图20.3那样的图, 其中流经泡沫图链的动量远小于𝑞.) 量纲分析则告诉我们, 还要给那些与动量

相关的因子乘上正比于Λ0,Λ4,Λ6 · · ·的真空矩阵元. 但是, 如果我们用来计算Feynman图的跑动

耦合定义在标度𝜇, 而当标度𝜇≫ Λ时, 耦合常数会很小, 这时, 根据方程(18.7.7)

Λ2 = 𝜇2 exp

(︂
12π

(33− 2𝑛𝑓 )𝛼𝑠(𝜇)

)︂
, (20.7.18)

其中𝑛𝑓是质量远小于𝜈的夸克味数目. 而在算符积展开中, 量纲𝑑 > 0的算符所给出的贡献与耦合

常数的相关性是

Λ𝑑 ∝ exp

(︂
6π𝑑

(33− 2𝑛𝑓 )𝛼𝑠(𝜇)

)︂
. (20.7.19)

在量子色动力学中, 微扰论给出的是𝛼𝑠 ≡ 𝑔2/4π的幂级数而不是𝑔的幂级数, 所以我们应该将方

程(20.7.1)和(20.7.3)写成𝛼𝑠的形式:

𝐹 (𝛼𝑠) =
∑︁
𝑛

𝑓𝑛𝛼
𝑛
𝑠 , (20.7.20)

𝛼𝑠𝐹 (𝛼𝑠) =

∫︁ ∞

0
exp(−𝑧/𝛼𝑠)𝐵(𝑧) d𝑧 . (20.7.21)

在Π𝜇𝜈中出现了与耦合常数的相关性为(20.7.19)的项, 这表明𝐵(𝑧)必在如下的位置有奇点(不一定

是极点):

𝑧1 =
6π𝑑

(33− 2𝑛𝑓 )
. (20.7.22)

这些奇点处在正实轴上, 这使得积分(20.7.21)有歧义. 因此我们无法用Borel变换处理量子色动力

学中的低能效应.

虚动量很小的图妨碍了微扰论的使用, 但这显然不是什么新鲜事. 正如我们在20.2节看到的,

算符积展开的全部要点就在于将每条线都携带大动量的那部分Feynman图分离出来, 在渐进自由

的理论中, 这部分Feynman图可以通过微扰论进行计算, 而对于剩下的图, 流经Feynman图的动量

很小, 这部分图在渐进自由理论中无法通过微扰论计算.

附录 动量流: 一般情况

在这个附录中, 我们将在一般的可重整理论中考察振幅的渐进行为, 更确切一些, 是振幅

的两条或多条外线的动量变得很大时的渐进行为, 在考察范围内的算符由任意多个场因子和场

导数构成, 但它的量纲至多为𝑁 . 为了处理这样的问题, 我们还得引入比20.1节和20.2节更复杂

的符号约定. 我们用字母ℓ, ℓ′来标记进入或离开的特定种类外线𝑖的集合, 这些外线可能属于整

个Feynman图, 也可能只是部分Feynman图的外线. 字母𝑘, 𝑘′则用来标记该线4-动量𝑘𝑖的集合, 它

们要满足条件: 它们的和为某个固定的值𝑝. 振幅Γℓℓ′是入线为集合ℓ而出线为集合ℓ
′的所有图之和,

其中入线携带动量𝑘, 出线携带动量𝑘′, 并且集合ℓ的裸传播子也要计算进来, 但无需考虑集合ℓ′的

传播子.

援引12.1节的幂次计数定理[3], 我们可以证明, 若𝑘阶动量仅流经某个子图, 并假定该子图有外

线ℓ和ℓ′′, 那么这部分积分区域给Γℓℓ′的贡献是𝑘
𝑑(ℓ,ℓ′′)阶的, 其中, 𝑑(ℓ, ℓ′′)是这一子图的量纲(按照质

量或动量的幂次计数):

𝑑(ℓ, ℓ′′) = 4−
∑︁
𝑖∈ℓ,ℓ′′

(1 + 𝑠𝑖)−
∑︁
𝑖∈ℓ

(2− 2𝑠𝑖) . (20.A.1)
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(方程(20.A.1)中的最后一项来自于集合ℓ中的外线传播子.) 将方程(20.A.1)改写成如下的形式将

是方便的:

𝑑(ℓ, ℓ′) = 4− 4𝑛(ℓ)−𝑁(ℓ′) +𝑁(ℓ) , (20.A.2)

其中𝑛(ℓ)是集合ℓ中线的数目, 而𝑁(ℓ)是这些线所代表的场的总量纲:

𝑛(ℓ) ≡
∑︁
𝑖∈ℓ

1 , 𝑁(ℓ) ≡
∑︁
𝑖∈ℓ

(𝑠𝑖 + 1) . (20.A.3)

这里的𝑠𝑖是𝑖类线的自旋, 按照12.3节所用的方法进行计数: 𝑖类场的量纲是1 + 𝑠𝑖, 而这种场的裸传

播子会趋于𝑘−2+2𝑠𝑖 . (对于标量场和规范玻色子, 𝑠𝑖 = 0; 若是自旋1/2粒子, 则𝑠𝑖 = 1/2.)

将这些子图对应的渐进行为考虑在内后, 我们希望证明, 当𝑘 → ∞(所有分量一起趋于无穷,

即在任意方向上都趋于无穷), 而𝑘′和𝑝保持不变, 在微扰论的每一阶, Γℓℓ′(𝑘, 𝑘
′, 𝑝)的渐进行为有如

下的形式

Γℓℓ′(𝑘, 𝑘
′, 𝑝) →

(𝑁)∑︁
𝒪
𝑈 ℓ𝒪(𝑘)𝐹𝒪,ℓ′(𝑘

′, 𝑝) + 𝑜
(︁
𝑘4−4𝑛(ℓ)+𝑁(ℓ)−𝑁

)︁
, (20.A.4)

其中要求和的算符𝒪要满足量纲𝑁(𝒪) ≤ 𝑁 ; 函数𝑈 ℓ𝒪(𝑘)的阶为𝑘
4+𝑁(ℓ)−4𝑛(ℓ)−𝑁(𝒪); 而𝑜(𝑘𝐴)则代表

比𝑘𝐴更快趋于零(至少要快一个因子1/𝑘)的项.

为了分离出量纲≤ 𝑁的算符的贡献,我们定义“𝑁 -不可约”振幅𝐼𝑁ℓℓ′(𝑘, 𝑘
′, 𝑝),组成𝐼𝑁ℓℓ′(𝑘, 𝑘

′, 𝑝)的

图属于Γℓℓ′(𝑘, 𝑘
′, 𝑝), 但是对于𝐼𝑁中的图, 我们无法通过剪断任意一组𝑁(ℓ′′) ≤ 𝑁的内线ℓ′′使得集

合ℓ中的线与集合ℓ′中的线相分离. 反过来讲, 组成Γ− 𝐼𝑁的图就可以用这种方式分割, 它可以写成

Γℓℓ′(𝑘, 𝑘
′, 𝑝)− 𝐼𝑁ℓℓ′(𝑘, 𝑘

′, 𝑝) =

(𝑁)∑︁
ℓ′′

∫︁
d𝑘′′ 𝐼𝑁ℓℓ′′(𝑘, 𝑘

′′, 𝑝) Γℓ′′ℓ′(𝑘
′′, 𝑘′, 𝑝) , (20.A.5)

其中
∑︀(𝑁)

ℓ′′ 是指对𝑁(ℓ′′) ≤ 𝑁的粒子线集合进行求和, 而
∫︀
d𝑘′′是对集合ℓ′′中的4-动量分量积分, 但

这些动量还要服从和为𝑝的约束.

核𝐼𝑁ℓℓ′′(𝑘, 𝑘
′′, 𝑝)的渐进行为远比Γℓℓ′′(𝑘, 𝑘

′′, 𝑝)的渐进行为简单得多. 当𝑘′′和𝑝保持不变而𝑘 →
∞时, 主导核的渐进行为是每条内线均携带𝑘阶动量的那部分积分区域, 它给出的渐进行为

是𝑘𝑑(ℓ,ℓ
′′), 这是因为, 如果只有一个子区域携带这样大的动量, 那么这个子区域必须通过线

族ℓ′′′与图的其余部分桥接, 而ℓ′′′显然有𝑁(ℓ′′′) > 𝑁 ≥ 𝑁(ℓ′′), 在𝑘 → ∞时, 它至少要小一个因

子𝑘𝑁(ℓ′′)−𝑁−1. 因此, 𝐼𝑁ℓℓ′′对𝑘
′′或𝑝的任意分量的微分会使得它的渐进行为降低至𝑘𝑑(ℓ,ℓ

′′)−1. 但是,

仅当𝑑 ≤ 𝑁 −𝑁(ℓ′′) + 1时, 微分𝑑次才会将渐进行为降低至𝑘𝑑(ℓ,ℓ
′′), 对于更高阶的导数, 由于导数

全部作用携带𝑘′′阶或𝑝阶动量的线上, 上面所说的通过总量纲大于𝑁的线族ℓ′′′连接的图会给出更

大的贡献. 因此, 为了将带有场导数的算符给出的贡献也计算在内, 我们可以将𝐼𝑁的行为写成

𝐼𝑁ℓℓ′′(𝑘, 𝑘
′′, 𝑝) =

∑︁
𝜈:𝑑𝜈+𝑁(ℓ′′)≤𝑁

𝐼𝑁ℓℓ′′𝜈(𝑘)𝑃ℓ′′𝜈(𝑘
′′, 𝑝) + 𝑜

(︁
𝑘𝑑(ℓ,ℓ

′′)−𝑁+𝑁(ℓ′′)
)︁

, (20.A.6)

其中𝑃ℓ′′𝜈(𝑘
′′, 𝑝)是阶为𝑑𝜈的齐次多项式的完备集, 它的变量是𝑛(ℓ′′)个动量𝑘′′和𝑝, 而𝐼𝑁ℓℓ′′𝜈(𝑘)仅

是𝑘的函数, 它在𝑘 → ∞时阶为𝑘𝑑(ℓ,ℓ′′−𝑑).
我们现在还不能在方程(20.A.5)中使用方程(20.A.6), 这是因为𝑘′′为𝑘阶的这部分积分区域

对𝑘′′的积分有一个很重要的贡献. 为了处理这个困难, 我们使用数学归纳法: 假定直到微扰论的某
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个给定阶, 方程(20.A.4)都是成立的, 然后在方程(20.A.5)的右边使用它, 由此我们就可以得到Γ到

微扰论下一阶的渐进行为. 我们将方程(20.A.5)改写成如下形式

Γℓℓ′(𝑘, 𝑘
′, 𝑝) = 𝐼𝑁ℓℓ′(𝑘, 𝑘

′, 𝑝)

+

(𝑁)∑︁
ℓ′′

∫︁
d𝑘′′ 𝐼𝑁ℓℓ′′(𝑘, 𝑘

′′, 𝑝)

⎡⎣Γℓ′′ℓ′(𝑘′′, 𝑘′, 𝑝)− (𝑁)∑︁
𝒪
𝑈 ℓ

′′
𝒪 (𝑘′′)𝐹𝒪,ℓ′(𝑘

′, 𝑝)

⎤⎦
+

(𝑁)∑︁
𝒪
𝐹𝒪,ℓ′(𝑘

′, 𝑝)
∑︁

ℓ′′:𝑁(ℓ′′)≤𝑁

∫︁
d𝑘′′ 𝐼𝑁ℓℓ′′(𝑘, 𝑘

′′, 𝑝)𝑈 ℓ
′′

𝒪 (𝑘′′) . (20.A.7)

根据方程(20.A.4), 当𝑘′′ → ∞时, 方程(20.A.7)右边第二项中的方括号项会比(𝑘′′)4−4𝑛(ℓ′′)+𝑁(ℓ′′)−𝑁

为零, 所以, 在乘上阶为𝜈 ≤ 𝑁 −𝑁(ℓ′′)的多项式𝑃ℓ′′𝜈(𝑘
′′)后, 这个因子会比(𝑘′′)4−4𝑛(ℓ′′)更快地趋于

零, 因此对𝑘′′的4(𝑛(ℓ′′) − 1)个独立分量进行积分会给出有限值.* 如此一来, 我们就可以在这一项

中使用方程(20.A.6), 得到

Γℓℓ′(𝑘, 𝑘
′, 𝑝) →

∑︁
𝜈:𝑑𝜈+𝑁(ℓ′)≤𝑁

𝐼𝑁ℓℓ′𝜈(𝑘)𝑃ℓ′𝜈(𝑘
′, 𝑝)

+

(𝑁)∑︁
ℓ′′

∑︁
𝜈:𝑑𝜈+𝑁(ℓ′′)≤𝑁

𝐼𝑁ℓℓ′′𝜈(𝑘)

∫︁
d𝑘′′ 𝑃ℓ′′𝜈(𝑘

′′, 𝑝)

×

⎡⎣Γℓ′′ℓ′(𝑘′′, 𝑘′, 𝑝)− (𝑁)∑︁
𝒪
𝑈 ℓ

′′
𝒪 (𝑘′′)𝐹𝒪,ℓ′(𝑘

′, 𝑝)

⎤⎦
+

(𝑁)∑︁
𝒪
𝐹𝒪,ℓ′(𝑘

′, 𝑝)

(𝑁)∑︁
ℓ′′

∫︁
d𝑘′′ 𝐼𝑁ℓℓ′′(𝑘, 𝑘

′′, 𝑝)𝑈 ℓ
′′

𝒪 (𝑘′′) , (20.A.8)

修正项要比写出来的项小一个1/𝑘因子. (当然, 仅当𝑁(ℓ′) ≤ 𝑁时, 方程(20.A.8)右边的第一项才会

出现.)

现在, 对于满足𝑑𝜈 +𝑁(ℓ) ≤ 𝑁的每个ℓ值和𝜈值, 存在算符𝒪, 它有ℓ中的线所对应的场因子构

成并有𝑑𝜈个导数, 这使得在微扰论的零阶, 若算符𝒪携带入动量𝑝, 而外线ℓ携带动量𝑘, 那么顶角函
数就是多项式𝑃ℓ𝜈(𝑘, 𝑝). 这样, 对于重整化算符𝒪𝑅 =

∑︀
𝒪′ 𝑍𝒪,𝒪′𝒪′, 完整的顶角函数是

𝐹𝒪,ℓ(𝑘, 𝑝) =
∑︁
𝒪′

𝑍𝒪,𝒪′

{︂
𝛿ℓ𝒪′ ,ℓ𝑃ℓ𝜈𝒪′ (𝑘, 𝑝) +

∫︁
d𝑘′ 𝑃ℓ𝒪′𝜈𝒪′ (𝑘

′, 𝑝)Γℓ𝒪′ℓ(𝑘
′, 𝑘, 𝑝)

}︂
, (20.A.9)

其中ℓ𝒪和𝜈𝒪分别标记算符𝒪中的场类型以及时空导数. 由此我们可以看到, 如果

𝑈 ℓ𝒪(𝑘) =

(𝑁)∑︁
𝒪′

𝐼𝑁ℓ𝒪′(𝑘)

[︂
𝑍−1
𝒪′,𝒪 −

∫︁
d𝑘′′ 𝑈

ℓ𝒪′
𝒪 (𝑘′′)𝑃𝒪′(𝑘′′)

]︂

+

(𝑁)∑︁
ℓ′′

∫︁
d𝑘′′ 𝐼𝑁ℓℓ′′(𝑘, 𝑘

′′)𝑈 ℓ𝒪′′(𝑘′′) , (20.A.10)

*对于方程(20.A.7)右边第二项中的积分, 幂次计数告诉我们, 在所有𝑘′′一起趋于无穷的积分区域内, 这个积分是收

敛的, 尽管如此, 却遗漏了这样的可能性: 当𝑛(ℓ′′) ≥ 3时, 子积分可能发散. 由于这个原因, 除了20.2节所讨论的特殊情

况外, 这个附录中所给出的讨论并不能作为算符积展开的一个证明, 在20.2节, 我们考察的是只有两个外线动量趋于无

穷的特殊情况, 并且我们在幂级数中寻找的项对应的是场的二次型构成的算符.
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那么方程(20.A.4)就是满足的, 在方程(20.A.10)中我们使用了简写

𝐼ℓ𝒪(𝑘) ≡ 𝐼ℓ ℓ𝒪 𝜈𝒪(𝑘) , 𝑃𝒪(𝑘) ≡ 𝑃ℓ𝒪 𝜈𝒪(𝑘) . (20.A.11)

(我们忽略掉了Γℓ𝒪′′ℓ′对𝑝的依赖性, 原因与20.2节中的理由相同: 无论𝑘′′的量级是否与𝑘相同,

𝑝与𝑘相比总是可以被忽略的.) 我们定义重整化常数𝑍𝒪′,𝒪, 使得在重整化点𝑘(𝜇), 𝑝(𝜇)处, 函

数𝐹𝒪,ℓ(𝑘(𝜇), 𝑝(𝜇))的值与没有相互作用时的值相同, 即为𝛿ℓℓ𝒪𝑃𝒪(𝑘(𝜇), 𝑝(𝜇)):

𝛿ℓℓ𝒪𝑃𝒪(𝑘(𝜇), 𝑝(𝜇)) = 𝐹𝒪,ℓ(𝑘(𝜇), 𝑝(𝜇)) =
∑︁
𝒪′

𝑍𝒪,𝒪′

×
{︂
𝛿ℓ𝒪′ ,ℓ𝑃ℓ𝜈𝒪′ (𝑘(𝜇), 𝑝(𝜇)) +

∫︁
d𝑘′ 𝑃ℓ𝒪′𝜈𝒪′ (𝑘

′, 𝑝(𝜇))Γℓ𝒪′ℓ(𝑘
′, 𝑘(𝜇), 𝑝(𝜇))

}︂
. (20.A.12)

当Γ = 0时, 它有唯一解𝑍 = 1(唯一性是因为, 对于给定的线族,我们假定这个多项式是线性独立

的), 所以, 通过延拓, 对于某个有限范围内的耦合常数, 方程(20.A.12)会有唯一解. 这样一来, 对于

一般算符积展开(20.A.4)中的系数函数𝑈 ℓ𝒪(𝑘), 方程(20.A.10)给出了一个递归定义.

习题

1. 考察费米场𝜓与标量场𝜑有相互作用的理论, 相互作用的形式为𝜓𝜓以及𝜑4. 针对𝜓(𝑥)𝜓(0)的算

符积展开, 列举出系数函数(通过微扰论判断)奇异且在𝑥 → 0时不为零的算符. 并描述你如何将这

些系数函数计算至一圈阶.

2. 考察有𝑁个无质量夸克的量子色动力学, 并将标量夸克双线性型和赝标量夸克双线性的谱函数

定义成 ∑︁
𝑁

⟨VAC|𝜓(0)𝜆𝛼𝜓(0)|VAC⟩⟨VAC|𝜓(0)𝜆𝛽𝜓(0)|VAC⟩*

= (2π)−3𝜃(𝑝0)𝜌𝑆𝛼𝛽(−𝑝2) ,∑︁
𝑁

⟨VAC|𝜓(0)𝛾5𝜆𝛼𝜓(0)|VAC⟩⟨VAC|𝜓(0)𝛾5𝜆𝛽𝜓(0)|VAC⟩*

= (2π)−3𝜃(𝑝0)𝜌𝑃𝛼𝛽(−𝑝2) ,

其中𝜆𝛼是无迹𝑁 ×𝑁厄米矩阵的完备集, 它的归一化满足Tr(𝜆𝛼𝜆𝛽) = 2𝛿𝛼𝛽. 𝜌
𝑆
𝛼𝛽(𝜇

2)和𝜌𝐴𝛼𝛽(𝜇
2)的

线性组合所满足的谱函数求和规则是什么?

3. 从Compton散射公式(8.7.7)和(8.7.38)中推导出部分子模型中的(20.6.8).

4. 列举出量子色动力学中所有扭度为4的规范不变且无迹的对称张量.

5. 在相互作用为−𝑔𝜑4/24(其中𝑔 > 0)的无质量标量场论中, 你预期函数(20.7.3)的重整化子奇点

会落在复平面的何处?
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第 21 章 自发破缺的规范对称性

破缺的对称性会给出自旋为零的无质量粒子, 当这个定理在1961年第一次被发现时,[1] 它

看上去反而阻碍了寻找自然中的破缺对称性. 在此之后没有几年, 数位学者就注意到了这个定

理的一个例外, 而我们在19.2节也略微提到过: 如果破缺的对称性是定域对称性而非整体对称

性, 那么Goldstone玻色子就不会出现.[2] 取代Goldstone玻色子, 破缺定域对称性所对应的自由

度会作为矢量粒子的零螺度态呈现出来, 而矢量粒子也借此获得了质量. 这一现象现在一般被

称作Higgs机制, 但在这个机制刚提出的时候, 没有一个真实理论用到它, 这大概是因为, 在20世

纪60年代中期, 𝜋介子是近似对称性自发破缺的Goldstone玻色子变得非常明晰, 因而也就不在“如

何避免Goldstone玻色子”这个方向上付诸努力. 然而, 在这之后不久, 就如何理解基本粒子的弱相

互作用和电磁相互作用, 定域对称性自发破缺提供了自然的框架.

21.1 幺正规范

我们在第19章看到, 若一个理论的整体对称群𝐺破缺到子群𝐻, 对应每个独立的破缺对称性,

就会有一个无质量的“Goldstone”玻色子, 换句话说, 对于𝐺的每个独立的破缺对称性生成元𝑡𝛼, 无

自旋实场𝜑𝑛(𝑥)的质量矩阵𝑀
2
𝑛𝑚就会有一个本征值为零的本征矢

∑︀
𝑚(𝑡𝛼)𝑛𝑚𝑣𝑚. (在我们这里所考

察的情况中, Goldstone玻色子被包含在无自旋基本粒子中, 这些无自旋基本粒子由拉格朗日量中

的标量场或赝标量场𝜑𝑛表示; 我们会在21.4节处理更一般的情况.) 我们还可以看到, 通过对场施

加一个𝐺变换𝛾−1(𝑥)

𝜑𝑛(𝑥) =
∑︁
𝑚

𝛾−1
𝑛𝑚(𝑥)𝜑𝑚(𝑥) , (21.1.1)

我们可以转离这些Goldstone模式, 使得新场与Goldstone方向正交*

0 =
∑︁
𝑛𝑚

𝜑𝑛(𝑥)(𝑡𝛼)𝑛𝑚𝑣𝑚 , (21.1.2)

其中𝑣𝑛是真空期望值, 𝑣𝑛 ≡ ⟨𝜑𝑛(0)⟩VAC. 在对场做旋转使得它们满足方程(21.1.2)后, Goldstone玻

色子作为Γ(𝑥)中的时空相关参量重新浮现出来. 这个处理的要点在于, 既然拉格朗日量在𝛾(𝑥)为

常数矩阵的变换(21.1.1)下不变, 那么除非有导数作用𝛾(𝑥)上, 对𝛾(𝑥)的其它依赖关系都可以被扔

掉.

另一方面, 如果拉格朗日量不仅在常数𝐺变换下不变, 并且对于依赖时空位置的𝐺变换也是不

变的, 那么变换(21.1.1)就是该理论的一个真实对称性, 并且拉格朗日量对𝛾(𝑥)的所有依赖关系都

可以扔掉. 这是一种规范选择, 确定这个规范是通过给𝜑(𝑥)附加条件而非给规范场本身附加条件.

(例如, 在带电标量场𝜑 ≡ 𝜑1 + i𝜑2的电动力学中, 我们可以通过附加条件𝜕𝜇𝐴
𝜇 = 0或∇ ·A = 0来

*在这里, 我们在对称代数的可约实表示或不可约实表示下进行处理, 对于这样的表示, 矩阵i𝑡𝛼是实的. 我们会在后

面描述如何转换到复表示.

215
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选择Lorentz规范或Coulomb规范, 但是, 我们同样可以通过给𝜑附加条件来选择规范, 例如我们可

以通过令𝜑是实场来选择规范, 换句话说, 我们可以通过将2-矢量{Re𝜑, Im𝜑}旋转至1-方向来选择

规范.) 在方程(21.1.2)所定义的规范下, 该理论显然没有像类时规范玻色子这样几率为负的自由

度, 所以这个规范通常被称为幺正规范[3a]. 更一般地讲, 幺正规范会清楚地告诉我们该理论所包

含的物理粒子是什么.

方程(21.1.2)表明在幺正规范下不存在Goldstone玻色场. 既然这个理论是规范不变的, 这意

味着, 无论我们选择的规范是什么, 物理的Goldstone玻色子总是不存在的. 矢量玻色子又会如何

呢? 如果𝜑𝑛是基本正则归一化标量场, 拉格朗日量中将会包含如下的项

L𝜑 = −1

2

∑︁
𝑛

(︃
𝜕𝜇𝜑𝑛 − i

∑︁
𝑚,𝛼

𝑡𝛼𝑛𝑚𝐴𝛼𝜇𝜑𝑚

)︃2

, (21.1.3)

其中𝑡𝛼取遍规范群𝐺的所有生成元. (从现在起我们将扔掉𝜑上的波浪符, 在本节的剩余部分我们默

认处于幺正规范下.) 我们假定对称性𝐺被𝜑𝑛的真空期望值𝑣𝑛破缺, 为了看到粒子谱的性质, 我们

定义偏移场𝜑′:

𝜑𝑛 ≡ 𝑣𝑛 + 𝜑′𝑛 . (21.1.4)

(在某些情况下, 将方程(21.1.2)和(21.1.4)中的𝑣𝑛取成树级近似下的真空期望值将是方便的. 为

了给出有用的微扰论, 𝑣𝑛只需在最低阶与真正的真空期望值保持一致.) 将方程(21.1.3)展开

至𝜑′和𝐴的二阶, 我们有:

L𝜑,QUAD = −1

2

∑︁
𝑛

(︃
𝜕𝜇𝜑

′
𝑛 − i

∑︁
𝑚,𝛼

𝑡𝛼𝑛𝑚𝐴𝛼𝜇𝑣𝑚

)︃2

. (21.1.5)

利用方程(21.1.2), 我们看到𝜑′-𝐴交叉项为零, 这给出

L𝜑,QUAD = −1

2

∑︁
𝑛

𝜕𝜇𝜑
′
𝑛𝜕

𝜇𝜑′𝑛 −
1

2

∑︁
𝛼𝛽

𝜇2𝛼𝛽𝐴𝛼𝜇𝐴
𝜇
𝛽 , (21.1.6)

其中

𝜇2𝛼𝛽 ≡ −
∑︁
𝑛𝑚ℓ

𝑡𝛼𝑛𝑚 𝑡
𝛽
𝑛ℓ 𝑣𝑚𝑣ℓ . (21.1.7)

结合Yang-Mills拉格朗日量中的二次项−1
4𝐹𝛼𝜇𝜈𝐹

𝜇𝜈
𝛼 , 我们看到矢量粒子拥有质量矩阵𝜇2𝛼𝛽. 在我们

的符号约定中, 生成元𝑡𝛼𝑛𝑚正比于规范耦合常数, 所以方程(21.1.7)给出的矢量玻色子质量也正比

于这些耦合常数.

我们来看一下𝜇2𝛼𝛽的代数性质. 既然𝑡𝛼𝑛𝑚是纯虚的且是反对称的(因而也是厄米的), 矩阵𝜇2𝛼𝛽就

是实对称正定矩阵. 另外, 如果生成元的某个特定实线性组合
∑︀

𝛼 𝑐𝛼𝑡𝛼未破缺, 那么∑︁
𝛼,𝑚

𝑐𝛼(𝑡𝛼)𝑛𝑚𝑣𝑚 = 0 , (21.1.8)

在这一情况下, Kibble注意到,[2] 方程(21.1.7)给出∑︁
𝛽

𝜇2𝛼𝛽𝑐𝛽 = 0 . (21.1.9)
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即, 对于每个未破缺的对称性, 我们仍然有一个无质量规范玻色子. 逆命题同样是成立的; 从方

程(21.1.7)我们可以看到, 对于任意的实常数𝑐𝛼∑︁
𝛼𝛽

𝜇2𝛼𝛽𝑐𝛼𝑐𝛽 =
∑︁
𝑛

(︃∑︁
𝛼,𝑚

𝑐𝛼 · i𝑡𝛼𝑛𝑚𝑣𝑚
)︃2

≥ 0 , (21.1.10)

而上式仅当𝑐𝛼满足方程(21.1.8)时才会为零.

特别地, 如果只有一个未破缺的对称性
∑︀

𝛼 𝑐𝛼𝑡𝛼, 那么一般规范场可以写成

𝐴𝜇𝛼 = 𝑐𝛼𝐴
𝜇 + · · · , (21.1.11)

其中“· · · ”代表的是质量肯定不为零的规范场的线性组合, 而𝑐𝛼是𝑡𝛼在这个未破缺生成元𝑞中的系

数,

𝑞 =
∑︁
𝛼

𝑐𝛼 𝑡𝛼 , (21.1.12)

这使得场𝐴𝜇在质量项
1
4

∑︀
𝛼𝛽 𝜇

2
𝛼𝛽𝐴

𝜇
𝛼𝐴𝜇𝛽会有零系数. 为了使1

4(𝜕𝜇𝐴𝜈 − 𝜕𝜈𝐴𝜇)
2在规范场拉格朗日

量动能项1
4

∑︀
𝛼(𝜕𝜇𝐴𝛼𝜈 − 𝜕𝜈𝐴𝛼𝜇)

2中的系数拥有正则值1, 𝑐𝛼也必须归一化∑︁
𝛼

𝑐2𝛼 = 1 . (21.1.13)

注意到𝑞是与𝐴𝜇耦合的荷, 也就是说∑︁
𝛼

𝑡𝛼𝐴
𝜇
𝛼 = 𝑞 𝐴𝜇 + · · · , (21.1.14)

其中“· · · ”依旧指代包含有质量规范场的项. 在21.3节研究电弱理论时, 我们将用到这些一般性的

结论.

这里所导出的关于标量场的结果构成了规范群的实表示, 但是它们可以直接转换成符合复表

示的形式. 我们在19.6节看到, 若规范群某个表示有厄米生成元𝑇𝛼, 那么按照该表示变换的复标量

场𝜒(𝑥)可以写成一组实场

𝜑(𝑥) =

(︃
Re𝜒(𝑥)

Im𝜒(𝑥)

)︃
, (21.1.15)

这组实场构成该规范群的实表示, 生成元为

i 𝑡𝛼 =

(︃
− Im𝑇𝛼 −Re𝑇𝛼

Re𝑇𝛼 − Im𝑇𝛼

)︃
. (21.1.16)

将方程(21.1.15)和(21.1.16)代入(21.1.7)就给出了矢量玻色子质量矩阵

𝜇2𝛼𝛽 = Re
(︁
⟨𝜒⟩†VAC , 𝑇𝛼 𝑇𝛽 ⟨𝜒⟩VAC

)︁
= 1

2

(︁
⟨𝜒⟩†VAC , {𝑇𝛼, 𝑇𝛽}⟨𝜒⟩VAC

)︁
. (21.1.17)

现在我们来更细致的考察矢量场传播子. 将Yang-Mills拉格朗日量中的二次项考虑进来, 在总

的拉格朗日量中, 𝐴的二次项部分是

− 1
4

∑︁
𝛼

(𝜕𝜆𝐴𝛼𝜈 − 𝜕𝜈𝐴𝛼𝜆)
2 − 1

2

∑︁
𝛼𝛽

𝜇2𝛼𝛽 𝐴𝛼𝜆𝐴
𝜆
𝛽

= 1
2

∑︁
𝛼𝛽

𝐴𝜈𝛼D𝛼𝜈,𝛽𝜆(𝜕)𝐴
𝜆
𝛽 +全导数 , (21.1.18)
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其中

D𝛼𝜈,𝛽𝜆(𝜕) = 𝛿𝛼𝛽

[︁
𝜂𝜈𝜆�− 𝜕𝜈𝜕𝜆

]︁
− 𝜇2𝛼𝛽 𝜂𝜈𝜆 . (21.1.19)

简单起见, 假定所有规范对称性都破缺了, 这使得𝜇2𝛼𝛽没有零本征值. 根据9.4节所描述的一般规则,

动量空间中的规范场传播子是

Δ𝛼𝜈,𝛽𝜆 = −(D−1)𝛼𝜈,𝛽𝜆(i𝑘) =
[︁
(𝑘2 + 𝜇2)−1(𝜂𝜈𝜆 + 𝜇−2𝑘𝜈𝑘𝜆)

]︁
𝛼𝛽

. (21.1.20)

由于有𝑘𝜈𝑘𝜆项, 传播子有渐进行为Δ(𝑘) ∼ 𝑂(𝑘0), 这使得我们无法使用幂次计数讨论来证明可重

整性. 幸运的是, 正如我们在下一节所看到的, 有另一种规范, 在这种规范中可重整性是显然的,

不过这样做的代价是遮掩了理论所含有的粒子细节.

* * *

值得注意的是: 在零规范耦合的极限下, 物理频谱中突然出现了Goldstone玻色子, 但是物理

矩阵元在这一极限下完全是连续的. 这是因为, 在幺正规范下, 规范玻色子在零规范耦合时没有完

全退耦. 考察散射过程𝐴+𝐵 → 𝐶 +𝐷的矩阵元, 其中𝐴和𝐶属于规范代数的某个表示, 而𝐵和𝐷则

属于另一个不同的表示. 交换矢量玻色子给这个𝑆-矩阵元的贡献是

𝑆𝐶𝐷,𝐴𝐵 = i(2π)4𝛿4(𝑝𝐴 + 𝑝𝐵 − 𝑝𝐶 − 𝑝𝐷)⟨𝐶|𝐽𝑁𝜈𝛼|𝐴⟩Δ𝛼𝜈,𝛽𝜆(𝑘)⟨𝐷|𝐽𝑁𝜆𝛽|𝐵⟩ , (21.1.21)

其中𝑘 = 𝑝𝐴 − 𝑝𝐶 = 𝑝𝐷 − 𝑝𝐵, 𝐽𝑁
𝜈
𝛼是与规范玻色子相耦合的流, 它的下标𝑁是提醒我们要在这一

规范下省略Goldstone玻色子极点项, 所以在零规范耦合的极限下, 方程(21.1.21)中幸存的项是那

些包含矩阵𝜇−2的项, 而它在这一极限下会变得奇异. 因此对于零规范耦合, 𝑆-矩阵元是

𝑆𝐶𝐷,𝐴𝐵 → i(2π)4𝛿4(𝑝𝐴 + 𝑝𝐵 − 𝑝𝐶 − 𝑝𝐷)𝑘𝜈𝑘𝜆(𝜇
−2)𝛼𝛽⟨𝐶|𝐽𝑁𝜈𝛼|𝐴⟩

1

𝑘2
⟨𝐷|𝐽𝑁𝜆𝛽|𝐵⟩ . (21.1.22)

流中的规范耦合常数被矩阵𝜇2中的规范耦合常数抵消了.

现在我们来比较它与交换Goldstone玻色子给出的贡献. 当规范耦合为零时, 存在一组与生

成元𝑡𝛼相对应的Goldstone玻色子𝐵𝛼(简单起见, 假定所有规范对称性都破缺了), 它在拉格朗日量

的动能项是−1
2𝜕𝜇𝜑𝛼𝜕

𝜇𝜑𝛽
∑︀

𝑛 𝑍𝛼𝑛𝑍𝛽𝑛, 其中𝑍𝛾𝑛是Goldstone玻色子𝐵𝛼在无自旋场𝜑𝑛的分量, 由方

程(19.2.39)定义. 为了使Goldstone玻色场正则归一化, 我们还要有∑︁
𝑛

𝑍𝛼𝑛𝑍𝛽𝑛 = 𝛿𝛼𝛽 . (21.1.23)

根据方程(19.2.49), Goldstone玻色子与流𝐽𝑁
𝜇
𝛽相耦合, 耦合常数为𝐹−1

𝛼𝛽 , 而𝐹𝛼𝛽由方程(19.2.38)定

义, 它是生成元𝑡𝛼所对应的Goldstone玻色子与流𝐽𝑁
𝜈
𝛽的耦合. 因此交换Goldstone玻色子会给出散

射矩阵元

𝑆𝐶𝐷,𝐴𝐵 = i(2π)4𝛿4(𝑝𝐴 + 𝑝𝐵 − 𝑝𝐶 − 𝑝𝐷)𝑘𝜈𝑘𝜆𝐹
−1
𝛼𝛾 𝐹

−1
𝛽𝛾 ⟨𝐶|𝐽𝑁𝜈𝛼|𝐴⟩

1

𝑘2
⟨𝐷|𝐽𝑁𝜆𝛽|𝐵⟩ . (21.1.24)

但方程(19.2.40), (21.1.7)和(21.1.23)所给出的矢量玻色子质量矩阵是

𝜇2𝛼𝛽 =
∑︁
𝑛

𝐹𝛼𝛾𝑍𝛾𝑛𝐹𝛽𝛿𝑍𝛿𝑛 = 𝐹𝛼𝛾𝐹𝛽𝛾 , (21.1.25)

所以, 在规范玻色子耦合为零的极限下, 交换规范玻色子的矩阵元(21.1.22)与交换Goldstone玻色

子的矩阵元(21.1.24)相同. 这个讨论完全可以颠倒过来, 在零规范耦合下要求连续可以用来推导规

范玻色子质量公式, 并且, 即使其它所有耦合都很强, 这个结论依旧是成立的.
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21.2 可重整𝜉-规范

在1971年, ’t Hooft[4]证明了在自发破缺的规范理论中可以用另一种规范计算路径积分, 在这

种规范下, 矢量玻色子传播子在动量𝑘 → ∞时以𝑘−2的速度趋于零, 这使得这些理论通过了12.2节

描述的可重整性幂次计数检测. 这里我们将描述另一类很大的规范, 这类规范由任意常数𝜉参数

化, 这类规范是有Fujikawa, Lee和Sanda[5]随后引入的.

在一般规范下, 拉格朗日量中关于标量场的动能项(21.1.3)会包含交叉项

i
∑︁
𝑛𝑚𝛼

𝜕𝜇𝜑
′
𝑛 𝑡

𝛼
𝑛𝑚𝐴

𝜇
𝛼𝑣𝑚 ,

其中𝑣𝑚是𝜑𝑚的真空期望值, 而𝜑′𝑛是方程(21.1.4)定义的偏移场. 在幺正规范下, 由于规范条

件(21.1.2), 该项为零. 我们在这里采用另一个方法, 这个方法类似于15.5节和15.6节的方法. 在路

径积分中引入泛函𝐵[𝑓 ], 其中

𝐵[𝑓 ] = exp

(︃
−i

2𝜉

∫︁
d4𝑥

∑︁
𝛼

𝑓𝛼𝑓𝛼

)︃
. (21.2.1)

这等价于给拉格朗日量加上规范固定项

L𝑔𝑓 = − 1

2𝜉

∑︁
𝛼

𝑓𝛼𝑓𝛼 . (21.2.2)

不像15.5节那样取𝑓𝛼 = 𝜕𝜇𝐴
𝜇
𝛼, 我们现在将规范固定函数取成

𝑓𝛼 = 𝜕𝜇𝐴
𝜇
𝛼 − i 𝜉(𝑡𝛼)𝑛𝑚𝜑

′
𝑛𝑣𝑚 , (21.2.3)

这个规范固定函数会使得前面说的(21.1.3)中的交叉项被方程(21.2.2)中的交叉项所抵消. 幺正规

范现在只是一个特殊情况; 当𝜉 → ∞时, 规范固定函数(21.2.1)在满足幺正规范条件(21.1.2)的𝜑′值

处变得无限尖锐. 𝜉 → 0的极限给出了另一个特殊的规范; 这时规范固定泛函的峰值处在满

足Landau规范条件𝜕𝜇𝐴
𝜇
𝛼 = 0的规范场处.

我们同时给拉格朗日量中引入四次势−𝑃 (𝜑), 它服从规范不变性条件
𝜕𝑃 (𝜑)

𝜕𝜑𝑛
(𝑡𝛼)𝑛𝑚𝜑𝑚 = 0 . (21.2.4)

当然, 我们还得给拉格朗日量引入规范场项

L𝐴 = −1

4

∑︁
𝛼

𝐹𝜇𝜈𝛼 𝐹𝛼𝜇𝜈 . (21.2.5)

这样, 规范场和标量场的总拉格朗日密度是

L𝐴,𝜑 ≡ L𝐴 + L𝜑 + L𝑔𝑓

= −1

4

∑︁
𝛼

𝐹𝜇𝜈𝛼 𝐹𝛼𝜇𝜈 +
1

2

∑︁
𝑛𝛼𝛽

(𝑡𝛼𝜑)𝑛(𝑡
𝛽𝜑)𝑛𝐴

𝜇
𝛼𝐴𝛽𝜇 −

1

2𝜉

∑︁
𝛼

(𝜕𝜇𝐴
𝜇
𝛼) (𝜕𝜈𝐴

𝜈
𝛼)

− 1

2

∑︁
𝑛

𝜕𝜇𝜑
′
𝑛𝜕

𝜇𝜑′𝑛 +
𝜉

2

∑︁
𝛼𝑛𝑚

(𝑡𝛼𝑣)𝑛(𝑡𝛼𝑣)𝑚𝜑
′
𝑛𝜑

′
𝑚

− 𝑃 (𝜑) + i
∑︁
𝛼𝑛𝑚

𝜕𝜇𝜑
′
𝑛(𝑡𝛼)𝑛𝑚𝜑

′
𝑚𝐴

𝜇
𝛼 +全导数项 . (21.2.6)
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正如我们在15.6节看到的, 引入规范固定泛函𝐵[𝑓 ]同时要求引入鬼场𝜔𝛼(𝑥), 它的拉格朗日量

依赖于𝑓𝛼的规范变换性质. 在一般的规范变换下(其中𝜖𝛼(𝑥)是任意函数)

𝛿𝐴𝜇𝛼 = −
∑︁
𝛽𝛾

𝐶𝛼𝛽𝛾𝜖𝛽𝐴
𝜇
𝛾 + 𝜕𝜇𝜖𝛼 , (21.2.7)

𝛿𝜑𝑛 = i
∑︁
𝛼𝑚

𝜖𝛼(𝑡𝛼)𝑛𝑚𝜑𝑚 , (21.2.8)

我们有

𝛿𝑓𝛼 = �𝜖𝛼 −
∑︁
𝛽𝛾

𝐶𝛼𝛽𝛾𝜕𝜇(𝜖𝛽𝐴
𝜇
𝛾) + 𝜉

∑︁
𝑛𝛽

(𝑡𝛼𝑣)𝑛𝜖𝛽(𝑡𝛽𝜑)𝑛 . (21.2.9)

根据15.6节的一般性结论, 这给出鬼场拉格朗日量

L𝜔 = 𝜔*
𝛼

⎡⎣�𝜔𝛼 −
∑︁
𝛽𝛾

𝐶𝛼𝛽𝛾𝜕𝜇(𝜔𝛽𝐴
𝜇
𝛾) + 𝜉

∑︁
𝑛𝛽

(𝑡𝛼𝑣)𝑛𝜔𝛽(𝑡𝛽𝜑)𝑛

⎤⎦ . (21.2.10)

最后, 如果理论中还有自旋1
2的费米子, 那么还会有如下的可重整项

L𝜓 = −𝜓(/𝜕 − i /𝐴𝛼𝑡
(𝜓)
𝛼 +𝑚0 + Γ𝑛𝜑𝑛)𝜓 , (21.2.11)

其中, 𝑡
(𝜓)
𝛼 是费米子的规范群生成元的矩阵表示(它包含了耦合常数因子), 而𝑚0和Γ𝑛是常数矩

阵(一般而言, 它们是Dirac矩阵1和𝛾5的线性组合), 它们满足规范不变条件[︁
𝑡(𝜓)𝛼 , 𝛾4𝑚0

]︁
= 0 , (21.2.12)[︁

𝑡(𝜓)𝛼 , 𝛾4Γ𝑛

]︁
+
∑︁
𝑚

(𝑡𝛼)𝑚𝑛𝛾4Γ𝑚 = 0 . (21.2.13)

(因子𝛾4 ≡ i𝛾0来自于定义𝜓 ≡ 𝜓†𝛾4, 仅当𝑡
(𝜓)
𝛼 中包含正比于𝛾5的项时, 它才是相关的.) 15.5节

和15.6节中证明的一般性定理保证了, 只要𝑆-矩阵元是从方程(21.2.6), (21.2.10)和(21.2.11)的和给

出的拉格朗日量中计算出来的, 那么它就与规范固定函数(21.2.3)中的参量𝜉无关, 因此, 对于任意

的𝜉, 它所给的结果与幺正规范所对应的𝜉 = ∞给出的结果相同.

为了导出所有这些场的传播子, 我们需要拉格朗日量中场的二次项部分:

LQUAD = −1

4

∑︁
𝛼

(𝜕𝜇𝐴𝜈𝛼 − 𝜕𝜈𝐴𝜇𝛼)(𝜕𝜇𝐴𝛼𝜈 − 𝜕𝜈𝐴𝛼𝜇)

− 1

2

∑︁
𝛼𝛽

𝜇2𝛼𝛽𝐴
𝜇
𝛼𝐴𝛽𝜇 −

1

2𝜉

∑︁
𝛼

(𝜕𝜇𝐴
𝜇
𝛼)(𝜕𝜈𝐴

𝜈
𝛼)

− 1

2

∑︁
𝑛

(𝜕𝜇𝜑
′
𝑛)(𝜕

𝜇𝜑′𝑛)−
1

2

∑︁
𝑛𝑚

𝑀2
𝑛𝑚𝜑

′
𝑛𝜑

′
𝑚

− 𝜓(/𝜕 +𝑚)𝜓 − 𝜕𝜇𝜔
*
𝛼𝜕

𝜇𝜔𝛼 − 𝜉
∑︁
𝛼𝛽

𝜇2𝛼𝛽𝜔
*
𝛼𝜔𝛽

+全导数项, (21.2.14)

其中𝜇2𝛼𝛽是矢量玻色子质量矩阵(21.1.7):

𝜇2𝛼𝛽 = −
∑︁
𝑛

(𝑡𝛼𝑣)𝑛(𝑡
𝛽𝑣)𝑛 , (21.2.15)
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而𝑀2
𝑛𝑚和𝑚是新的标量质量矩阵和新的费米子质量矩阵:

𝑀2
𝑛𝑚 =

𝜕2𝑃 (𝜑)

𝜕𝜑𝑛𝜕𝜑𝑚

⃒⃒⃒⃒
𝜑=𝑣

− 𝜉

2

∑︁
𝛼

(𝑡𝛼𝑣)𝑛(𝑡𝛼𝑣)𝑚 ,

𝑚 = 𝑚0 +
∑︁
𝑛

Γ𝑛𝑣𝑛 .
(21.2.16)

我们从方程(21.2.14)中看到, 鬼场的质量与规范相关, 它等于
√
𝜉乘以相应的矢量玻色子的质量.

这些表达式给出了微扰论零阶中的粒子质量. 到这一阶,真空期望值𝑣𝑛正是多项式“势”𝑃 (𝜑)的

极小值点:
𝜕𝑃 (𝜑)

𝜕𝜑𝑛

⃒⃒⃒⃒
𝜑=𝑣

= 0 . (21.2.17)

另外, 我们在19.2节看到, 由方程(21.2.4)和(21.2.17)可以得出, 对于所有的𝛼, 我们有

∑︁
𝑚

𝜕2𝑃 (𝜑)

𝜕𝜑𝑛𝜕𝜑𝑚

⃒⃒⃒⃒
𝜑=𝑣

(𝑡𝛼𝑣)𝑚 = 0 . (21.2.18)

由此可以得出, 取代质量为零的Goldstone模式, 方程(21.2.16)中的标量玻色子质量平方矩阵所拥

有的本征值等于
√
𝜉乘以非零的矢量玻色子质量. 即, 如果𝜇2𝛼𝛽有一个本征值为𝜇

2的本征矢𝑐𝛽, 那

么
∑︀

𝛽 𝑐𝛽𝑡𝛽𝑣就是𝑀
2的本征矢, 而它的本征值是𝜉𝜇2:

∑︁
𝑚

𝑀2
𝑛𝑚

⎛⎝∑︁
𝛽

𝑐𝛽𝑡𝛽𝑣

⎞⎠
𝑚

= 𝜉
∑︁
𝛼𝛽

𝜇2𝛼𝛽𝑐𝛽(𝑡𝛼𝑣)𝑛 = 𝜉𝜇2

(︃∑︁
𝛼

𝑐𝛼𝑡𝛼𝑣

)︃
𝑛

. (21.2.19)

这样, 𝑀2
𝑛𝑚的其它本征矢都与这些本征矢正交, 因而与所有的𝑡𝛼𝑣正交, 所以这些本征矢以及相

应的本征值与矩阵(𝜕2𝑃 (𝜑)/𝜕𝜑𝑛𝜕𝜑𝑚)的本征矢及本征值相同. 我们看到, 在幺正规范𝜉 → ∞下,

Goldstone玻色子质量变得非常大以至于脱离了这个理论, 而其它的玻色子质量同往常一样.

传播子可以用通常的规则进行计算: 如果拉格朗日量中的自由粒子部分(在分部积分后)对于

复场𝜁采取−𝜁†D(𝜕)𝜁的形式,对于实场𝜁采取−𝜁𝑇D(𝜕)𝜁的形式,那么这个场的传播子就是D−1(i𝑘).

这给出传播子:

𝐴 : Δ𝛼𝜇,𝛽𝜈(𝑘) =

[︂
1

𝑘2 + 𝜇2

(︂
𝜂𝜇𝜈 −

(1− 𝜉)𝑘𝜇𝑘𝜈
𝑘2 + 𝜇2𝜉

)︂]︂
𝛼𝛽

, (21.2.20)

𝜑 : Δ𝑛𝑚(𝑘) = (𝑘2 +𝑀2)−1
𝑛𝑚 + 𝜉

∑︁
𝛼𝛽

(𝑡𝛼𝑣)𝑛(𝑡𝛽𝑣)𝑚(𝑘
2)−1(𝑘2 + 𝜉𝜇2)−1

𝛼𝛽 , (21.2.21)

𝜓 : Δ(𝑘) = [−i/𝑘 +𝑚]
⧸︁
(𝑘2 +𝑚2) , (21.2.22)

𝜔 : Δ𝛼𝛽(𝑘) = (𝑘2 + 𝜉𝜇2)−1
𝛼𝛽 . (21.2.23)

方程(21.2.20)中的极点处在正比于𝜉的非物理质量平方处, 这个极点被方程(21.2.21)中处在相同质

量处的极点抵消了. 注意到, 现在对于有限的𝜉, 所有传播子的渐进行为与对称性未破缺时的渐进

行为相同. 特别地, 由于矢量传播子中的𝑘𝜇𝑘𝜈项有一个额外的因子(𝑘2 + 𝜇2𝜉)−1, 它不再引起可重

整性的问题. 我们甚至可以通过选择Feynman规范, 𝜉 = 1, 来扔掉这一项. 仅在𝜉 → ∞的幺正规范
下, 这个因子失效了, 这时它所给出的传播子渐进行为不符合可重整性的要求.
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即使有了行为很好的传播子, 我们仍然需要证明这些理论中的紫外发散被破缺的规范对称

性所约束, 进而使得每个无穷大都能被理论中某个场或者某个参量的重整化所抵消. 这可以通

过17.2节和17.3节中引入的技巧进行证明, 其中要注意的是, 要将无自旋场的真空期望值当做外场

而不是使对称性破缺的固定值.[5a]

21.3 电弱理论

自发破缺的规范理论的最重要应用是弱相互作用和电磁相互作用的理论.[3] 在低能时, 可以

用有效拉格朗日量很好地描述弱相互作用, 这个拉格朗日量像方程(19.4.22)中那样由矢量流(包括

轴矢量流)乘积的和给出. 这表明这些相互作用或许像电磁相互作用那样可以用某种规范理论进行

描述. 为了确定电子型轻子, 𝜇子型轻子以及重子(或夸克)的各种守恒律, 我们可以猜测, 已知的电

子型轻子, 𝜇子型轻子和夸克合起来构成了规范群的各个表示. 有了这个假定, 规范群的结果只有

几种可能性.

我们首先来考察电子型轻子场. 就我们目前所知道的, 它们只构成了电子场𝑒的左手部分和右

手部分:

𝑒𝐿 = 1
2(1 + 𝛾5)𝑒 , 𝑒𝑅 = 1

2(1− 𝛾5)𝑒 , (21.3.1)

以及纯左手的电子-中微子场𝜈𝑒𝐿:

𝛾5𝜈𝑒𝐿 = 𝜈𝑒𝐿 . (21.3.2)

在规范群的任何表示中, 表示内的场必须都有相同的Lorentz变换性质, 所以规范群的表示在这里

分成了*左手二重态(𝜈𝑒𝐿, 𝑒𝐿)和右手单态𝑒𝑅. 那么最可能的规范群是

𝑆𝑈(2)𝐿 × 𝑈(1)𝐿 × 𝑈(1)𝑅 ,

在这个群下, 场的变换是

𝛿

(︂
𝜈𝑒

𝑒

)︂
= i
[︁
𝜖 · �⃗�+ 𝜖𝐿𝑡𝐿 + 𝜖𝑅𝑡𝑅

]︁(︂ 𝜈𝑒

𝑒

)︂
, (21.3.3)

其中的生成元是

�⃗� =
𝑔

4
(1 + 𝛾5)

{︂(︂
0 1

1 0

)︂
,

(︂
0 −i

i 0

)︂
,

(︂
1 0

0 −1

)︂}︂
, (21.3.4)

𝑡𝐿 ∝ (1 + 𝛾5)

(︂
1 0

0 1

)︂
, (21.3.5)

𝑡𝑅 ∝ (1− 𝛾5) , (21.3.6)

其中𝑔是后面进行选择的常数. 取代𝑡𝐿和𝑡𝑅, 考虑如下的生成元将是方便的,

𝑦 ≡ 𝑔′
[︂(︂

1 + 𝛾5
4

)︂(︂
1 0

0 1

)︂
+

(︂
1− 𝛾5

2

)︂]︂
(21.3.7)

*如果我们允许有能够改变电子型轻子数的耦合常数, 那么我们就可以引入左手场𝑒𝑅, 使得它与𝜈𝑒𝐿和𝑒𝐿处在规范

群的一个表示下. 这是电弱理论的早期𝑆𝑂(3)变种[6]的基础, 而这种可能性被实验排除了.
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和

𝑛𝑒 ≡ 𝑔′′
[︂(︂

1 + 𝛾5
2

)︂(︂
1 0

0 1

)︂
+

(︂
1− 𝛾5

2

)︂]︂
(21.3.8)

其中的𝑔′和𝑔′′同𝑔一样是之后进行选择的常数. 生成元𝑦和𝑡3的一个线性组合在物理中有着非常重

要的作用; 它是电荷

𝑞 = 𝑒

(︂
0 0

0 −1

)︂
=
𝑒

𝑔
𝑡3 −

𝑒

𝑔′
𝑦 . (21.3.9)

另外, 𝑛𝑒是电子型轻子数. 我们希望在我们的理论中引入改变荷的弱相互作用(像𝛽-衰变)以及

电磁力, 所以我们假定存在与⃗𝑡和𝑦耦合的规范场�⃗�𝜇和𝐵𝜇. 另外, 还剩下一个独立的线性组合,

即𝑡𝐿和𝑡𝑅的线性组合, 我们可以按照情形决定是否引入与这个线性组合相耦合的规范场, 这个线

性组合可以取为电子型轻子数(21.3.8). 对于与𝑛𝑒耦合的无质量规范场, 它所能产生的长程力有一

个很强的限制, 所以为了在我们的理论中引入𝑛𝑒相耦合的规范场, 并让它的耦合强度𝑔′′与电弱相

互作用的耦合强度不相上下, 我们必须假定这个规范对称性是自发破缺的.** 然而, 在实验上并未

观测到这种耦合产生的弱相互作用(并且有大量的实验证据反对它), 所以我们将𝑛𝑒从规范群的生

成元中排除出去. 那么规范群就是[8]

𝐺 = 𝑆𝑈(2)𝐿 × 𝑈(1) (21.3.10)

其中⃗𝑡和𝑦分别由方程(21.3.4)和(21.3.7)给出. 耦合常数𝑔和𝑔′要进行调整, 使得与这些生成元相耦合

的规范场�⃗�𝜇和𝐵𝜇正则归一化. 这样, 只包含这些规范场以及电子型轻子的拉格朗日量, 并且是规

范不变且可重整的拉格朗日量, 它的最一般形式是

L𝑌𝑀 + L𝑒 = −1
4(𝜕𝜇�⃗�𝜈 − 𝜕𝜈�⃗�𝜇 + 𝑔�⃗�𝜇 × �⃗�𝜈)

2 − 1
4(𝜕𝜇𝐵𝜈 − 𝜕𝜈𝐵𝜇)

2

− ℓ̄(/𝜕 − i /⃗𝐴 · �⃗�𝐿 − i /𝐵 𝑦)ℓ . (21.3.11)

(我们在这里使用了如下的性质: 𝑆𝑈(2)𝐿和𝑈(1)的结构常数分别是𝐶𝑖𝑗𝑘 = −i 𝑔 𝜖𝑖𝑗𝑘和零.)

显然, 在与⃗𝑡和𝑦相耦合的四个规范场中, 只有它们的一个线性组合是真正无质量的, 即

电磁场𝐴𝜇. 我们因此必须假定𝑆𝑈(2)𝐿 × 𝑈(1)自发破缺到子群𝑈(1)𝑒𝑚, 这个子群的生成元由

荷(21.3.9)给出. 对称性破缺机制的细节会在后面进行考察. 然而, 无论这个机制是什么样的, 我们

知道正则归一化的矢量场对应自旋为1且质量有限的粒子, 这些粒子的成元都有, 电荷为+𝑒而质量

为𝑚𝑊的场:

𝑊𝜇 =
1√
2
(𝐴𝜇1 + i𝐴𝜇2 ) , (21.3.12)

另一个电荷为−𝑒且质量相同的场:

𝑊𝜇* =
1√
2
(𝐴𝜇1 − i𝐴𝜇2 ) , (21.3.13)

以及两个质量分别为𝑚𝑍和零的电中性场, 它们由𝐴𝜇3和𝐵
𝜇的正交线性组合给出:

𝑍𝜇 = cos 𝜃 𝐴𝜇3 + sin 𝜃 𝐵𝜇 , (21.3.14)

**要注意的是, 存在不破坏电子型轻子整体守恒律的可能. 我们必须要假定这个拉格朗日量有两个对称性, 一个是在

仅作用在电子型轻子场上的整体相位变换下不变, 另一个是在作用在电子型轻子场以及某个标量场上的定域对称性下

不变, 而这里的标量场不与轻子相互作用. 这个标量的真空期望值破缺了定域对称性, 赋予了与𝑛𝑒耦合的规范玻色子质

量, 但与此同时没有破缺整体对称性.
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𝐴𝜇 = − sin 𝜃 𝐴𝜇3 + cos 𝜃 𝐵𝜇 , (21.3.15)

或者等价的

𝐴𝜇3 = cos 𝜃 𝑍𝜇 − sin 𝜃 𝐴𝜇 , (21.3.16)

𝐵𝜇 = sin 𝜃 𝑍𝜇 + cos 𝜃 𝐴𝜇 . (21.3.17)

根据一般性结论(21.1.11)—(21.1.12), 未破缺对称性, 即这里的电磁规范不变性, 它的生成元

由上述生成元的线性组合给出, 观察与生成元⃗𝑡和𝑦相耦合的正则归一化场, 线性组合的系数与相

对应无质量场在正则归一化规范场中的系数相同. 观察方程(21.3.16)和(21.3.17), 这给出

𝑞 = − sin 𝜃 𝑡3 + cos 𝜃 𝑦 . (21.3.18)

那么, 与方程(21.3.9)比较, 这给出

𝑔 = −𝑒/ sin 𝜃 , 𝑔′ = −𝑒/ cos 𝜃 (21.3.19)

以耦合𝑔和𝑔′形式, 完整的轻子-规范玻色子耦合可以表示成:

iL ′
𝑒 = −

(︂
𝜈𝑒

𝑒

)︂[︃∑︁
𝛼

/𝐴𝛼𝑡𝛼

]︃(︂
𝜈𝑒

𝑒

)︂

= −
(︂
𝜈𝑒

𝑒

)︂[︃
1√
2
/𝑊 (𝑡1𝐿 − i𝑡2𝐿) +

1√
2
/𝑊

*
(𝑡1𝐿 + i𝑡2𝐿)

+ /𝑍(𝑡3𝐿 cos 𝜃 + 𝑦 sin 𝜃) + /𝐴(−𝑡3𝐿 sin 𝜃 + 𝑦 cos 𝜃)

]︃(︂
𝜈𝑒

𝑒

)︂
=

𝑔√
2

(︂
𝑒 /𝑊

(︂
1 + 𝛾5

2

)︂
𝜈𝑒

)︂
+

𝑔√
2

(︂
𝜈𝑒 /𝑊

*
(︂
1 + 𝛾5

2

)︂
𝑒

)︂
− 1

2

√︀
𝑔2 + 𝑔′2 𝜈𝑒 /𝑍

(︂
1 + 𝛾5

2

)︂
𝜈𝑒 +

(𝑔2 − 𝑔′2)

2
√︀
𝑔2 + 𝑔′2

𝑒 /𝑍

(︂
1 + 𝛾5

2

)︂
𝑒

+ 𝑔′𝑒 /𝑍

(︂
1− 𝛾5

2

)︂
𝑒− 𝑒 (𝑒 /𝐴𝑒) . (21.3.20)

为了完善这个理论, 我们还得对对称性破缺的机制做一些假定. 我们希望这个机制不

仅赋予𝑊±和𝑍0质量, 还希望它赋予电子质量. 现在, 在有弱作用耦合的可重整理论中, 唯

一可能的方法是引入标量场并要求这个标量场与ℓ̄𝑅和ℓ𝐿没有导数耦合(ℓ̄𝐿和ℓ𝑅也是如此). 那

么𝑆𝑈(2)𝐿×𝑈(1)不变性要求标量场是ℓ𝐿这样的𝑆𝑈(2)𝐿二重态,但要有一个𝑦的偏移即𝑞的偏移. 因

此我们假定“Yukawa”耦合

L𝜑𝑒 = −𝐺𝑒
(︂
𝜈𝑒

𝑒

)︂
𝐿

(︂
𝜑+

𝜑0

)︂
𝑒𝑅 +H.c. , (21.3.21)

其中(𝜑+, 𝜑0)是二重态, 在这个二重态上, 𝑆𝑈(2)× 𝑈(1)生成元分别表示成矩阵:

�⃗�
(𝜑)

=
𝑔

2

{︂(︂
0 1

1 0

)︂
,

(︂
0 −i

i 0

)︂
,

(︂
1 0

0 −1

)︂}︂
, (21.3.22)

𝑦(𝜑) = −𝑔′/2
(︂

1 0

0 1

)︂
, (21.3.23)
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这使得电荷矩阵是

𝑞(𝜑) =
𝑒

𝑔
𝑡
(𝜑)
3 − 𝑒

𝑔′
𝑦(𝜑) = 𝑒

(︂
1 0

0 0

)︂
. (21.3.24)

理论中还有可能存在其它标量多重态, 但我们暂且假定这是唯一一个标量多重态.

我们还得给拉格朗日量加上包含标量场和规范场的规范不变项. 这种项的最一般形式, 且

与𝑆𝑈(2)× 𝑈(1)规范不变性, Lorentz不变性以及可重整性相容的最一般形式是

L𝜑 = −1

2

⃒⃒⃒
(𝜕𝜇 − i�⃗�𝜇 · �⃗�(𝜑) − i𝐵𝜇 𝑦

(𝜑))𝜑
⃒⃒⃒2
− 𝜇2

2
𝜑†𝜑− 𝜆

4
(𝜑†𝜑)2 , (21.3.25)

其中𝜆 > 0, 且

𝜑 ≡
(︂
𝜑+

𝜑0

)︂
. (21.3.26)

当𝜇2 < 0时, 在拉格朗日量的稳相点处有树级近似的真空期望值

⟨𝜑⟩†⟨𝜑⟩ ≡ 𝑣2 = |𝜇2|/𝜆 . (21.3.27)

我们总可以通过一个𝑆𝑈(2) × 𝑈(1)规范变换到达幺正规范, 这时𝜑+ = 0且𝜑0是厄米的, 而𝜑0的真

空期望值为正. (这就是为什么我们在归一化复二重态𝜑时要使得因子1
2出现在方程(21.3.25)的动

能项中; Re𝜑0是唯一的物理标量场, 而方程(21.3.25)使得这是正则归一化场.) 在幺正规范下, 𝜑分

量的真空期望值是

⟨𝜑+⟩ = 0 , ⟨𝜑0⟩ = 𝑣 > 0 . (21.3.28)

这样, 标量拉格朗日量(21.3.25)给出了矢量介子质量项

−1

2

⃒⃒⃒(︁
�⃗�𝜇 · �⃗�(𝜑) +𝐵𝜇𝑦

(𝜑)
)︁
⟨𝜑⟩
⃒⃒⃒2

= −1

2

⃒⃒⃒⃒ (︂
𝑔

2
�⃗�𝜇 · �⃗� −

𝑔′

2
𝐵𝜇

)︂(︂
0

𝑣

)︂⃒⃒⃒⃒2
= −𝑣

2𝑔2

4
𝑊 †
𝜇𝑊

𝜇 − 𝑣2

8
(𝑔2 + 𝑔′2)𝑍𝜇𝑍

𝜇 . (21.3.29)

我们看到, 正如我们所期待的, 光子质量为零, 而𝑊±和𝑍0的质量为

𝑚𝑊 =
𝑣|𝑔|
2

, 𝑚𝑍 =
𝑣
√︀
𝑔2 + 𝑔′2

2
. (21.3.30)

另外, 我们从方程(21.3.21)和(21.3.28)中看到, 电子被赋予了最低阶质量

𝑚𝑒 = 𝐺𝑒𝑣 . (21.3.31)

尽管现在有𝜈𝑒 + 𝑒− → 𝜈𝑒 + 𝑒−这种散射过程的实验数据, 但是研究这种仅发生在电子型轻

子之间的反应十分困难. 为了使数据精度更高, 我们所考察的反应至少要包含𝜇子型电子, 例如研

究比较细致的𝜇子衰变, 𝜈+ → 𝑒+ + 𝜈𝑒 + 𝜈𝜇. 上面模型可以进行扩展使它包含𝜇子型轻子, 这个扩

展是十分平庸的——只需加上拉格朗日量项L𝜇和L𝜑𝜇, 它们类似于方程(21.3.11)和(21.3.21)中的

最后一项, 所不同的是场𝑒和𝜈𝑒要换成𝜇子场和𝜇子中微子场𝜇
−和𝜈𝜇, 𝐺𝑒要换成𝐺𝜇 = 𝐺𝑒(𝑚𝜇/𝑚𝑒).

观察(21.3.20)以及其中要把𝑒和𝜈𝑒换成𝜇和𝜈𝜇的项, 这些项表明, 在低能𝑒型轻子和𝜇型轻子之间交

换𝑊粒子给出有效相互作用(︂
𝑔√
2

)︂2 1

𝑚2
𝑊

(︂
𝑒𝛾𝜆

(︂
1 + 𝛾5

2

)︂
𝜈𝑒

)︂(︂
𝜈𝜇𝛾𝜆

(︂
1 + 𝛾5

2

)︂
𝜇

)︂
+H.c. (21.3.32)
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这可以与“𝑉 −𝐴”理论的相互作用进行比较, 这个理论对𝜇子衰变有一个很好的描述

𝐺𝐹√
2

(︁
𝑒𝛾𝜆(1 + 𝛾5)𝜈𝑒

)︁(︁
𝜈𝜇𝛾𝜆(1 + 𝛾5)𝜇

)︁
+H.c. (21.3.33)

这里的𝐺𝐹是传统的Fermi耦合常数, 从𝜇子衰变速率中可以知道它的值是𝐺𝐹 = 1.16639(2) ×
10−5GeV−2. 比较这两个表达式, 我们发现

𝑔2/𝑚2
𝑊 = 4

√
2𝐺𝐹 . (21.3.34)

由此可以立刻得出真空期望值𝑣, 这个值由方程(21.3.30)给出

𝑣 =
2𝑚𝑊

𝑔
=

1

21/4𝐺
1/2
𝐹

= 247Gev . (21.3.35)

另外, 方程(21.3.31)表明𝐺𝑒的值非常小

𝐺𝑒 =
0.511Mev

247GeV
= 2.07× 10−6 . (21.3.36)

从方程(21.3.30)中我们可以看到𝑚𝑍 > 𝑚𝑊 . 在不知道𝑔和𝑔′的前提下, 我们无法用方程(21.3.30)决

定𝑚𝑍和𝑚𝑊的真实值. 利用方程(21.3.30)和(21.3.19), 我们可以用电弱混合角𝜃来表示𝑚𝑍和𝑚𝑊 :

𝑚𝑊 =
𝑒𝑣

2| sin 𝜃| =
37.3GeV

| sin 𝜃| ,

𝑚𝑍 =
𝑒𝑣

2| sin 𝜃|| cos 𝜃| =
74.6GeV

| sin 2𝜃| .

它们是参考文献3中获得的原始结果. 当然, 存在着各种各样的辐射修正, 它们中的大多数依

赖于理论的细节, 而我们还没有指定这些细节. 但是有一个特别大的辐射修正不需要进一步的信

息就可以计算出来. 上面计算出的𝑚𝑊值和𝑚𝑍值使用了电荷𝑒的传统定义. 然而, 正如18.2节所阐

述的, 当能量𝐸 ≫ 𝑚𝑒时, 在计算各种反应时用这个值并不是特别合适; 我们应该使用定义在滑动

标度𝜇处的电荷𝑒𝜇, 其中𝜇的量级正是感兴趣的能量范围. 当𝜇的量级为90GeV时, 有效精细结构常

数𝑒2𝜇/4π大约是1/129(它对𝜇的准确值并不敏感), 所以前面的𝑚𝑊值和𝑚𝑍值要乘上
√︀
137/129, 这

给出

𝑚𝑊 =
38.4GeV

| sin 𝜃| , (21.3.37)

𝑚𝑍 =
76.9GeV

| sin 2𝜃| . (21.3.38)

无论𝜃的值是多少, 这些质量都太大了, 在20世纪60年代或者70年代早期根本没有希望探测

到𝑊粒子或𝑍粒子. 电弱理论的实验证据不得不转向去寻找该理论所预言的一类新弱相互作用,

即交换𝑍0产生的中性流过程.[9] 第一次发现中性流过程是在1973年, 通过气泡室观察𝜈𝜇-𝑒
−弹性散

射的纯轻子过程.[10] 尽管这些过程在理论上很容易处理, 由于截面正比于质心能量的平方,† 这种

事件发生的频率相当低. 又过了很多年, 这种纯轻子中性流反应才能被用来给出参量sin2 𝜃一个相

†这个截面正比于𝐺2
𝐹 , 为了使得截面量纲为(能量−2), 它必须要正比于某个能量的平方. 当质心能量远大于电子质

量时, 这是这个公式中能出现的唯一能量.
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对合理的精细值. 在1994年, 对纯轻子中性流过程的研究, 例如𝜈𝜇 + 𝑒− → 𝜈𝜇 + 𝑒−和𝜈𝜇 + 𝑒− →
𝜈𝜇 + 𝑒−, 给出了0.222± 0.011, 而这又给出了𝑚𝑊 = 81.5GeV和𝑚𝑍 = 92.5GeV.

在中性流发现之前, 电弱理论就已经被扩展至强子与强子或强子与轻子的电磁相互作用和弱

相互作用. 在20世纪60年代中期, 大家就已经知道了, 若在弱相互作用过程中, 轻子和强子之间有

电荷交换, 那么这个过程在低能下可以很好地由如下有效拉格朗日量描述,

𝐺𝐹√
2

[︁
𝑒𝛾𝜆(1 + 𝛾5)𝜈𝑒 + �̄�𝛾𝜆(1 + 𝛾5)𝜈𝜇

]︁
𝐽𝜆 +H.c. , (21.3.39)

其中𝐽𝜆是强子流. 在夸克模型下, 𝐽𝜆的对易性和守恒性使得我们可以将其等同为夸克流

𝐽𝜆 = �̄�𝛾𝜆(1 + 𝛾5)𝑑 cos 𝜃𝑐 + �̄�𝛾𝜆(1 + 𝛾5)𝑠 sin 𝜃𝑐 . (21.3.40)

这里的𝑢, 𝑑以及𝑠是上夸克, 下夸克以及奇异夸克的场, 而𝜃𝑐是另外一个角, 被称为Cabibbo(卡比

玻)角[11]. 关于𝑂14 → 𝑁14* + 𝑒+ + 𝜈𝑒和𝐾
+ → 𝜋0 + 𝑒+ + 𝜈𝑒这类过程的实验证实了𝐺𝐹与纯轻子过

程𝜇+ → 𝜈 + 𝑒+ + 𝜈𝑒中测量的值十分接近, 并且对于𝜃𝑐给出了sin 𝜃𝑐 = 0.220 ± 0.003. 我们由此自

然地得出, 夸克构成了另一个𝑆𝑈(2)× 𝑈(1)二重态

Q =

(︂
1 + 𝛾5

2

)︂[︂
𝑢

𝑑 cos 𝜃𝑐 + 𝑠 sin 𝜃𝑐

]︂
, (21.3.41)

以及另一个单态, 而𝑦值要调整到使得夸克拥有电荷2𝑒/3和−𝑒/3. 其本身会引起一个很严重的困
难. 与𝑍0玻色子相互作用的夸克中性流是∑︁

Q

Q̄𝛾𝜇(𝑡3𝐿 cos 𝜃 + 𝑦 sin 𝜃)Q =
∑︁
Q

Q̄𝛾𝜇(𝑡3𝐿 sec 𝜃 + 𝑞 tan 𝜃)Q , (21.3.42)

这里的求和取遍类似(21.3.41)这样的夸克二重态Q. 电荷矩阵𝑞在夸克味下是对角的, 但如

果(21.3.41)是唯一的夸克二重态, 那么包含矩阵𝑡3𝐿的项将会包含正比于𝑠𝛾
𝜇(1 + 𝛾5)𝑑和𝑑𝛾

𝜇(1 +

𝛾5)𝑠的交叉项,这给出了𝑍交换的有效相互作用,例如𝑠+𝑑↔ 𝑑+𝑠和𝑠+𝑑↔ 𝜇++𝜇−,而其强度与

一阶弱相互作用强度差不多. 这会使得𝐾0-𝐾0振荡和𝐾0 → 𝜇+ + 𝜇−这种过程的速率要比观测到

的高好几个数量级. 另外, 即使拉格朗日量中没有中性流项, 若一圈图中包含有带荷流(21.3.40)的

相互作用(21.3.39), 这个一圈图给出的有效相互作用𝑠 + 𝑑 → 𝑑 + 𝑠只比普通的一阶弱相互作用小

一个因子𝛼/2π, 这使得𝐾0-𝐾0振荡的速率仍然要大得多. 为了避免最后一个问题, 可以认为𝐽𝜆中

还有一项, 以现代的记法, 这写成

𝑐𝛾𝜆(1 + 𝛾5)[−𝑑 sin 𝜃𝑐 + 𝑠 cos 𝜃𝑐] , (21.3.43)

其中𝑐是第四个夸克, 它像𝑢一样带有电荷2𝑒/3. 给(21.3.40)加上(21.3.43), 带荷流可以写成

𝐽𝜆 = (�̄� cos 𝜃𝑐 − 𝑐 sin 𝜃𝑐)𝛾
𝜆(1 + 𝛾5)𝑑+ (�̄� sin 𝜃𝑐 + 𝑐 cos 𝜃𝑐)𝛾

𝜆(1 + 𝛾5)𝑠 .

𝑊与这一流的相互作用使得奇异数不守恒, 其原因是𝑐和𝑢的质量不同, 这导致了𝑢 cos 𝜃𝑐 −
𝑐 sin 𝜃𝑐和𝑢 sin 𝜃𝑐 + 𝑐 cos 𝜃𝑐之间的跃迁. 但这意味着有效相互作用𝑠 + 𝑑 → 𝑑 + 𝑠的一圈图被额

外的因子𝑚2
𝑐/𝑚

2
𝑊 (既然𝑚𝑢 ≪ 𝑚𝑐)压低, 这使得𝐾0-𝐾0振荡的速率与实验一致.
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随后就注意到,[14] 这也解决了改变𝑍0相互作用的奇异数问题. 在𝑆𝑈(2) × 𝑈(1)规范理论下,

组合−𝑑𝐿 sin 𝜃𝑐 + 𝑠𝐿 cos 𝜃𝑐不可能是单态, 它必须是另一个二重态的一部分(︂
1 + 𝛾5

2

)︂[︂
𝑐

−𝑑 sin 𝜃𝑐 + 𝑠 cos 𝜃𝑐

]︂
. (21.3.44)

给弱中性流(21.3.42)加入这个二重态, 正比于𝑠𝛾𝜇(1 + 𝛾5)𝑑和𝑑𝛾
𝜇(1 + 𝛾5)𝑠的奇异数不守恒项抵消

了, 交换𝑍0给𝐾0-𝐾0振荡和𝐾0 → 𝜇+ + 𝜇−这种过程的贡献过大的问题也随之解决了. 在1974年,

包含𝑐夸克的粒子被发现了,[15] 这个𝑐夸克处在𝑐-𝑐的束缚态中, 并指出质量𝑚𝑐 ≈ 1.5GeV.†† 这补

全了两代夸克和两代轻子: 混合在一起的(𝑢, 𝑑)夸克双重态和(𝑐, 𝑠)夸克双重态, 以及两个轻子双重

态(𝜈𝑒, 𝑒)和(𝜈𝜇, 𝜇).

第三代粒子的第一个迹象是第三类轻子𝜏的发现.[16] 之后, 第五种夸克𝑏夸克被发现了,[17]

其电荷为−𝑒/3而质量约为4.5GeV. 这样一来, 电荷为2𝑒/3的第六类夸克在理论上就是必须的,

但过了很长的时间才发现这个夸克, [18] 引用1995年的数据, 它的质量是181 ± 12GeV.[19] 现在,

(21.3.39)中的强子流表示成

𝐽𝜆 =

⎡⎢⎣ 𝑢

𝑐

𝑡

⎤⎥⎦𝛾𝜆(1 + 𝛾5)𝑉

⎡⎢⎣ 𝑑

𝑠

𝑏

⎤⎥⎦ , (21.3.45)

其中𝑉是不完全清楚的3 × 3幺正矩阵, 称为Kobayashi(小林)-Maskawa(益川)矩阵.[20] 在𝑆𝑈(2) ×
𝑈(1)规范理论下, 这意味着存在3个夸克二重态:(︂

1 + 𝛾5
2

)︂[︂
𝑢

𝑉𝑢𝑑𝑑+ 𝑉𝑢𝑠𝑠+ 𝑉𝑢𝑏𝑏

]︂
, (21.3.46)

(︂
1 + 𝛾5

2

)︂[︂
𝑐

𝑉𝑐𝑑𝑑+ 𝑉𝑐𝑠𝑠+ 𝑉𝑐𝑏𝑏

]︂
, (21.3.47)

(︂
1 + 𝛾5

2

)︂[︂
𝑡

𝑉𝑡𝑑𝑑+ 𝑉𝑡𝑠𝑠+ 𝑉𝑡𝑏𝑏

]︂
. (21.3.48)

要意识到, 这正是我们期待有三个夸克二重态的一般理由. 标量二重态𝜑𝑛与夸克的可重整相

互作用, 且(𝑆𝑈(3)× 𝑆𝑈(2)× 𝑈(1))-不变的相互作用, 它的最一般形式是

L𝜑 = −
∑︁
𝑖𝑗𝑛

𝐺𝑛𝑖𝑗

(︂
𝑈𝑖𝐿

𝐷𝑖𝐿

)︂
·
(︂
𝜑0𝑛
𝜑−𝑛

)︂
𝑈𝑗𝑅

−
∑︁
𝑖𝑗𝑛

𝐻𝑛
𝑖𝑗

(︂
𝑈𝑖𝐿

𝐷𝑖𝐿

)︂
·
(︃

−𝜑−†
𝑛

𝜑0†𝑛

)︃
𝐷𝑗𝑅 +H.c. , (21.3.49)

其中𝑈𝑖和𝐷𝑖是电荷分别为2𝑒/3和−𝑒/3的夸克场, 𝑖 = 1, 2, 3指三个独立的夸克场, 𝐿和𝑅分别指这

些夸克场的左手部分和右手部分, 而𝐺𝑛𝑖𝑗和𝐻
𝑛
𝑖𝑗是未知常数. 这样, 中性标量的真空期望值就给出了

夸克质量项

L𝑚 = −
∑︁
𝑖𝑗

𝑈𝑖𝐿𝑚
𝑈
𝑖𝑗 𝑈𝑗𝑅 −

∑︁
𝑖𝑗

𝐷𝑖𝐿𝑚
𝐷
𝑖𝑗 𝐷𝑗𝑅 +H.c. , (21.3.50)

††我们并没有观测到独立夸克, 所以它们的质量不是精确定义的. 这里引用的𝑐夸克质量粗略是𝐽-𝜓粒子质量的一半,

而这个粒子被解释成𝑐-𝑐束缚态. 𝑏夸克和𝑡夸克太重了, 所以我们不能从包含它们的强子中得到这些夸克明确的质量.
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其中

𝑚𝑈
𝑖𝑗 =

∑︁
𝑛

𝐺𝑛𝑖𝑗⟨𝜑0𝑛⟩VAC , 𝑚𝐷
𝑖𝑗 =

∑︁
𝑛

𝐻𝑛
𝑖𝑗⟨𝜑0𝑛⟩*VAC . (21.3.51)

矩阵𝑚𝑈
𝑖𝑗和𝑚

𝐷
𝑖𝑗没有受到任何限制, 所以它有可能是复矩阵且是非对角矩阵, 在这种情况下, L𝑚中

会出现宇称不守恒项以及味不守恒项. 然而, 我们可以引入新的夸克场𝑈 ′
𝑅 = 𝐴𝑈𝑅𝑈𝑅, 𝑈

′
𝐿 = 𝐴𝑈𝐿𝑈𝐿,

𝐷′
𝑅 = 𝐴𝐷𝑅𝐷𝑅, 𝐷

′
𝐿 = 𝐴𝐷𝐿𝐷𝐿, 其中𝐴是3× 3矩阵, 为了保护动能项(19.4.1)的形式, 它只需要是幺正

的, 除此之外, 𝐴上没有任何限制. 这样一来, 当写成带撇夸克场的形式时, 质量项(21.3.50)必须采

取相同的形式, 但是矩阵𝑚𝑈和𝑚𝑅要换成

𝑚𝑈 ′ = 𝐴𝑈𝐿𝑚
𝑈𝐴𝑈†

𝑅 , 𝑚𝐷′ = 𝐴𝐷𝐿𝑚
𝐷𝐴𝐷†

𝑅 . (21.3.52)

现在有一个一般性定理: 对于任意矩阵𝑚, 总可以选择幺正矩阵𝐴和𝐵, 使得𝐴𝑚𝐵是实对角矩阵.

(使用极分解定理将𝑚写成𝑚 = 𝐻𝑈 , 其中𝐻是厄米矩阵, 𝑈是幺正矩阵, 选择𝐴 = 𝑆†和𝐵 = 𝑈 †𝑆,

这里𝑆是使得𝐻对角化的幺正矩阵.) 因此我们可以选择矩阵𝐴使得𝑚𝑈 ′和𝑚𝐷′是实对角矩阵, 在这

种情况下, 夸克场𝑢, 𝑐, 𝑡, 𝑑, 𝑠和𝑡可以等同为𝑈 ′
𝐿 + 𝑈 ′

𝑅和𝐷
′
𝐿 +𝐷′

𝑅的分量. 弱作用二重态现在写成

𝑄𝑖𝐿 =

(︃
(𝐴𝑈−1

𝐿 𝑈 ′
𝐿)𝑖

(𝐴𝐷−1
𝐿 𝐷′

𝐿)𝑖

)︃
,

我们也可将二重态取成线性组合𝐴𝑈𝐿𝑄𝐿, 这使得拥有电荷2𝑒/3且质量明确的夸克𝑢, 𝑐, 𝑡是二重态的

上分量, 在这一情况下, 这些二重态采取形式(21.3.46)—(21.3.48), 而

𝑉 = 𝐴𝑈𝐿𝐴
𝐷−1
𝐿 . (21.3.53)

在90%的置信界限下, Kobayashi-Maskawa矩阵元绝对值的最新结果(1995)是[20a]

⎛⎜⎝ 0.9745-0.9757 0.219-0.224 0.002-0.005

0.218-0.224 0.9736-0.9750 0.036-0.046

0.004-0.014 0.034-0.046 0.9989-0.9993

⎞⎟⎠ ,

其中行用𝑢, 𝑐和𝑡标记, 而列用𝑑, 𝑠和𝑏标记.

如果只有𝑢夸克, 𝑑夸克, 𝑐夸克和𝑐夸克所构成的两个夸克二重态, 就有可能选择夸克场的相

位使得所有𝑉𝑖𝑗都是实的,‡ 这使得矩阵𝑉是正交的, 并使得二重态(21.3.46)和(21.3.47)(省略𝑏)分别

采取(21.3.41)和(21.3.44)的形式. 在这一情况下, 规范相互作用会自动使得T和CP守恒. 第三代夸

克的重要性就在于, 现在不总可能通过选择夸克相位使得矩阵𝑉是实矩阵, 因而规范相互作用能

够破坏T守恒和CP守恒. 但是由于未知的原因, 联系第三代夸克与前两代夸克的矩阵元𝑉𝑢𝑏, 𝑉𝑐𝑏,

𝑉𝑡𝑑和𝑉𝑡𝑠都非常小, 所以第三代夸克的出现对前两代夸克的物理影响很小. 这以一种比较自然的方

式解释了为什么Cabibbo假定为什么起到了很好的作用, 以及为什么T破缺和CP破缺为什么这么

弱. 如果有两个或多个标量多重态, 那么标量玻色子相互作用也会破坏T守恒和CP守恒;[20b] 这里

之所以预期T破缺和CP破缺很弱是因为标量二重态与轻夸克的耦合很弱. 对于3.3节讨论的𝐾0
2衰

变, 究竟是哪个机制引起了其中的T破缺和CP破缺? 这在现在依旧是不清楚的.

‡调整𝑑和𝑠的相位使得𝑉𝑢𝑑和𝑉𝑢𝑠是实的. 这样幺正性就会要求𝑉𝑐𝑑和𝑉𝑐𝑠有相同的相位, 因而可以通过调整𝑐的相位消

掉这个相位.
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在探测到纯轻子过程𝜈𝜇 + 𝑒→ 𝜈𝜇 + 𝑒之后不久, 就在1973年发现了包含强子的中性流过程,[21]

例如中微子-核子深度非弹散射. 由于这里靶粒子的质量要大得多, 不久之后就发现有可能观测到

大量的事件, 并用它们来证实电弱理论并测量它的参数. 轻子-强子中性流相互作用的额外信息

来自于对原子物理中宇称破缺的观测. 到1983年, 对sin2 𝜃的所有直接测量变得一致, 并给出组合

值sin2 𝜃 = 0.23, 给出预测𝑚𝑊 = 80.1GeV和𝑚𝑍 = 91.4GeV. 然后就在1983年发现了𝑊粒子, 随

后又发现了𝑍粒子.[22] 它们的观测质量现在是(1995)

𝑚𝑊 = 80.410± 0.180GeV [23] , 𝑚𝑍 = 91.1887± 0.0022GeV [24] ,

与电弱理论的预言非常一致.

对𝑍粒子质量的测量有很高的精确性, 这是通过在LEP(CERN的大型电子-正电子对撞

机)和SLC(斯坦福直线对撞机)上调节𝑒+-𝑒−对撞的能量使之到达𝑍共振实现的, 这改变分析电弱数

据的方式. 之前是对𝑊质量和𝑍质量的预测值与观测值进行比较, 现在则是将𝑍质量取为实验输入

量, 加上从𝜇子衰变速率获得的Fermi耦合常数𝐺𝐹 = 1.16639(2) × 10−5GeV−2(包含了到𝛼阶的辐

射修正),以及从18.2节描述的低能测量外推出的精细结构常数𝛼(𝑚𝑍) = (128.87±0.12)−1. 以这种

方式, sin2 𝜃变成导出量; 如果它由方程(21.3.38)定义, 它取得值是sin2 𝜃 = 0.2312± 0.003. 有了这

些输入量, 我们就能用电弱理论对其它量, 例如𝑚𝑊 , 做出很高精度的预测, 在这种精度下, 电弱辐

射修正要考虑进来.[25] 在一圈阶, 这些辐射修正会包含𝑡夸克的质量以及标量(“Higgs”)玻色子的质

量, 因而可以用来估计这些质量. 例如, 在𝑡夸克发现之前, 若理论与实验保持一致, 这会为这些辐

射修正设置一个界限, 使得顶夸克质量处在130—200GeV的范围内,[26] 这与随后实验上观测到的

值一致. W质量的预测值(1994)是80.29GeV, 它有一个±0.02GeV的不确定度, 这个不确定度来自

于输入量𝑚𝑍 , 𝐺𝐹以及𝛼(𝑚𝑍)的不确定度, 它还有一个±0.11GeV的不确定度, 这个不确定度来自

于𝑚𝑡和𝑚Higgs可能的取值范围. 1995年的一项研究[27]给出𝑚Higgs < 225GeV. 在CERN的LEP2号

电子-正电子对撞机上预期会有一个𝑚𝑊的精确测量, 这个测量会给出𝑚Higgs一个有用的估计.

* * *

拥有电弱理论的场以及它的𝑆𝑈(3)× 𝑆𝑈(2)× 𝑈(1)规范对称性的最一般可重整拉格朗日量会

自动给出重子守恒和轻子守恒. 由于夸克,反夸克,轻子以及反轻子均属于𝑆𝑈(3)×𝑆𝑈(2)×𝑈(1)的

不同表示, 这对于规范相互作用以及裸质量项显然是成立的. 若标量均是𝑆𝑈(3)中性, 𝑆𝑈(2)二重

态并拥有𝑈(1)量子数±1/2, 标量与费米子和/或反费米子的可重整相互作用只能是标量与夸克-反

夸克对或者轻子-反轻子对的相互作用, 这显然使得重子数以及轻子数守恒. (以非常类似的方法,

我们看到对于与轻子相互作用的带荷强子流, 构成这个流的必然是自发破缺𝑆𝑈(3) × 𝑆𝑈(3)对称

性对应的流的线性组合, 这正是19.7节中所描述的, 而且正如所假定的, 我们无需知道原始工作中

对这一破缺对称性的解释.)

这些结果严格依赖于标准模型可重整的假定. 但正如我们反复强调的, 标准模型的可重整拉

格朗日量预期会伴随量纲𝑑 > 4的不可重整项,这样的不可重整项会被某个很大的质量𝑀的4−𝑑次
方压低. 对可重整标准模型预言的领头修正来自于量纲大于4但又尽可能小的项.

用费米场以及标准模型的其它场构建的Lorentz不变且量纲为五的项, 这样的项关于费米场最

多是双线性型, 除此之外要么包含两个标量, 或者一个标量和一个规范导数, 或者两个规范导数

但没有标量(包含它们的对易子, 一个场强张量). 色𝑆𝑈(3)不变性要求在这样的相互作用中, 费米

场要么出现在夸克-反夸克双线性中, 要么出现在一对轻子和/或反轻子场中. 这种项有很多, 但为
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了破坏轻子数守恒, 它们必须包含两个轻子场的乘积或者两个共轭轻子场的乘积. 左手轻子二重

态(ℓ−𝐿𝑖, 𝜈𝑖)和右手带电轻子单态ℓ
−
𝑅𝑖(其中𝑖 = 𝑒, 𝜇或𝜏)分别有𝑈(1)量子数1/2和1, 而标量二重态(或

者多个二重态)(𝜑+, 𝜑0)拥有𝑈(1)量子数−1/2, 所以我们可以用两个左手轻子二重态和两个标量二

重态构建量纲为五的𝑈(1)-不变相互作用. 若只有一种标量二重态, 满足𝑆𝑈(2)不变性和Lorentz不

变性的项只有一个:[27a] ∑︁
𝑖𝑗

𝑓𝑖𝑗(ℓ𝑐𝐿𝑖𝜑
+ − 𝜈𝑐𝑖 𝜑

0)(ℓ𝐿𝑗𝜑
+ − 𝜈𝑗𝜑

0) , (21.3.54)

其中𝑖和𝑗是轻子味指标, 而𝑐标记电荷共轭场. 当能量低于电弱破缺标度时, 这给出有效相互作用∑︁
𝑖𝑗

𝑓𝑖𝑗 𝜈𝑐𝑖 𝜈𝑗 ⟨𝜑0⟩2 , (21.3.55)

我们预期𝑓𝑖𝑗是1/𝑀阶的, 也许还乘上小耦合常数, 所以它给出的使轻子数不守恒的中微子质量至

多是(300GeV)2/𝑀阶.[27b] 我们将会在21.5节看到, 𝑀预期的量级是1015–1018GeV, 所以我们预期

中微子质量处在10−4–10−1 eV的范围内, 如果被小的耦合常数压低, 这个值还会更小. 这种质量对

于直接测量而言太小了, 但是没有什么理由使得中微子质量是对角的, 所以在中微子的长途飞行

中, 一种中微子会振荡到另一种中微子, 我们可以从中探测到中微子质量.

类似的分析表明, 存在量纲为6的相互作用, 这个相互作用既破坏了重子数守恒又破坏了轻子

数守恒, 包含三个夸克场和一个轻子场.[27c] 这种相互作用的耦合常数量纲是𝑀−2, 因而会导致质

子衰变这样的过程, 并且给出正比于𝑀−4的衰变速率.

21.4 定域对称性的动力学破缺*

迄今为止, 我们对定域对称性自发破缺的讨论限制在微扰论的意义下. 在某种程度上, 这种限

制是不可避免的. 然而, 对于整体对称性的自发破缺, 关于无质量Goldstone玻色子的存在性以及

相互作用, 我们有望证明出精确的定理, 定域对称性的自发破缺不会给出任何精确的结论. 甚至有

质量矢量玻色子的存在性都称不上一般定理; 对于充分强的规范耦合, 这些粒子会快速地衰变, 使

得它们不能看做自旋𝑗 = 1的不同共振态.

另一方面, 如果像𝑒或𝑔或𝑔′这样的规范耦合足够小, 那么定域对称性自发破缺的理论必须非常

接近一个整体对称性自发破缺的理论, 关于这一点, 我们可以证明一个精确的定理. 因此, 即使其

它规范耦合都很强, 我们也有可能对这样的规范理论导出有用的近似结果. 标准𝑆𝑈(2) × 𝑈(1)电

弱理论提供了一个例子, 在这个例子中, 标量自耦合𝜆很大(标量质量也因此变得很大; 参看方

程(21.3.27)). 一种更加有趣的可能性是, 电弱对称性的破缺是因为与某个新规范群对应的强力,

而这个新规范群作用在一组新费米场上. 我们在这里仅考察对于这种理论我们能够获得什么样的

结果, 并不涉及自发对称性破缺的特殊机制.[28]

我们假定, 在规范耦合为零的极限下, 我们的理论在某个整体对称群𝐺下不变, 并且𝐺自发破

缺到它的一个子群𝐻. 正如我们在19.5节所讨论的, 在这个理论下, 我们可以将这个理论写成一

组Goldstone玻色场𝜉𝑎, 加上剩下的物质场𝜓, 它们的变换性质使得, 如果拉格朗日量是𝐻-不变的,

并且它只是用𝜓以及方程(19.6.14), (19.6.30)等给出的协变导数𝐷𝑎𝜇, 𝐷𝜇𝜓 · · ·构建的, 那么这个拉

格朗日量就是𝐺-不变的.

*本节或多或少的处在本书的发展主线之外, 可以在第一次阅读时跳过.
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我们现在“打开”规范耦合. 规范群G显然要是理论全体对称群𝐺的某个子群G ⊂ 𝐺, 并且

当𝐺自发破缺到𝐻时, G必须自发到子群H , 即G与𝐺的交. 规范群G的生成元T𝛼可以表示成整个

群𝐺的生成元𝑇𝐴的线性组合:

T𝛼 =
∑︁
𝐴

𝑒𝛼𝐴𝑇𝐴 , (21.4.1)

系数𝑒𝛼𝐴是规范耦合, 在这里取得很小. 指标𝐴取遍未破缺对称性生成元𝑡𝑖和破缺对称性生成

元𝑥𝑎的指标𝑖和𝑎. (我们在这里按照惯例将生成元𝑇𝐴归一化; 即对于表示它们的矩阵, 其矩阵元量

级为1. 特别地, 与T𝛼相反, 𝑥𝑎和𝑡𝑖的结构常数不包含耦合常数因子.)

在底层理论中, 𝐺不变性是线性实现的, 我们引入与其它场𝜓与规范场A𝛼𝜇的耦合, 方法是将

普通导数替换成规范协变导数(︃
𝜕𝜇 − i

∑︁
𝛼

T𝛼A𝛼𝜇

)︃
𝜓 =

(︃
𝜕𝜇 − i

∑︁
𝐴

𝑇𝐴𝐴𝐴𝜇

)︃
𝜓 , (21.4.2)

其中

𝐴𝐴𝜇 ≡
∑︁
𝛼

𝑒𝛼𝐴A𝛼𝜇 . (21.4.3)

这样, 相应的理论在形式定域变换下不变, 在这个变换下, 场的变换是

𝜓 → 𝑔 𝜓 , (21.4.4)∑︁
𝐴

𝑇𝐴𝐴𝐴𝜇 → 𝑔

(︃∑︁
𝐴

𝑇𝐴𝐴𝐴𝜇

)︃
𝑔−1 − i(𝜕𝜇𝑔)𝑔

−1 , (21.4.5)

其中𝑔(𝑥)是群𝐺的元素并依赖于时空坐标. 变换(21.4.5)一般不保护线性组合(21.4.3)的形式, 由此

我们可以看出规范耦合一般会破缺𝐺, 所以这是完全形式的不变性. 然而, 我们可以暂时忘掉方

程(21.4.3), 将𝐴𝜇𝐴看做不受约束的经典外场, 对物质场以及它们与规范场的相互作用的拉格朗日

量进行分析, 要求这个拉格朗日量在定域变换(21.4.4)和(21.4.5)下不变. 以这种方式, 我们不仅能

确保这个拉格朗日量在真正的定域对称子群G下不变(当𝑒𝛼𝐴 → 0时则在更大的整体对称群𝐺下不

变), 也能确保流, 即物质作用量对A 𝜇
𝛼的变分导数, 在破缺整体对称群𝐺下有正确的变换性质. 然

后, 我们将𝐴𝜇𝐴约束至形式(21.4.3), 并把A 𝜇
𝛼看成量子场, 再给拉格朗日量中加上该场合适的动能

项.

为了探索群𝐺破缺到子群𝐻的含义, 我们继续我们在19.6节的做法. 首先, 将𝜓和𝐴替换成新

场𝜓和𝐴:

𝜓 = 𝛾−1(𝜉)𝜓 , (21.4.6)

𝐴𝜇𝐴 =
∑︁
𝐵

𝐷𝐴𝐵

(︁
𝛾−1(𝜉)

)︁
𝐴𝜇𝐵 , (21.4.7)

其中𝛾(𝜉)是标准𝐺变换, 它消掉了𝜓中的Goldstone玻色子自由度, 而𝐷(𝑔)是𝐺的表示, 它由规范场

构建:

𝑔 𝑇𝐴 𝑔
−1 =

∑︁
𝐵

𝐷𝐵𝐴(𝑔)𝑇𝐵 . (21.4.8)
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这些Goldstone自由度重新出现在𝛾(𝜉)所依赖的时空相关参量𝜉𝑎中. 利用19.6节的计算, 对于定域

变换和整体变换, 变换规则(21.4.4)变成变换

𝜉𝑎 → 𝜉𝑎′ = 𝑓𝑎(𝜉, 𝑔) , (21.4.9)

𝜓 → 𝜓′ = ℎ(𝜉, 𝑔)𝜓 , (21.4.10)

其中ℎ和𝑓定义成

𝑔 𝛾(𝜉) = 𝛾
(︁
𝑓(𝜉, 𝑔)

)︁
ℎ(𝜉, 𝑔) , (21.4.11)

这里的ℎ处在未破缺子群𝐻中. 我们还需要解出𝐴𝜇𝐴的变换规则. 回忆, 根据方程(21.4.5), 在这些定

域变换下, 方程(21.4.2)中规范场的线性组合, 它的变换是

∑︁
𝐴

𝑇𝐴𝐴𝐴𝜇 →
∑︁
𝐴

𝑇𝐴𝐴
′
𝐴𝜇 = 𝑔

[︃∑︁
𝐴

𝑇𝐴𝐴𝐴𝜇 − 𝑖𝑔−1𝜕𝜇𝑔

]︃
𝑔−1 .

给左边和右边分别乘以𝛾−1(𝜉′)和𝛾(𝜉′), 并利用方程(21.4.7), (21.4.8)和(21.4.11), 我们可以将其写

成

i
∑︁
𝐴

𝑇𝐴𝐴
′
𝐴𝜇 = ℎ(𝜉, 𝑔)

[︃
i
∑︁
𝐴

𝑇𝐴𝐴𝐴𝜇 + 𝛾−1(𝜉)[𝑔−1𝜕𝜇𝑔]𝛾(𝜉)

]︃
ℎ−1(𝜉, 𝑔) . (21.4.12)

为了看到如何消掉非齐次项𝑔−1𝜕𝜇𝑔, 我们注意到, 给方程(21.4.11)微分一次并左乘它的逆, 我们就

有

𝛾−1(𝜉′)𝜕𝜇𝛾(𝜉
′) = ℎ(𝜉, 𝑔)𝛾−1(𝜉)[𝑔−1𝜕𝜇𝑔]𝛾(𝜉)ℎ

−1(𝜉, 𝑔)

+ ℎ(𝜉, 𝑔)[𝛾−1(𝜉)𝜕𝜇𝛾(𝜉)]ℎ
−1(𝜉, 𝑔) + ℎ(𝜉, 𝑔)𝜕𝜇ℎ

−1(𝜉, 𝑔) . (21.4.13)

所以, 为了抵消非齐次项, 我们必须从方程(21.4.13)中减掉方程(21.4.12)

𝛾−1(𝜉′)𝜕𝜇𝛾(𝜉
′)− i

∑︁
𝐴

𝑇𝐴𝐴
′
𝐴𝜇

= ℎ(𝜉, 𝑔)

[︃
𝛾−1(𝜉)𝜕𝜇𝛾(𝜉)− i

∑︁
𝐴

𝑇𝐴𝐴𝐴𝜇

]︃
ℎ−1(𝜉, 𝑔)

−
[︁
𝜕𝜇ℎ(𝜉, 𝑔)

]︁
ℎ−1(𝜉, 𝑔) . (21.4.14)

因此, 我们定义新的规范协变量D和E∑︁
𝑎

iD𝑎𝜇𝑥𝑎 +
∑︁
𝑖

iE𝑖𝜇𝑡𝑖 ≡ 𝛾−1(𝜉)𝜕𝜇𝛾(𝜉)− i
∑︁
𝐴

𝑇𝐴𝐴𝐴𝜇 (21.4.15)

它们的变换性质是

D𝑎𝜇 → D ′
𝑎𝜇 , E𝑖𝜇 → E ′

𝑖𝜇 , (21.4.16)

其中, 同方程(19.6.26)以及(19.6.27)一样,

∑︁
𝑎

D ′
𝑎𝜇𝑥𝑎 = ℎ(𝜉, 𝑔)

(︃∑︁
𝑎

D𝑎𝜇𝑥𝑎

)︃
ℎ−1(𝜉, 𝑔) , (21.4.17)

∑︁
𝑎

E ′
𝑖𝜇𝑡𝑖 = ℎ(𝜉, 𝑔)

(︃∑︁
𝑖

E𝑖𝜇𝑡𝑖

)︃
ℎ−1(𝜉, 𝑔) + i

(︁
𝜕𝜇ℎ(𝜉, 𝑔)

)︁
ℎ−1(𝜉, 𝑔) . (21.4.18)
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我们可以用E构建物质场的完全协变导数

D𝜇𝜓 = 𝜕𝜇𝜓 + i
∑︁
𝑖

𝑡𝑖E𝑖𝜇𝜓 (21.4.19)

以及高阶导数, 例如D𝜈D𝜇𝜓, 等等. 由于方程(21.4.12)中有非齐次项, 我们无法随意地给拉格朗日

量中引入𝐴𝐴𝜇或是像(21.4.19)那样引入𝐴𝛼𝜇的协变导数. 然而, 很容易构造一个“旋度”, 使得它在

定域G变换以及整体𝐺变换下均是协变的. 这个旋度是

𝐹𝐴𝜇𝜈 ≡
∑︁
𝐵

𝐷𝐴𝐵

(︁
𝛾−1(𝜉)

)︁(︃
𝜕𝜇𝐴𝐵𝜈 − 𝜕𝜈𝐴𝐵𝜇 −

∑︁
𝐶𝐷

𝐶𝐵𝐶𝐷𝐴𝐶𝜇𝐴𝐷𝜈

)︃
. (21.4.20)

它在形式定域𝐺变换下的变换是

𝐹𝐴𝜇𝜈 → 𝐹 ′
𝐴𝜇𝜈 =

∑︁
𝐵

D𝐴𝐵

(︁
ℎ(𝜉, 𝑔)

)︁
𝐹𝐵𝜇𝜈 . (21.4.21)

因此, 如果拉格朗日量是作为𝜓, D𝑎𝜇, D𝜇𝜓, 𝐹𝐴𝜇𝜈以及高阶协变导数的任意函数构建的, 并且它满

足整体𝐻不变性, 那么这个拉格朗日量在形式定域𝐺变换下就是不变的.

现在我们回到真实情况, 将𝐴𝜇𝐴看做有约束形式(21.4.3)的量子场. 方程(21.4.15)和(21.4.20)现

在变成 ∑︁
𝑎

iD𝑎𝜇𝑥𝑎 +
∑︁
𝑖

iE𝑖𝜇𝑡𝑖

= 𝛾−1𝜕𝜇𝛾(𝜉)− i
∑︁
𝐴𝐵𝛼

𝑇𝐴𝐷𝐴𝐵

(︁
𝛾−1(𝜉)

)︁
𝑒𝛼𝐵A𝛼𝜇 (21.4.22)

和

𝐹𝐴𝜇𝜈 =
∑︁
𝐵𝛼

𝐷𝐴𝐵

(︁
𝛾−1(𝜉)

)︁
𝑒𝛼𝐵 F𝛼𝜇𝜈 , (21.4.23)

其中

F𝛽𝜇𝜈 = 𝜕𝜇A𝛽𝜈 − 𝜕𝜈A𝛽𝜇 −
∑︁
𝛾𝛿

C𝛽𝛾𝛿A𝛾𝜇A𝛿𝜈 , (21.4.24)

C𝛽𝛾𝛿是规范群的结构常数, 它与𝐺的结构常数的关系是∑︁
𝐶𝐷

𝐶𝐵𝐶𝐷 𝑒𝛾𝐶 𝑒𝛿𝐷 =
∑︁
𝛽

C𝛽𝛾𝛿 𝑒𝛽𝐵 . (21.4.25)

我们给拉格朗日量中引入该场的动能项, 即通常的Yang-Mills项

L𝐴 = −1

4

∑︁
𝛼

F𝛼𝜇𝜈F𝛼
𝜇𝜈 , (21.4.26)

其中, 通过A𝛼𝜇的线性变换以及相应的𝑒𝛼𝐴的线性变换, 我们将F𝛼𝜇𝜈F𝛽
𝜇𝜈的系数调成了𝛿𝛼𝛽.

F𝛼𝜇𝜈中的线性项就是𝜕𝜇A𝛼𝜈 − 𝜕𝜈A𝛼𝜇, 所以方程(21.4.26)使得A𝛼𝜇是正则归一化矢量场. 因此,

有效拉格朗日量被取成了𝜓, D𝜇𝜓和D𝑎𝜇的函数, 这个函数在整体𝐻变换下不变, 其它的可能项使

得G守恒而不是𝐺守恒, 而其系数正比于两个或多个𝑒𝛼𝐴因子.
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现在我们来看一看我们能用这些元素构建出什么样的微扰论. 我们知道, 在𝑒𝛼𝐴 → 0的极限

下, 规范玻色子变成无质量粒子, 这时它们与经历对称性自发破缺的物质场退耦. 因此我们可以暂

且假定, 当𝑒𝛼𝐴很小时, 它们的质量是𝑒𝑀阶的, 其中𝑒是𝑒𝛼𝐴的一个特征值(生成元𝑇𝐴已经归一化使

得结构常数量级为1), 而𝑀是导致自发对称性破缺的动力学的特征能量标度. 在我们将要考察的

一般Feynman图中, 它所包含的规范玻色子以及Goldstone玻色子的能量或动量𝑄 . 𝑒𝑀 , 而所有

能量更高的粒子以及质量更大的物质粒子都藏在对有效场论耦合常数的修正中. 这样, 我们的微

扰论将是𝑒和𝑄/𝑀的幂级数展开. 沿用19.4—19.6节的分析, 在这样的图中, 𝑒的幂次和𝑄/𝑀的幂次

的总数是

𝜈 =
∑︁
𝑖

𝑉𝑖(𝑑𝑖 + 𝑒𝑖 − 2) + 2𝐿+ 2 , (21.4.27)

其中𝑉𝑖是𝑖类顶角的个数; 𝑑𝑖和𝑒𝑖分别是𝑖类相互作用中导数的个数和因子𝑒𝛼𝐴的个数; 而𝐿是圈的

个数. 在约束(21.4.3)下, 场𝐴𝐴𝜇或𝐴𝐴𝜇会贡献一个𝑒因子. 方程(21.4.15)表明每个Goldstone玻色

子协变导数D𝑎𝜇会给𝑑𝑖 + 𝑒𝑖贡献+1, 而方程(21.4.19)和(21.4.15)表明D𝑎𝜇的每个额外的协变导数会

给𝑑𝑖 + 𝑒𝑖贡献额外的+1. 拉格朗日量中允许的项均有𝑑𝑖 + 𝑒𝑖 ≥ 2, 所以主导贡献来自于那些完全

由𝑑𝑖 + 𝑒𝑖 = 2的相互作用构建的树图(𝐿 = 0). 这样的相互作用只有Goldstone玻色子动能项

L = −1
2

∑︁
𝑎𝑏

𝐹 2
𝑎𝑏D𝑎𝜇D𝑏

𝜇 , (21.4.28)

Yang-Mills项(21.4.26), 以及关于𝑒𝛼𝐴二阶的可能的对称性破缺非导数项.

为了看到场𝜉𝑎的物理含义, 注意到D𝛼𝜇中的线性项是

(D𝑎𝜇)LIN = 𝜕𝜇𝜉𝑎 −
∑︁
𝛼

𝑒𝛼𝑎A𝛼𝜇 . (21.4.29)

我们会在本章附录证明, 我们总可以选择“幺正规范”, 使得对于所有的𝛼,∑︁
𝑎𝑏

𝐹 2
𝑎𝑏 𝜉𝑎𝑒𝛼𝑏 = 0 , (21.4.30)

这使得方程(21.4.28)中的交叉项为零. 为了阐释这一个条件的含义, 考察所有破缺对称性均是规

范对称性的特殊情况, 任意的𝑥𝑎均能写成规范生成元以及未破缺生成元的线性组合

𝑥𝑎 =
∑︁
𝛼

𝑐𝑎𝛼T𝛼 +
∑︁
𝑖

𝑐𝑎𝑖𝑡𝑖

=
∑︁
𝛼

𝑐𝑎𝛼

(︃∑︁
𝑏

𝑒𝛼𝑏𝑥𝑏 +
∑︁
𝑖

𝑒𝛼𝑖𝑡𝑖

)︃
+
∑︁
𝑖

𝑐𝑎𝑖𝑡𝑖 ,

因此 ∑︁
𝛼

𝑐𝑎𝛼𝑒𝛼𝑏 = 𝛿𝑎𝑏 .

用𝑐𝛼𝑏收缩方程(21.4.30), 我们看到𝜉𝑎 = 0; 所以在这一规范下根本不存在Goldstone玻色子. 更一

般地, 方程(21.4.30)留给我们的Goldstone玻色子不对应规范对称性. 它们中的一些Goldstone玻

色子所对应的𝐺的元素被规范相互作用破缺了, 因而它们的质量是规范耦合的二阶; 它们被称作

赝Goldstone玻色子.
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选择𝜉使得幺正规范条件(21.4.30)得以满足, 这样, 拉格朗日量(21.4.28)的二次项部分就是

(L𝜉)QUAD = −1
2

∑︁
𝑎𝑏

𝐹 2
𝑎𝑏𝜕𝜇𝜉𝑎𝜕

𝜇𝜉𝑏 − 1
2

∑︁
𝛼𝛽

𝜇2𝛼𝛽A𝛼𝜇A𝛽
𝜇 , (21.4.31)

其中

𝜇2𝛼𝛽 =
∑︁
𝑎𝑏

𝐹 2
𝑎𝑏 𝑒𝛼𝑎𝑒𝛽𝑏 . (21.4.32)

它有两个重要的含义. 其一, 我们注意到𝜉𝑎可以表示成正则正交归一化场𝜋𝑎, 即

𝜉𝑎 =
∑︁
𝑏

𝐹−1
𝑎𝑏 𝜋𝑏 , (21.4.33)

其中𝐹𝑎𝑏是正定矩阵𝐹
2
𝑎𝑏的正平方根. 这表明𝐹−1

𝑎𝑏 是像𝐹
−1
𝜋 这种伴随低能Goldstone玻色子发射和吸

收的因子. 其二, 既然A𝛼𝜇已经定义成了正则归一化场, 方程(21.4.31)表明𝜇2𝛼𝛽是矢量玻色子质量

矩阵的平方, 并且它对规范耦合的二阶是成立的, 对于其它所有相互作用, 则到任意阶都成立. 通

过在方程(21.1.7)中使用(21.4.1), 我们很容易看到之前的结果(21.1.7)是方程(21.4.32)的一个特殊

情况, 即

𝐹 2
𝑎𝑏 = −

∑︁
𝑛𝑚𝑙

(𝑥𝑎)𝑛𝑚(𝑥𝑏)𝑛𝑙𝑣𝑚𝑣𝑙 .

方程(21.4.32)也可以认为是21.1节末尾所概述的连续性讨论(符号约定稍有不同)的基础. 它保证

了交换规范玻色子在零规范耦合极限下幸存的效应等于没有规范耦合时交换Goldstone玻色子产

生的效应.

一般情况下, 我们无法计算矩阵𝐹 2
𝑎𝑏, 但是我们知道这个矩阵在未破缺子群𝐻下是不变的, 也

就是说 ∑︁
𝑑

[︁
𝐶𝑖𝑏𝑑𝐹

2
𝑑𝑐 + 𝐶𝑖𝑐𝑑𝐹

2
𝑏𝑑

]︁
= 0 .

这个条件使得我们可以对规范玻色子质量(21.4.32)施加一些有用的约束.

作为一个例子, 我们来考察电弱规范群𝑆𝑈(2) × 𝑈(1)自发破缺到电磁规范群𝑈(1)的情况. 三

个破缺对称性的生成元𝑥𝑎可以取为𝑆𝑈(2)的三个生成元(记做21.3节中的𝑡1, 𝑡2, 𝑡3), 这些生成元中

不含耦合常数因子𝑔, 而未破缺的对称性生成元𝑡可以取成电荷𝑞, 其中也不含因子𝑒. 即, 轻子双重

态上的𝑥𝑎和𝑡表示成矩阵

�⃗� =
1

4
(1 + 𝛾5)

{︂(︂
0 1

1 0

)︂
,

(︂
0 −𝑖
𝑖 0

)︂
,

(︂
1 0

0 −1

)︂}︂
,

𝑡 = −
(︂

0 0

0 1

)︂
.

那么规范生成元就是

T⃗ = 𝑔𝑥 , T𝑦 = 𝑔′(𝑥3 − 𝑡) . (21.4.34)

即, 𝑥𝑎在规范生成元T𝛼中的非零系数𝑒𝛼𝑎是

𝑒11 = 𝑒22 = 𝑒33 = 𝑔 , 𝑒𝑦3 = 𝑔′ .
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另外, 既然𝑡使得3-矢�⃗�经历了围绕3-轴的旋转, 这个未破缺对称性要求矩阵𝐹 2
𝑎𝑏拥有非零分量

𝐹 2
11 = 𝐹 2

22 ≡ 𝐹 2
𝐶 , 𝐹 2

33 ≡ 𝐹 2
𝑁 .

根据方程(21.4.32), 规范玻色子的质量平方矩阵就有非零元

𝜇211 = 𝜇222 = 𝑔2𝐹𝐶 , 𝜇233 = 𝑔2𝐹 2
𝑁 ,

𝜇23𝑦 = 𝑔 𝑔′ 𝐹 2
𝑁 , 𝜇2𝑦𝑦 = 𝑔′2𝐹 2

𝑁 .

它的本征值是

𝑚2
𝑊 = 𝑔2𝐹 2

𝐶 , 𝑚2
𝑍 = (𝑔2 + 𝑔′2)𝐹 2

𝑁 , 𝑚2
𝐴 = 0 . (21.4.35)

为了更进一步, 我们还需要𝐹𝐶和𝐹𝑁之间的关系. 如果在𝑔 = 𝑔′ = 0的极限下, 这个理论在整

体对称群𝐺下不变, 其中群𝐺比𝑆𝑈(2) × 𝑈(1)更大并自发破缺到子群𝐻, 而𝐻本身包含一个三维旋

转使得𝑥在这个旋转下像一个3-矢, 那么这个理论就会提供这样的关系. 这样的未破缺对称性会要

求𝐹 2
𝑎𝑏正比于𝛿𝑎𝑏, 因此

𝐹𝐶 = 𝐹𝑁 .

任何这样的对称性被称为“监督”对称性. 它使得𝑚𝑍/𝑚𝑊拥有21.3节所讨论的成功公式给出的耦

合常数形式

𝑚𝑍/𝑚𝑊 =
√︀

1 + 𝑔′2/𝑔2 = 1/ sin 𝜃 . (21.4.36)

例如, 在𝑆𝑈(2) × 𝑈(1)电弱理论的最简单版本中, 当规范耦合为零时, 标量二重态𝜑的拉格朗

日量(21.3.28)可以写成

(L𝜑)𝑔=𝑔′=0 = −1

2
𝜕𝜇𝜑𝑛𝜕

𝜇𝜑𝑛 −
𝜇2

2
𝜑𝑛𝜑𝑛 −

𝜆

4
(𝜑𝑛𝜑𝑛)

2 ,

其中

𝜑1 ≡ Im𝜑+ , 𝜑2 ≡ Re𝜑+ , 𝜑3 ≡ Im𝜑0 , 𝜑4 ≡ Re𝜑0 .

这个拉格朗日量自动地在“监督”𝑆𝑂(4) ≡ 𝑆𝑈(2)× 𝑆𝑈(2)整体对称群下不变, 而这个群被Re𝜑0的

真空期望值自发破缺到近似未破缺𝑆𝑂(3)监督子群.[29] 如果标量二重态不止一个, 这时标量拉格

朗日量中的质量项以及相互作用项一般不遵循监督对称性, 但是整个推导中只涉及了动能项, 而

动能项总是拥有整个𝑆𝑂(4)对称性, 所以结果(21.4.36)依旧是成立的.

在其它理论中也发现了监督对称性. 例如, 考察这样的理论, 没有标量场, 取而代之, 有

新的加强矢量规范相互作用,[30] 这样的相互作用称作拟色(technicolor)相互作用, 它作用在“拟

夸克”(techniquarks)𝑈𝑟和𝐷𝑟所构成的新𝑆𝑈(2) × 𝑈(1)二重态(𝑈𝑟, 𝐷𝑟)上, 其中𝑟是拟色指标. 只

要𝑈𝑟和𝐷𝑟的左手部分和右手部分在拟色规范群下均以相同的方式变换, 那么在电弱耦合为零的极

限下, 拉格朗日量在群𝑆𝑈(2)× 𝑆𝑈(2)下就是不变的, 其中两个𝑆𝑈(2)分别独立地作用在左手拟夸

克二重态和右手拟夸克二重态上. 根据19.9节中的讨论, 既作用在拟夸克二重态的左手部分, 又作

用在拟夸克二重态的右手部分上的同步𝑆𝑈(2)变换, 它们所构成的子群𝑆𝑈(2)𝑉是不会自发破缺的.

正如色相互作用会导致(𝑢夸克和𝑑夸克质量为零的)量子色动力学的手征𝑆𝑈(2) × 𝑆𝑈(2)对称性会

自发破缺到它的同位旋子群, 我们可以很合理地假定拟色相互作用将会导致𝑆𝑈(2) × 𝑆𝑈(2)自发

破缺到𝑆𝑈(2)𝑉 . 在未破缺对称性𝑆𝑈(2)𝑉下, 电弱生成元�⃗�和T⃗像3-矢那样旋转, 这又一次给出关

系𝐹𝐶 = 𝐹𝑁 , 从而成功地预测了𝑊质量和𝑍质量之间的关系.
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拟色的想法是很吸引人的, 这是因为, 物理的基本标度一般假定(例如在弦理论中)是Planck质

量的能级, 大约为1018GeV, 与这个标度相比, 电弱对称性破缺的特征标度非常小, 而拟色提供了

一个自然的机制来解释为什么电弱对称性在这个标度破缺. 在这里只需假定, 在基本标度之下只

有一个未破缺规范群, 这个规范群由强作用和电弱作用的𝑆𝑈(3) × 𝑆𝑈(2) × 𝑈(1)群和一个拟色规

范群构成, 它们的耦合常数相对较小. 如果拟色相互作用是渐进自由的, 那么同QCD色耦合一样,

拟色耦合会随着能量降低缓慢增强, 在某个远小于基本标度的能量处会变得非常强. 若能量所处

的区间使得拟色耦合变得很强, 那么这个能量就为我们的公式(21.4.32)中出现的参量, 即规范玻色

子质量, 设置了标度, 因此其量级可以假定为300GeV. 既然耦合随着能量降低对数增长, 只要拟

色耦合𝛽-函数与色耦合𝛽-函数的差大小适中, 这个差就能轻易地填补拟色力变强的标度与色力变

强的标度之间的三阶量级差.

不幸的是, 尽管拟色为𝑆𝑈(2) × 𝑈(1)的自发破缺提供了非常吸引人的图景, 但它本身并没有

一个机制可以赋予夸克和轻子质量. 由于这个原因, 可以增加额外的“扩展拟色”规范相互作用, 它

的变换连接了夸克和拟夸克.[31] 这样的理论会有潜在的问题, 例如存在改变味的弱相互作用中性

流, 尽管这些问题可以被克服, 理论为此会变得更加复杂使得它反而不那么吸引人. 基本弱耦合标

量以及对称性的动力学破缺到现在依旧是一个公开的问题.

21.5 电弱作用—强作用的统一理论

我们在15.2节看到, 规范理论对于规范群的每个单子群以及每个𝑈(1)子群会有一个独立的

耦合常数. 因此, 基于规范群𝑆𝑈(2) × 𝑈(1)的电弱理论会有两个独立的耦合, 𝑔和𝑔′. 为了减

少自由参量的个数, 可以认为[32]𝑆𝑈(2) × 𝑈(1)规范群嵌入在一个单纯𝑆𝑈(3)规范群中, 这会给

出𝑔′ = 𝑔/
√
3, 但这种可能性被实验排除了. 在发现量子色动力学之后, 理论家面对的是规范

群𝑆𝑈(3)× 𝑆𝑈(2)× 𝑈(1), 它有三个独立的规范耦合常数: 量子色动力学的耦合𝑔𝑠, 以及电弱相互

作用的耦合𝑔和𝑔′. 为了将这些耦合常数约化至一个自由参量, 一般要将𝑆𝑈(3) × 𝑆𝑈(2) × 𝑈(1)嵌

入在各种单Lie群中:* 𝑆𝑈(4)× 𝑆𝑈(4),[33] 𝑆𝑈(5),[34] 或𝑆𝑂(10).[35] 这样的模型通常被称为大统一

理论.

幸运的是, 仅对𝑆𝑈(3)×𝑆𝑈(2)×𝑈(1)的耦合常数之比而言, 这些模型以及其它一大类模型所

给出的结果并不依赖于单个模型的细节.[36] 这类模型可以由如下的性质表征: 观测到的每代夸克

以及轻子是模型中唯一的费米子, 即使不是, 它们至少在𝑆𝑈(3)× 𝑆𝑈(2)× 𝑈(1)下也要是中性的.

正如15.2节所证明的, 对于任何紧致单Lie群, 对生成元𝑇𝛼有一个传统的选择使得结构常数全

反对称, 这时每个可约表示或不可约表示𝐷满足归一化条件:

Tr{𝑇𝛼𝑇𝛽} = 𝑁𝐷𝛿𝛼𝛽 . (21.5.1)

*群𝑆𝑈(4) × 𝑆𝑈(4)可以通过在两个𝑆𝑈(4)中引入一个离散对称算符构造出来, 这个离散算符的作用是交换两

个𝑆𝑈(4).



21.5 电弱作用—强作用的统一理论 · 239 ·

我们假定所有左手费米子构成𝑛𝑔代:(︂
𝜈𝑒

𝑒

)︂
𝐿

(︂
𝜈𝜇

𝜇

)︂
𝐿

(︂
𝜈𝜏

𝜏

)︂
· · · ,

𝑒𝑅 𝜇𝑅 𝜏𝑅 · · · ,

(︂
𝑢

𝑑

)︂
𝐿

(︂
𝑐

𝑠

)︂
𝐿

(︂
𝑡

𝑏

)︂
𝐿

· · · ,

𝑢𝑅 𝑐𝑅 𝑡𝑅 · · · ,

𝑑𝑅 𝑠𝑅 𝑏𝑅 · · · .

𝑆𝑈(3)生成元1
2𝑔𝑠𝜆3拥有如下的本征值: 对于红色夸克二重态和白色反夸克单态拥有本征值+1

2𝑔𝑠;

对于白色夸克二重态和红色反夸克单态有本征值−1
2𝑔𝑠; 对于所有其它左手费米子则有本征值零;

所以它的平方的迹是

Tr(12𝑔𝑠𝜆3)
2 = 4𝑛𝑔 × (12𝑔𝑠)

2 + 4𝑛𝑔 × (−1
2𝑔𝑠)

2 = 2𝑛𝑔𝑔
2
𝑠 . (21.5.2)

𝑆𝑈(2)生成元𝑡3拥有如下的本征值: 对于中微子以及带2
3电荷的红色夸克, 白色夸克和蓝色夸克有

本征值1
2𝑔; 对于带电轻子以及带−1

3电荷的红色夸克, 白色夸克和蓝色夸克有本征值−1
2𝑔; 对于其

它所有费米子则为零, 所以它的平方有迹

Tr(𝑡3)
2 = [3𝑛𝑔 + 𝑛𝑔]× [(12𝑔)

2 + (−1
2𝑔)

2] = 2𝑛𝑔𝑔
2 . (21.5.3)

最后, 𝑈(1)生成元𝑦 = 𝑡3 − 𝑞拥有如下的本征值: 对于中微子以及带电轻子为1
2𝑔

′; 对于带电反轻子

为−𝑔′; 对于夸克为−1
6𝑔

′; 对于带−2
3电荷的反夸克为

2
3𝑔

′; 对于带1
3电荷的反夸克为−1

3𝑔
′, 所以它的

平方有迹

Tr 𝑦2 = 2𝑛𝑔(
1
2𝑔

′)2 + 𝑛𝑔(−𝑔′)2 + 6𝑛𝑔(−1
6𝑔

′)2 + 3𝑛𝑔(
2
3𝑔

′)2 + 3𝑛𝑔(−1
3𝑔

′)2

= 10
3 𝑛𝑔𝑔

′2 . (21.5.4)

方程(21.5.1)要求迹(21.5.2)—(21.5.4)均相等, 所以在这类将𝑆𝑈(3) × 𝑆𝑈(2) × 𝑈(1)嵌入进一个

单Lie群的模型中, 会给耦合常数附加如下的关系

𝑔2𝑠 = 𝑔2 = 5
3𝑔

′2 . (21.5.5)

现今, 方程(21.5.5)与耦合常数的观测值完全不一致. 比值𝑔′2/𝑔2 = 3
5给出电弱混合角sin2 𝜃 ≡

𝑔′2/(𝑔2 + 𝑔′2) = 3
8 , 而实验值是sin 𝜃 = 0.231. 更糟的是, 强作用耦合𝑔2𝑠显然远大于𝑔

2和𝑔′2.

解决这一问题的方法[36]是: 当单纯规范群自发破缺到𝑆𝑈(3) × 𝑆𝑈(2) × 𝑈(1)时, 部分规范玻

色子会获得特征质量𝑀 [47], 而仅当测量耦合所处的能量标度与𝑀不相上下时, 类似方程(21.5.5)这

样的耦合常数关系才是成立的. 如果测量耦合所处的能量𝐸远小于𝑀 , 那么就会一个很大的正比

于ln(𝑀/𝐸)的辐射修正.
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正如第19章所强调的, 若耦合是在两个邻近的能量𝜇和𝜇− d𝜇处测量的, 那么在它们的关系中

就没有大对数,所以,对这一关系从𝑀往下积到𝐸,我们就能避开大对数从而计算出能量𝐸 ≪𝑀处

的耦合. 为了实现这一点, 我们只需要耦合在整个积分范围内都很小这个条件. 对于有𝑛𝑔代费米子

的𝑆𝑈(3)× 𝑆𝑈(2)× 𝑈(1)耦合, 方程(18.7.2)给出**

𝜇
d

d𝜇
𝑔𝑠(𝜇) = −𝑔

3
𝑠(𝜇)

4π2

(︂
11

4
− 𝑛𝑔

3

)︂
, (21.5.6)

𝜇
d

d𝜇
𝑔(𝜇) = −𝑔

3(𝜇)

4π2

(︂
11

6
− 𝑛𝑔

3

)︂
, (21.5.7)

𝜇
d

d𝜇
𝑔′(𝜇) = −𝑔

′3(𝜇)

4π2

(︂
−5𝑛𝑔

9

)︂
. (21.5.8)

这些方程的解是

1

𝑔2𝑠(𝜇)
=

1

𝑔2𝑠(𝑀)
− 1

8π2

(︂
11− 4𝑛𝑔

3

)︂
ln

(︂
𝑀

𝜇

)︂
, (21.5.9)

1

𝑔2(𝜇)
=

1

𝑔2(𝑀)
− 1

8π2

(︂
22

3
− 4𝑛𝑔

3

)︂
ln

(︂
𝑀

𝜇

)︂
, (21.5.10)

1

𝑔′2(𝜇)
=

1

𝑔′2(𝑀)
− 1

8π2

(︂
−20𝑛𝑔

9

)︂
ln

(︂
𝑀

𝜇

)︂
. (21.5.11)

另外, 方程(21.5.5)应该解释成

𝑔2𝑠(𝑀) = 𝑔2(𝑀) = 5
3𝑔

′2(𝑀) . (21.5.12)

因此, 我们可以消掉耦合(21.5.12)和代的个数, 其一是从方程(21.5.9)中减掉方程(21.5.10):

1

𝑔2𝑠(𝜇)
− 1

𝑔2(𝜇)
= − 11

24π2
ln

(︂
𝑀

𝜇

)︂
, (21.5.13)

其二是从方程(21.5.10)中减掉3/5倍的方程(21.5.11):

1

𝑔2(𝜇)
− 3

5𝑔′2(𝜇)
= − 11

12π2
ln

(︂
𝑀

𝜇

)︂
. (21.5.14)

取这两个方程的比值, 这给出了sin2 𝜃 ≡ 𝑔′2/(𝑔2 + 𝑔′2)的公式:

sin2 𝜃 =
1

6
+

5𝑒2(𝑚𝑍)

9𝑔2𝑠(𝑚𝑍)
. (21.5.15)

在这个公式中, 我们取𝜇为测量sin2 𝜃的过程的特征能量, 即, 𝜇 ≈ 𝑚𝑍 . 它的好处是我们所用的重整

化群方程(21.5.6)—(21.5.8)将处在𝑚𝑍的上方, 在这个能量范围内, 𝑆𝑈(2) × 𝑈(1)对称性破缺对这

些方程的影响不大. 综合方程(21.5.13)和(21.5.14), 我们还能给出大统一标度𝑀的一个公式:

ln

(︂
𝑀

𝑚𝑍

)︂
=

4π2

11𝑒2

(︂
1− 8𝑒2(𝑚𝑍)

3𝑔2𝑠(𝑚𝑍)

)︂
, (21.5.16)

**若直接用方程(18.7.2)和(18.7.3)进行计算,那么方程(21.5.6)和(21.5.7)括号中的第二项应该是−𝑛𝑓/6,这里的𝑛𝑓是

各个𝑆𝑈(𝑁)规范群定义表示中费米子的数目. 但是这个计算基于如下的假定: 左手费米子和右手费米子处在规范群的

同一表示中. 如果我们只计数左手费米子(以及反费米子), 那么方程(21.5.6)和(21.5.7)括号中的第二项应该是−𝑛𝑓/12.

对于𝑆𝑈(3), 每代有两个左手夸克三重态和两个左手反夸克三重态, 所以𝑛𝑓 = 4𝑛𝑔, 但对于𝑆𝑈(2), 每代有3个左手夸

克二重态和一个左手轻子二重态, 所以依然有𝑛𝑓 = 4𝑛𝑔. 对于𝑈(1), 𝛽-函数是𝑔′/24π2乘以左手费米子以及反费米子

的𝑈(1)荷的平方和(对比方程(18.2.38)), 而根据方程(21.5.4), 这是(𝑔′/24π2)× (10𝑛𝑔𝑔
′2/3).
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其中, 为了避免电弱对称性破缺影响重整化群方程, 我们依旧取𝑚𝑍阶的𝜇.

我们在18.2节看到, 𝑒(𝜇)在𝜇 ≈ 𝑚𝑍处的值是𝑒(𝑚𝑍)
2/4π = (128.87± 0.12)−1. 这是用真空极化

定义的电荷, 是传统(Gell-Mann–Low)形式. 为了与𝑔𝑠, 𝑔
′和𝑔进行比较, 更好的做法是使用修正最

小减除(像18.6节中那样)定义的耦合: 𝑒(𝑚𝑍)
2/4π = (127.9 ± 0.1)−1. 方程(21.5.13)和(21.5.14)中

最大的不确定性来自于𝑔2𝑠(𝑚𝑍)的值. 正如我们18.7节讨论过的, 从低能数据外推出的𝑔𝑠给

出𝑔2𝑠(𝑚𝑍)/4π = 0.118 ± 0.006, 但是直接测量𝑍0到强子的衰变速率给出𝑔2𝑠(𝑚𝑍)/4π = 0.120 ±
0.0025. 对于𝑔2𝑠(𝑚𝑍)/4π = 0.118和𝑒(𝑚𝑍)

2/4π = 1/128, 方程(21.5.15)和(21.5.16)给出sin2 𝜃 =

0.203和𝑀 ≈ 1.1× 1015GeV.

在描述普通能量下的物理的有效作用量中, 不可重整项被压低了, 正如我们在21.3节所提及

的, 我们没有什么理由期待不可重整项依旧使得重子数和轻子数守恒, 所以我们预期会出现一

个(𝑆𝑈(3)× 𝑆𝑈(2)× 𝑈(1))守恒的四费米子(3个夸克和1个轻子)相互作用, 基于量纲分析, 相互作

用的系数应该是𝑀−2阶. 依次为基础首次估计出了质子寿命, 其量级大约是1032年.[36] 在参考文

献33—35的模型中以及这一类的模型中, 交换质量为𝑀阶的规范玻色子会给出这种重子数不守恒

以及轻子数不守恒的四费米子相互作用. 更一般地, 一旦标准模型解释了为什么重子数不守恒过

程以及轻子数不守恒过程被自然地压低了, 就再也没有任何理由相信重子数或轻子数是精确守恒

的.

我们看到预测值(21.5.15)与sin2 𝜃的测量值相当接近. 但是现在测量和计算的精确度都足

以表明它们并非完全一致. 超对称理论中出现的额外粒子会移除这个偏差,[36a] 并给出𝑀 ≃
2 × 1016Gev, 比之前大约大一个数量级.[36b] 非常有趣的是, 这个𝑀与1018GeV相差的不是特别

大, 而这时引力相互作用变强了. 由于质子寿命正比于𝑀4, 这个更大的𝑀还延长了质子寿命.

21.6 超导*

与本书的主要研究对象——基本粒子相比, 超导是一个相当不同的现象, 但是这个现象值得

我们对此进行一些考察, 一方面是因为这是最早的规范对称性自发破缺的真实例子, 另一方面, 作

为一个特别有启发性的例子, 它体现出了有效场论以及拓扑方法在场论中的威力.

所谓超导体, 就是电磁规范不变性自发破缺的材料.** 若要解释这一对称性为什么破缺以及

在什么温度破缺, 我们还需要细致的动力学理论, 但是若目的是推导超导体的最显著特征, 例如完

全抗磁性, 通量量子化, 零电阻, 两个不同电压超导体层隙上的交流电, 这样的动力学理论是不必

要的. 我们将会看到, 类似我们对软𝜋介子的处理方法, 我们仅依靠Goldstone模式的一般性质就可

以解出这些规范不变性破缺造成的结果.[39]

任意系统的作用量在规范变换下不变, 而规范变换在cgs单位制下的形式是

𝐴𝜇(𝑥) → 𝐴𝜇(𝑥) + 𝜕𝜇Λ(𝑥) , (21.6.1)

𝜓𝑛(𝑥) → exp
(︁
i𝑞𝑛Λ(𝑥)/~

)︁
𝜓𝑛(𝑥) , (21.6.2)

*本节或多或少的处在本书的发展主线之外, 可以在第一次阅读时跳过.
**在历史上, 这并非大多数专家对超导体持有的看法. 尽管在早期的唯像理论中, 电磁规范不变性就已经被破坏了,

但是这一点更多地被看成是一种干扰而不是启发. Bardeen(巴丁), Cooper(库珀)和Schrieffer(施里弗)[37]的原创性论

文中首次给出了超导体的微观理论, 但是对称性破缺却从未提起过. Anderson(安德森)[38]随后强调了破缺对称性在超

导体中的重要作用, 然而, 即使在今天, 大多数教科书用细致的动力学模型来解释超导, 对称性破缺却鲜少提及.
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其中Λ(𝑥)是任意函数, 而𝑞𝑛是场𝜓𝑛消灭的电荷. 所有电荷均假定是电子电荷−𝑒的整数倍, 所

以规范群是紧致的: Λ和Λ + 2π~/𝑒被视为等价的相位. 在超导体中, 这个对称群被携带电

荷−2𝑒的算符(例如两个电子场的乘积)的真空期望值破缺, 所以存在一个未破缺的𝑍2子群, 它

由Λ = 0和Λ = π~/𝑒的规范变换构成.

我们引入Goldstone玻色场𝜑(𝑥), 方法是将所有带荷场写成

𝜓𝑛(𝑥) = exp
(︁
i𝑞𝑛𝜑(𝑥)/~

)︁
𝜓𝑛(𝑥) . (21.6.3)

场𝜑(𝑥)参数化了陪集空间𝑈(1)/𝑍2, 所以它被赋予了规范变换性质

𝜑(𝑥) → 𝜑(𝑥) + Λ(𝑥) . (21.6.4)

由于𝜑(𝑥)参数化的是𝑈(1)/𝑍2而不是𝑈(1), 我们要将𝜑(𝑥) + π~/𝑒等同为𝜑(𝑥). 所有𝜓𝑛(𝑥)都是
规范不变的, 所以积掉它们后留下的拉格朗日量仅是𝜑和𝐴𝜇的泛函并且规范不变. 由此得出,

Goldstone场和电磁场的拉格朗日量可以写成

𝐿 = −1
4

∫︁
d3𝑥𝐹𝜇𝜈𝐹

𝜇𝜈 + 𝐿𝑠[𝐴𝜇 − 𝜕𝜇𝜑] , (21.6.5)

其中𝐿𝑠是不完全知道的泛函. 这里的电流和电荷密度是

J(𝑥) =
𝛿𝐿𝑠
𝛿A(𝑥)

, (21.6.6)

𝐽0(𝑥) = − 𝛿𝐿𝑠
𝛿𝐴0(𝑥)

= − 𝛿𝐿𝑠

𝛿�̇�(𝑥) .
(21.6.7)

那么Goldstone玻色场的运动方程就是

𝜕

𝜕𝑡

𝛿𝐿𝑠

𝛿�̇�(𝑥)
=

𝛿𝐿𝑠
𝛿𝜑(𝑥)

= ∇ · 𝛿𝐿𝑠
𝛿A(𝑥)

, (21.6.8)

根据方程(21.6.6)和(21.6.7), 这等价于电荷守恒律

∇ · J+
𝜕

𝜕𝑡
𝐽0 = 0 . (21.6.9)

现在, 我们来看一下这个形式理论是如何解释超导体的超常性质. 关于𝐿𝑠, 我们仅需要假定

系统在没有Goldstone场或者外电磁场时是稳定的, 这使得能量在𝐴𝜇 = 𝜕𝜇𝜑处是极小值, 并且它

对𝐴𝜇 − 𝜕𝜇𝜑的二阶导数不为零.

一个显然的结果是, 在很大的超导体的内部, 边界条件变得不重要的地方, 电磁场是纯规范:

𝐴𝜇 = 𝜕𝜇𝜑 , (21.6.10)

特别地, 这使得磁场必须为零. 这称为Meissner(迈斯纳)效应. 对于所谓的“超导体的内部”, 我们

可以稍微做一些定量描述. 当方程(21.6.10)满足时, 能量是最小值, 所以对于比较小的|A −∇𝜑|,
能量的量级必须是|A−∇𝜑|2𝐿3/𝜆2, 其中𝜆是某种长度, 它依赖材料的特性, 而𝐿3是超导体的体积.

如果一个量级为𝐵的磁场穿透了超导体, 那么|A−∇𝜑|的量级就是𝐵𝐿, 所以允许磁场进入超导体
所耗费的能量在量级是𝐵2𝐿5/𝜆2. 另一方面, 从体积为𝐿3的超导体中将磁场𝐵驱逐出去耗费的能
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量在量级上是𝐵2𝐿3. 因此, 如果𝐵2𝐿5/𝜆 ≫ 𝐵2𝐿3, 换句话说, 如果𝐿 ≫ 𝜆, 那么超导体会将弱磁场

从内部驱逐出去. 由于这个原因, 𝜆被称为超导体的穿透深度(penetration depth).

基于能量的相同考察告诉我们, 对于任何超导材料, 存在临界磁场, 当磁场强度在此之上时,

超导性就消失了. 若材料在零磁场下有超导性, 这意味着单位体积材料在正常状态下所拥有的能

量高于它在超导态下拥有的能量, 假定这个能量差为Δ. 当一个线性尺度远大于𝜆的超导体处在磁

场𝐵中时, 大部分磁场都被排除出去了, 单位体积所耗费的能量是𝐵2/2. 因此, 从能量方面考虑,

当且仅当磁场低于临界值

𝐵𝑐 =
√
2Δ , (21.6.11)

这个材料才能处在超导态上. (这是均匀超导体的情况. 我们会在下面看到, 对于特定种类的超导

体, 通过形成狭窄的涡旋线, 可以使得有限范围内的磁场在𝐵𝑐在上, 涡旋线的核心是正常金属, 但

大部分材料依旧持有超导性.) 对于𝐵 < 𝐵𝑐的磁场, 它会渗入超导体, 穿透的深度是𝜆, 但这并不会

破坏这一层上的超导性; 实际情况也确实如此, 正如场方程∇×B = J所表明的, 超导体中流淌的

电流就在表面这层上.

考察一个粗超导线, 其厚度远大于𝜆, 现在将这个超导线弯成闭合的圈. 在线的内部我们可以

指出一个闭合的围道C , |A−∇𝜑|在这个围道上必须为零. 这并不意味着A或𝜑在这个围道上为零,

但我们清楚的是, 𝜑沿着这个围道走一圈必须回到它的等价值, 因而只能相差𝑛π~/𝑒, 其中𝑛是整数.

这样, 由Stokes定理可以得出, 对于C所围绕的曲面A , 穿过A的磁通量必须服从通量量子化规则∫︁
A
B · dS =

∮︁
C
A · dx =

∮︁
C
∇𝜑 · dx =

𝑛π~
𝑒

. (21.6.12)

保持磁通量(21.6.12)的电流流淌在厚度为𝜆的层中, 而这个电流层就在超导体表面的下部.

通量的量子化表明这个电流不能光滑地衰减, 但是它可以跳跃式的衰减使得通量(21.6.12)减

少π~/𝑒的整数倍, 所以在超导体中没有通常意义下的电阻.

通过考察超导体中的时间相关效应, 我们可以证明, 在比闭合圈更普遍的情况中, 超导体中依

然没有电阻. 注意到方程(21.6.7)可以解释为如下的陈述: −𝐽0正则共轭于𝜑. 因此哈密顿量𝐻𝑠应

该视为𝜑和𝐽0的泛函而非𝜑和�̇�的泛函, 而𝜑的时间相关性由哈密顿方程给出

�̇�(𝑥) =
𝛿𝐻𝑠

𝛿(−𝐽0(𝑥))
. (21.6.13)

现在, 任意点的“电压”𝑉 (𝑥)正是是该点能量密度对电荷密度的变化率, 所以方程(21.6.13)给出

了Goldstone玻色场的时间相关性

�̇�(𝑥) = −𝑉 (𝑥) . (21.6.14)

由此得出, 对于一段超导线, 若它携带稳定的电流, 且场与时间无关, 那么它两端的电压差必须为

零, 若非如此, 𝜑(𝑥)就会有一个与时间相关的梯度. 电压差对于有限大的电流却为零, 这正是零电

阻的含义.

现在考察这样的情况: 在两片超导体材料之间有一段空隙. 由于沿着空隙表面没有任何梯度

或矢量势, 规范不变性要求𝐿𝑠只能依赖于两个超导体中Goldstone玻色场的差Δ𝜑:

𝐿junction = A 𝐹 (Δ𝜑) , (21.6.15)
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其中A是结(junction, 即两个超导体接合的部分)的面积. 更进一步, 在不带来任何物理效应的前

提下, 我们可以将任意一个超导体中的𝜑偏移π~/𝑒的整数倍, 所以函数𝐹必须是周期的:†

𝐹 (Δ𝜑) = 𝐹 (Δ𝜑+ π~𝑛/𝑒) . (21.6.16)

将结放在矢量势A中, 通过考察这样的情况, 我们可以计算出流经空隙的电流. 那么, 在这样的情

况下, 规范不变性告诉我们, 取代Δ𝜑, 函数𝐹必须依赖于

Δ𝐴𝜑 =

∫︁
dx · (∇𝜑−A) ,

这个积分取在连接两个超导体的线上. 那么方程(21.6.6)表明电流密度是

J =
𝛿𝐿junction

𝛿A
= −n̂𝐹 ′(Δ𝐴𝜑) ,

其中n̂是垂直于空隙的单位矢量. 我们现在可以去掉矢量势, 得到电流

J = −n̂𝐹 ′(Δ𝜑) . (21.6.17)

如果我们现在假定两个超导体持有均匀的电压, 且电压差是Δ𝑉 , 那么, 根据方程(21.6.14),

Goldstone玻色场的差会有时间相关性

Δ𝜑 = −𝑡Δ𝑉 +常数项 . (21.6.18)

在方程(21.6.17)中使用上式并回顾方程(21.6.16), 我们看到电流在振荡, 振荡频率是

𝜈 = 𝑒|Δ𝑉 |/π~ . (21.6.19)

这是交流约瑟夫森效应.[40] 对频率和电压的测量可以有非常高的精确度, 所以这个效应为测量常

数𝑒/~提供了一个非常精确的方法.

正如19.6节末尾所指出的, 对于对称性破缺的系统, 当这个系统被带到破缺对称性即将变成未

破缺对称性的临界点附近, 仅用Goldstone模式描述这个系统是不够的. 这种情况下, Goldstone模

式在长波长极限下会伴随着几个频率接近于零的模式, 这几个模式与Goldstone模式合起来构成了

规范群的一个线性表示，这种表示通常是不可约的, 而这些模式被称为序参量. 由于任何的非定

域性都由微观距离尺度(例如电子-电子平均间隔)表征, 与电磁场和Goldstone场产生变化的尺度

相比, 这个尺度要小得多, 所以有理由假定, 缓慢变化外场中的超导体可以用一个定域序参量进行

描述. 对于超导体, 这个序参量的性质没有什么疑问. 𝑈(1)群的非平庸不可约线性表示只能是一

个实2-矢𝜓𝑛, 或者等价的Goldstone模式𝜑和模长场𝜌, 它们的关系是

𝜓1 + i𝜓2 = 𝜌 exp
(︁
2i𝑒𝜑/~

)︁
≡ 𝜓 . (21.6.20)

为了使得𝜓𝑛在Λ = π~/𝑒(没有更小的Λ)的规范变换下标不变, 指数中i𝜑的系数必须是2𝑒/~. 对于近
似均匀且时间无关的系统, 当其处在对称性破缺相变附近时, 序参量很小并且在空间中的变化很

小, 所以外矢势A中的拉格朗日量可以近似(从现在起使用~ = 1的自然单位值)为

𝐿𝑠 ≃
∫︁

d3𝑥

[︂
−1

2

(︁
∇𝜓𝑛 − 2i𝑒 𝑡𝑛𝑚A𝜓𝑚

)︁2
+ 1

2𝑚
2𝜓𝑛𝜓𝑛 − 1

4𝑔(𝜓𝑛𝜓𝑛)
2

]︂
, (21.6.21)

†Josephson计算出了这个函数,[40] 他发现这个函数正比于cos(2𝑒Δ𝜑/~), 但这是个近似结果, 不过周期性是精确的.
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其中𝑡是厄米𝑈(1)生成元

𝑡 =

(︃
0 −i

i 0

)︃
,

为了给出有下界的哈密顿量, 𝑔必须取成正数. 这是超导性的Ginzburg-Landau理论.[41] 从下面将

要呈现的超导体的微观理论出发, 假定短程势并假定温度在材料将要丢失超导性的临界温度附近,

Gor’kov[42]在这一情况下导出了这个理论.

以𝜌和𝜑的形式, 方程(21.6.21)变成

𝐿𝑠 ≃
∫︁

d3𝑥

[︂
−2𝑒2𝜌2

(︁
∇𝜑−A

)︁2
+ 1

2𝑚
2𝜌2 − 1

4𝑔𝜌
4 − 1

2

(︁
∇𝜌
)︁2]︂

, (21.6.22)

那么场方程变成

∇×B = 4𝑒2𝜌2(∇𝜑−A) , (21.6.23)

∇2𝜌 = −𝑚2𝜌+ 𝑔𝜌3 + 4𝑒2𝜌(∇𝜑−A)2 . (21.6.24)

如果场方程对于𝜌 ̸= 0是满足的, 那么𝑈(1)对称性就破缺了, 𝑚2 > 0的无外场各项同性材料就是这

样的情况, 在这种情况下𝜌取值⟨𝜌⟩ = 𝑚/
√
𝑔. 前面穿透深度𝜆的定义是−1

2(∇𝜑−A)2系数的平方根

的倒数, 所以

𝜆 =
1√︀

4𝑒2⟨𝜌⟩2
=

√
𝑔

2𝑒𝑚
. (21.6.25)

根据方程(21.6.23), 这个长度表征了磁场开始发生变化的距离. 另一方面, 表征模长𝜌发生变化的

距离尺度称为关联长度, 根据方程(21.6.24), 它是††

𝜉 = 1/𝑚
√
2 . (21.6.26)

另外, 𝜌 = ⟨𝜌⟩的超导态与𝜌 = 0的正常态相比, 它每单位体积所拥有的能量要少

Δ = 1
2𝑚

2⟨𝜌⟩2 − 1
4⟨𝜌⟩4 = 𝑚4/4𝑔 . (21.6.27)

从方程(21.6.25)—(21.6.27)中消掉参量𝑚和𝑔, 我们发现了可观测量𝜆, 𝜉和Δ之间一个重要的近似

关系:

Δ ≃ 1

8𝑒2𝜆2𝜉2
. (21.6.28)

在超导涡旋线的动力学中, 模长场变得非常重要. 对于特定类型的超导体, 当其所处的磁场足

够强使得在能量上允许磁通量管可以穿透材料, 它们就会出现, 而这种磁通量管被称为涡旋线.[43]

(涡旋线出现的条件会在下面进行讨论.) 我们围绕通量管在距离远大于穿透深度的地方画一条闭

合的曲线C , 在这里磁场为零, 重复方程(21.6.12)中的讨论, 我们看到穿过C围绕的面积A的磁通

量等于围绕曲线的荷𝜑，因而等于通量量子π/𝑒的整数倍, 与流经一个厚超导环的磁通量相同. 在

这里这个通量不为零, 在每个通量管内部都必须有一条线使得电磁规范不变性在这条线上是未破

缺的. 为了看到这点, 注意到, 如果我们将曲线C收缩至强磁场区域, ∇𝜑 = A不再成立, 但是𝜑围

绕曲线的变化必须仍然是π/𝑒的整数倍, 所以, 根据连续性, 它是不可能发生变化的. 因此, 我们最

后必然会遇到一条线(可想象的有限厚度), 𝜌在这条线上为零, 这使得𝜑的定义变得病态的. (这是

††给𝑚乘了因子
√
2是因为方程(21.6.24)中的函数−𝑚2𝜌+ 𝑔𝜌3在𝜌 = ⟨𝜌⟩处的导数是2𝑚2.
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我们将在第23章所要使用的一类拓扑推理中的一个基础例子.) 在这条线附近我们必须将𝜌和𝜑视

为动力学变量.

磁通量量子化表明, 拥有最小通量π/𝑒的超导涡旋线是稳定的. 拥有更高通量的涡旋线无

法简简单单地凭空消失, 但是磁通量量子化自身并不能阻止这个涡旋线分裂成通量更小的涡旋

线. Bogomol’nyi[43a]证明了, 仅当𝜆 > 𝜉时, 对于通量𝑛π/𝑒的涡旋线, 其中𝑛 > 1, 它分裂成𝑛个通量

为π/𝑒的涡旋线会更稳定.

由于这个原因以及其它几个原因, 可以方便地将超导体分为两类: 𝜉 > 𝜆的I型超导体(除了铌

以外的绝大多数纯金属), 以及𝜆 > 𝜉的II型超导体(铌以及绝大多数合金). 在电弱标准模型中, 相

应的区分是标量质量(类似于1/𝜉)是小于还是大于𝑊以及𝑍质量(类似于1/𝜆).

从关联长度𝜉以及穿透深度𝜆的定义中, 我们可以推出, 模长参量将会从涡旋中心线处的零往

上升, 当它从中心线往外走大约关联长度𝜉这样长的距离后到达它的均衡值⟨𝜌⟩, 而磁场会从中心线
往外开始衰减, 大约到穿透深度𝜆处就几近为零. 因此, 在𝜉 ≫ 𝜆的I型超导体中, 涡旋解的结构是:

内部的细圆柱接近正常的金属, 在这层中磁场掉落至零, 外层环绕的圆筒很厚, 模长参量在这个圆

筒中升至它的渐进值⟨𝜌⟩. 与之相反的是, 涡旋在𝜆 ≫ 𝜉的II型超导体中的结构是: 内部的圆柱中是

常磁场, 模长参量在这层中升至它的渐进值⟨𝜌⟩, 而外层环绕的是厚得多的超导材料, 这层中磁场

掉落至零. 对于两种超导体以及任意的磁场, 涡旋解总是存在的, 但是正如我们即将要看到的, 仅

对于II型超导体以及有限范围的磁场强度, 从能量上看才是倾向产生涡旋线的.

每个涡旋线横截面面积大约是π𝜉2的量级, 在截面内, 材料处在正常态或者接近正常态, 所以

为了制造这些涡旋线单位体积所要求的额外能量大约是N π𝜉2Δ, 这里N 是单位面积中涡旋线的

数目. 涡旋线的密度限制在N < 1/π𝜉2, 若非如此, 正常金属的圆柱层会重叠, 而这时视材料处在

它的正常态上. 如果N < 1/π𝜆2, 1 − N π𝜆2的材料中的磁场会被排除出去, 如果N > 1/π𝜆2, 全

部材料中的磁场会被排除出去, 所以, 相对于无磁场时的超导态, 单位体积涡旋态的能量是

𝑊𝑉 ≈ N π𝜉2Δ+ 1
2𝐵

2 ×
{︃

1− N π𝜆2

0

N ≤ 1/π𝜆2

N ≥ 1/π𝜆2
. (21.6.29)

(这里保留1
2和π这样的数值因子是为了提醒读者这些表达式的起源, 但不宜过分看重.) 相较于超

导态, 正常金属单位体积能量超出的部分是𝑊𝑁 = +Δ, 而为了将所有磁场从超导体中排除出去,

单位体积需要的能量是𝑊𝑆 = 𝐵2/2. 对于给定的磁场, 通过找出𝑊𝑆 , 𝑊𝑁和𝑊𝑉中最小的那一个,

我们可以决定出材料处在那个态上.

在I型超导体中, 我们必须要对大于临界值𝐵𝑐 ≡
√
2Δ的磁场和小于临界值𝐵𝑐的磁场进行

区分. 回忆起我们有N < 1/π𝜉2, 而I型超导体又有𝜉 > 𝜆, 所以我们有N < 1/π𝜆2. 因此

当𝐵 < 𝐵𝑐时, 方程(21.6.29)给出𝑊𝑉 > 1
2𝐵

2 + N π(𝜉2 − 𝜆2)Δ > 𝑊𝑆 , 所以不可能存在超导态. 另

外, 对于这样的场, 𝑊𝑁 > 𝑊𝑆 , 所以材料处在超导态上. 另一方面, 当𝐵 > 𝐵𝑐时, 方程(21.6.29)给

出𝑊𝑉 > Δ[1 + N π(𝜉2 − 𝜆2)] > 𝑊𝑁 , 所以这时同样没有涡旋线. 另外, 对于这样的场, 𝑊𝑆 > 𝑊𝑁 ,

所以材料处在它的正常态上.

在II型超导体中, 我们需要将磁场划分成3个范围: 𝐵 < 𝐵𝑐1, 𝐵𝑐1 < 𝐵 < 𝐵𝑐2, 以及𝐵 > 𝐵𝑐2,

其中𝐵𝑐1和𝐵𝑐2是一对临界场, 它们的量级大约是

𝐵𝑐1 ≈
√
2Δ 𝜉/𝜆 , 𝐵𝑐2 ≈

√
2Δ𝜆/𝜉 .
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正如我们所看到的, 对于II型超导体, 唯一的稳定涡旋线是那些拥有最小通量‡π/𝑒的涡旋线, 所

以在磁场𝐵中, 我们应该设方程(21.6.29)中的单位体积涡旋线数目N 等于𝑒𝐵/π. 当𝐵 < 𝐵𝑐1时,

我们可以用方程(21.6.28)证明𝑒𝐵/π < 1/π𝜆2. 因此, 方程(21.6.29)中涡旋线密度的系数π𝜉2Δ −
1
2𝐵

2𝜆2是正值, 所以这时𝑊𝑉 > 𝑊𝑆 , 因此在𝐵 < 𝐵𝑐1时没有涡旋线. 另外, 对于这样的场, 𝑊𝑁 >

𝑊𝑆 , 所以材料是完全超导的. 当𝐵 > 𝐵𝑐1时, 方程(21.6.28)表明涡旋密度N = 𝑒𝐵/π大于1/π𝜆2, 所

以在涡旋态中, 磁场完全穿透了超导体，单位体积的能量由方程(21.6.29)和(21.6.28)给出, 它是

𝑊𝑉 ≈ N π𝜉2Δ = 𝑒𝐵𝜉2Δ ≈ (𝐵/𝐵𝑐2)𝑊𝑁 ≈ (𝐵𝑐1/𝐵)𝑊𝑆 .

因此当𝐵𝑐1 < 𝐵 < 𝐵𝑐2时, 我们有𝑊𝑉 < 𝑊𝑁和𝑊𝑉 < 𝑊𝑆 , 所以材料处在它的涡旋态上. 当𝐵 >

𝐵𝑐2时, 我们仍然有𝑊𝑉 < 𝑊𝑆但现在𝑊𝑁 < 𝑊𝑉 , 所以涡旋消失了并且所有超导性被破坏了. 从前

面的推导中可以看出𝜆 ≫ 𝜉的II性超导体能够携带远高于临界值𝐵𝑐 ≈
√
Δ的磁场, 这在超导体的

工程应用中非常重要, 高能加速器中的磁铁就是其中的一个例子.

仅当材料处在正常态和超导态的相变点附近时, Ginzburg-Landau理论才是成立的, 所以我们

在涡旋线的中心使用它, 这里𝜌掉落至零. 在涡旋线中心附近, 我们可以忽视它的曲率并假定柱对

称性. 将场A−∇𝜑取成只有方位角分量:(︁
A−∇𝜑

)︁
𝜃
= 𝐴(𝑟) , (21.6.30)

这使得磁场只有轴向分量:

𝐵𝑧 =
(︁
∇× (A−∇𝜑)

)︁
𝑧
= 𝐴′(𝑟) +𝐴(𝑟)/𝑟 , (21.6.31)

而𝜌只是𝑟的函数. 这样, 涡旋线的结构就由如下这对耦合微分方程控制:

𝐴′′(𝑟) + 𝑟−1𝐴′(𝑟)− 𝑟−2𝐴(𝑟) =
𝜌2(𝑟)𝐴(𝑟)

𝜆2⟨𝜌⟩2 , (21.6.32)

𝜌′′(𝑟) + 𝑟−1𝜌′(𝑟) +
1

2𝜉2

(︂
𝜌(𝑟)− 𝜌3(𝑟)

⟨𝜌⟩2
)︂

= 4𝑒2𝜌(𝑟)𝐴2(𝑟) . (21.6.33)

当𝑟与关联长度𝜉以及穿透深度𝜆相比都很小时, 我们就可以忽略方程(21.6.32)和(21.6.33)中正比

于1/𝜉2的项和正比于1/𝜆2的项, 由此发现简化方程

𝐴′′ +𝐴′/𝑟 −𝐴/𝑟2 = 0 , (21.6.34)

𝜌′′ + 𝜌′/𝑟 = 4𝑒2𝐴2𝜌 . (21.6.35)

方程(21.6.34)有通解

𝐴(𝑟) =
𝐵𝑟

2
+

𝐶

2𝑒𝑟
, (21.6.36)

‡前面给出的通量量子化推动针对的是单个孤立涡旋线的情况, 这个推导在这里不完全适用. 我们将会看到,

当𝐵 > 𝐵𝑐1时, 涡旋线的间隔小于穿透深度𝜆, 所以我们无法通过在一个到涡旋的距离远大于𝜆的地方围着涡旋线画一

个圈, 使得在这个围道C上有A−∇𝜑 = 0. 取而代之, 我们在这里不得不诉诸连续性考察. (M. Tinkham, 私人通讯.)

假定我们用任意连续曲线连接任意两个涡旋线的中心. 我们将在下面证明, 在这条曲线上, 矢量A−∇𝜑将会非常接近

其中的一个涡旋, 但是指向曲线的另一边. 因此, 在每个这样的曲线上至少有一点会有A−∇𝜑 = 0. 因为A−∇𝜑是规

范不变的, 它必须连续, 所以围绕着每个涡旋线存在一个闭合围道C , 使得在C上有A−∇𝜑 = 0.
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其中𝐵是常数, 根据方程(21.6.31)它是沿着涡旋线的磁场, 而𝐶是待定实常数. 将其代入方

程(21.6.35)后发现, 当𝑟 → 0时, 𝜌(𝑟)的解是𝑟|𝐶|和𝑟−|𝐶|的线性组合. 序参量𝜌 exp(2i𝑒𝜑)必须是位置

的光滑函数, 所以我们推出|𝐶|是正整数, 记为ℓ, 那么在𝑟 → 0时就有𝜌 ∝ 𝑟ℓ和𝜑 = ±ℓ𝜙/2𝑒+常数.

注意到, 𝜑的这个解与𝐶 = ±ℓ的方程(21.6.36)是一致的; ∇𝜑的方位角分量在𝑟 → 0时趋于±ℓ/2𝑒𝑟,
而解析性要求A的方位角分量在𝑟 → 0时为零. 通过一个非奇异的规范变换, 我们可以令空间中所

有的𝜑 = ±ℓ𝜙/2𝑒, 所以, 基于与方程(21.6.12)相同的原因, 对于远大于穿透深度的超导体, 其中单

个涡旋线所携带的磁通量是±πℓ/𝑒. 正如我们所预期的, 我们看到序参量不仅在涡旋线中心处为

零, 并且它作为𝑟的幂函数趋于零时, 幂次等于以π/𝑒为单位的磁通量的绝对值.

𝜑的解服从“量子化”条件, 即𝜑(2π)−𝜑(0)是π/𝑒的整数倍, 而这个条件暗示了磁通量的量子化.

对于基于方程(21.6.5)的Goldstone玻色子以及电磁场的理论, 𝜑的条件必须手动加在场方程的解

上, 而对于Ginzburg-Landau方程, 由于这些方程基于序参量的一个近似选择, 所以它们“知晓”这

个条件.

* * *

从电磁规范不变性自发破缺的假定出发, 我们可以直接推导出超导体的大部分显著性质, 尽

管如此, 为了理解超导是怎样发生的以及何时发生的, 我们还需要超导的微观理论. 利用类似于

我们在19.5节和21.4节所用的幂次计数方法, Bardeen, Cooper和Schrieffer[37]对微观超导理论的推

导可以重述为有效场论的语言.[44, 44a] 为此, 假定我们积掉了超导体中离子所附带的自由度,‡‡ 仅

剩下电子之间的有效相互作用. 简单起见, 我们将在零温下进行处理, 并假定在开始的时候没有

外场, 这使得拉格朗日量在平移以及时间反演算符T下不变. 我们同时假定力与自旋无关, 那么

对于仅作用在自旋指标上的𝑆𝑈(2)变换, 这使得拉格朗日量在这个变换下不变, 但是对于作用动

量上的旋转, 我们不需要假定拉格朗日量在这个变换下不变. 这样, 电子就由动量p以及自旋指

标𝑠 = ±1
2表征, 并由湮灭算符𝑎(p, 𝑠, 𝑡)和产生算符𝑎†(p, 𝑠, 𝑡)描述, 其拉格朗日量的形式为

𝐿 = −
∑︁
𝑠

∫︁
d3𝑝 𝑎†(p, 𝑠, 𝑡)

[︂
−i

𝜕

𝜕𝑡
+ 𝐸(p)

]︂
𝑎(p, 𝑠, 𝑡)

+
∑︁

𝑠1𝑠2𝑠3𝑠4

∫︁
d3𝑝1 d

3𝑝2 d
3𝑝3 d

3𝑝4 𝑉𝑠1𝑠2𝑠3𝑠4(p1,p2,p3,p4)

× 𝑎†(p1, 𝑠1, 𝑡)𝑎
†(p2, 𝑠2, 𝑡)𝑎(p3, 𝑠3, 𝑡)𝑎(p4, 𝑠4, 𝑡)𝛿

3(p1 + p2 − p3 − p4)

+ · · · , (21.6.37)

其中“· · · ”代表的是包含6个或者更多产生湮灭算符的项, 𝐸(p)是电子能量减去化学势. 对于自由

电子, 𝐸(p) = p2/2𝑚𝑒 − 𝐸𝐹 , 其中𝐸𝐹是电子在费米面处的能量. 相互作用必然会改变这一函数,

但是, 既然当动量p处在球面|p| = √
2𝑚𝑒𝐸𝐹上时, 自由电子的𝐸(p)为零, 我们理应期待, 在有相互

作用之后, 𝐸(p)仍然会在某个闭合费米面S上为零:

𝐸(p) = 0 对于S上的p . (21.6.38)

‡‡严格来讲, 积掉电子以外的所有自由度是不可能的, 这是因为声子是Goldstone玻色子, 它的频率在波长很大时为

零, 类似于相对论性理论中的无质量粒子. 但是, 声子相互作用的效应不能解释成被离子质量的负幂次所压低的有效电

子-电子相互作用
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根据后面将要阐明的原因, 除了费米面周围一个厚度为𝜅的薄层外, 我们将积掉所有电子.♮ (在后

面我们会通过引入重整化电子-电子势去掉截断𝜅.) 剩下的自由度是动量形式如下的电子

p = k+ n̂(k)ℓ , (21.6.39)

其中k在费米面S上, n̂(k)是k处垂直于费米面的单位矢量, 且有0 ≤ ℓ ≤ 𝜅. 对于这样的动量,

𝐸(p) = 𝑣𝐹 (k)ℓ , (21.6.40)

其中

𝑣𝐹 (k) ≡ n̂(k) ·
(︁
∇p𝐸(p)

)︁
p=k

. (21.6.41)

那么, 波数-频率空间中的电子传播子是

1

𝜔 − 𝑣𝐹 (k)ℓ+ i𝜖
. (21.6.42)

我们现在来考察一般的连通矩阵元在𝜅 → 0时对𝜅的标度率. 我们对于每个圈有一个对频

率的积分, 对于每个内线有一个传播子, 所以, 传播子之积对所有的频率的积分与ℓ的关系将

是ℓ𝐿−𝐼 , 其中𝐿是圈的数目, 𝐼是内线的数目. 在计算ℓ积分的个数时, 要注意的是, 对于一般动量,

方程(21.6.37)中的相互作用项, 它的𝛿-函数约束的是k而不是ℓ. (例如, 如果动量守恒要求两个电子

线的动量p1和p2有总动量P ̸= 0, 那么p1的积分区域是两个厚度为𝜅的球壳的交集, 这两个球壳的

中心则分别是P和零. 这些球壳的交集是厚度为𝜅的闭环, 所以我们要对一个k-分量和两个ℓ积分,

其中k-分量指定了围绕环的位置, 而两个ℓ指定了环截面内的位置.) 因此存在𝐼个对ℓ的积分, 又因

为被积函数趋于ℓ𝐿−𝐼 , 所以矩阵元的形式为

𝑀 ∝ 𝜅𝐿 . (21.6.43)

圈的数目, 内线的数目以及𝑖类顶点数目𝑉𝑖之间有熟悉的关系

𝐿 = 𝐼 −
∑︁
𝑖

𝑉𝑖 + 1 . (21.6.44)

另外, 内线的数目, 顶点的数目以及外线的数目𝐸之间有另一个熟悉的关系

2𝐼 + 𝐸 =
∑︁
𝑖

𝑛𝑖𝑉𝑖 , (21.6.45)

其中𝑛𝑖是𝑖类相互作用中电子算符的数目. 从方程(21.6.44)和(21.6.45)中消掉𝐼, 这给出

𝐿 = 1− 1
2𝐸 + 1

2

∑︁
𝑖

𝑉𝑖(𝑛𝑖 − 2) . (21.6.46)

在作用量中, 𝑛𝑖 = 2的项仅仅改变了函数𝐸(p), 所以它的效应只是偏移了费米面. 真正的相互作用

有𝑛𝑖 > 2, 因此从方程(21.6.43)和(21.6.46)可以看出, 它们在矩阵元中产生的项在𝜅 → 0时所给出

的贡献相对而言可以忽略. 以18.5节的语言, 这意味着所有相互作用都是无关算符. 这也是为什么

在普通金属中费米面附近的电子行为很像自由粒子的原因.

♮ 对于与自旋相关的力, 将会存在两个费米面, 每个费米面对应矩阵𝐸𝑠′𝑠(p)的一个本征值, 这时我们将积掉每个自

旋本征态中相应费米面薄层以外的所有电子.



· 250 · 第 21章 自发破缺的规范对称性

然而, 这一结论有一例外. 如果一对电子线湮没在真空中, 那么平移不变性要求这两条线

的动量大小相等且方向相反, 所以, 如果其中一个动量处在费米面附近, 那么另一个动量也是如

此. (时间反演性要求𝐸(p)是p的偶函数, 所以, 即使一般的费米面不是球形的, 如果𝐸(p) = 0那

么𝐸(−p) = 0依旧成立.) 这样, 对其中一条线的动量p积分就是对厚度为𝜅的球壳积分, 换句话说,

就是对两个𝑘和一个ℓ积分. 对于任何相互作用, 如果它包含两条这样的线, 那么对ℓ的积分是一个

而不是两个, 这使得矩阵元的量级并非方程(21.6.43)和(21.6.46)表现出的那样要减去一个𝜅因子,

这样的相互作用实际上对矩阵元的量级没有影响. 换句话说, 对于包含4个电子算符的相互作用,

如果它们所在的电子线最终湮没在真空之中, 那么它们就会变成临界算符而非无关算符.

为了看到这个例外所造成的后果, 使用名为Hubbard-Stratonovich变换的技巧将是有帮助的,

我们在10.7节曾简单介绍过这个技巧. 现在, 我们将引入缓慢变化的外电磁场, 这样一来在坐标空

间下进行处理将是方便的. 那么, 规范不变性告诉我们拉格朗日量(21.6.37)变成

𝐿 = −
∑︁
𝑠

∫︁
d3𝑥𝜓†

𝑠(x, 𝑡)

[︂
−i

𝜕

𝜕𝑡
−𝐴0(x, 𝑡) + 𝐸

(︁
−i∇+A(x, 𝑡)

)︁]︂
𝜓𝑠(𝑥, 𝑡)

+
∑︁

𝑠1𝑠2𝑠3𝑠4

∫︁
d3𝑥1 d

3𝑥2 d
3𝑥3 d

3𝑥4 𝑉𝑠1𝑠2𝑠3𝑠4(x1,x2,x3,x4)

× 𝜓†
𝑠1(x1, 𝑡)𝜓

†
𝑠2(x2, 𝑡)𝜓𝑠3(x3, 𝑡)𝜓𝑠4(x4, 𝑡) , (21.6.47)

其中

𝜓𝑠(x, 𝑡) ≡ (2π)−3/2

∫︁
d3𝑝 exp(ip · x) 𝑎(p, 𝑠, 𝑡) . (21.6.48)

对于那些包含超过4个电子算符的项, 由于它们均是无关的, 所以我们将扔掉这些项. 我们给这个

拉格朗日量加上如下的项

Δ𝐿 =
1

4

∫︁
d3𝑥1 d

3𝑥2 d
3𝑥3 d

4𝑥4
∑︁

𝑠1𝑠2𝑠3𝑠4

𝑉𝑠1𝑠2𝑠3𝑠4(x1,x2,x3,x4)

×
[︁
Ψ†
𝑠2𝑠1(x2,x1, 𝑡)− 𝜓†

𝑠1(x1, 𝑡)𝜓
†
𝑠2(x2, 𝑡)

]︁
×
[︁
Ψ𝑠3𝑠4(x3,x4, 𝑡)− 𝜓𝑠3(x3, 𝑡)𝜓𝑠4(x4, 𝑡)

]︁
(21.6.49)

并对新的“配对”场Ψ(x, 𝑠,x′, 𝑠′, 𝑡)和电子场𝜓做路径积分. 这是允许的, 由于Δ𝐿是配对场的二次

型, 并且二次项的系数与场无关, 那么根据第9章的附录, 对Ψ𝑠𝑠′(x,x
′, 𝑡)的路径积分仅仅只是

令Ψ𝑠𝑠′(x,x
′, 𝑡)等于拉格朗日量的稳定点Ψ𝑠𝑠′(x,x

′, 𝑡) = 𝜓𝑠(x, 𝑡)𝜓𝑠′(x
′, 𝑡), 在这一点, Δ𝐿 = 0. 选

择这样的附加项是为了使得𝐿+Δ𝐿中电磁场的4次项互相抵消, 只留下这些场的二次项:

𝐿+Δ𝐿

= −
∑︁
𝑠

∫︁
d3𝑥𝜓†

𝑠(x, 𝑡)

{︂
−i

𝜕

𝜕𝑡
−𝐴0(x, 𝑡) + 𝐸

(︁
−i∇+A(x, 𝑡)

)︁}︂
𝜓𝑠(x, 𝑡)

− 1

4

∑︁
𝑠1𝑠2𝑠3𝑠4

∫︁
d3𝑥1 d

3𝑥2 d
3𝑥3 d

3𝑥4 𝑉𝑠1𝑠2𝑠3𝑠4(x1,x2,x3,x4)

×
[︃
𝜓†
𝑠1(x1, 𝑡)𝜓

†
𝑠2(x2, 𝑡)Ψ𝑠3𝑠4(x3,x4, 𝑡) + Ψ†

𝑠2𝑠1(x2,x1, 𝑡)𝜓𝑠3(x3, 𝑡)𝜓𝑠4(x4, 𝑡)

−Ψ†
𝑠2𝑠1(x2,x1, 𝑡)Ψ𝑠3𝑠4(x3,x4, 𝑡)

]︃
. (21.6.50)
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现在所有的准备工作都完成了. 我们已经证明了, 对于相互作用𝑉 , 仅当它所作用的一对电

子线湮没在真空中时, 𝑉才不是无关的. 若我们计算的是有缓慢变化配对场Ψ𝑠𝑠′(x,x
′, 𝑡)时的量子

有效作用量Γ[Ψ], 这意味着我们只计算那些剪断任意一条Ψ内线就会变得不连通的图, 但是量子

有效作用量的一般定义则告诉我们, 如果一个图在剪断它的任意内线后变成非连通图, 我们就要

扔掉这样的图. 因此, 我们根本不能引入任何Ψ内线. 由于电子场在方程(21.6.50)中是二次型的形

式, 我们在对电子场积分时, 幸存的图只有一个单顶角图和一个单圈图, 其中单顶角图来源于方

程(21.6.50)方括号中的最后一项, 对于单圈图, 与16.2节中的推理相同, 它通过对电子场二次项系

数的行列式取对数得到:

Γ[Ψ] =
1

4

∫︁
d𝑡

∫︁
d3𝑥1 d

3𝑥2 d
3𝑥3 d

3𝑥4 𝑉𝑠1𝑠2𝑠3𝑠4(x1,x2,x3,x4)

×Ψ†
𝑠2𝑠1(x2,x1, 𝑡)Ψ𝑠3𝑠4(x3,x4, 𝑡)

− i

2
lnDet

(︂
𝐴 𝐵

𝐵† −𝐴𝑇
)︂
+常数. (21.6.51)

其中𝐴和𝐵是“矩阵”:

𝐴x′𝑠′𝑡′,x𝑠𝑡 ≡ 𝛿𝑠′𝑠

{︂
−i

𝜕

𝜕𝑡
−𝐴0(x, 𝑡) + 𝐸

(︁
−i∇+A(x, 𝑡)

)︁}︂
𝛿3(x′ − x)𝛿(𝑡′ − 𝑡) , (21.6.52)

𝐵x′𝑠′𝑡′,x𝑠𝑡 ≡ −Δ𝑠′𝑠(x
′,x, 𝑡)𝛿(𝑡′ − 𝑡) , (21.6.53)

而Δ是能隙函数(gap function):

Δ𝑠′𝑠(x
′,x, 𝑡) ≡ 1

2

∑︁
𝜎′𝜎

∫︁
d3𝑦 d3𝑦′ 𝑉𝑠′𝑠𝜎′𝜎(x

′,x,y′,y)Ψ𝑠′𝑠(x
′,x, 𝑡) . (21.6.54)

(在这里以及下面的讨论中, 我们将忽视掉Γ中的额外常数, 这个常数来源于被积掉的模式.) 这里

有一个问题: 在不对拉格朗日量中的相互作用大小做任何假定的前提下, 我们能否计算出有效作

用量.

为了简化我们下面的讨论, 我们现在只考察自旋单态配对场的情况

Ψ+−(x
′,x, 𝑡) = −Ψ−+(x

′,x, 𝑡) ≡ Ψ(x′,x, 𝑡) , (21.6.55)

其中下标+和−分别代表自旋指标+1/2和−1/2.♮♮ 利用在自旋指标旋转下的不变性, 我们这里所

需要的势分量就是

𝑉+−+−(x
′,x, 𝑡)− 𝑉+−−+(x

′,x, 𝑡) = −𝑉−++−(x
′,x, 𝑡) + 𝑉−+−+(x

′,x, 𝑡)

≡ 2𝑉 (x′,x, 𝑡) . (21.6.56)

那么方程(21.6.54)给出

Δ+−(x
′,x, 𝑡) = −Δ−+(x

′,x, 𝑡) ≡ Δ(x′,x, 𝑡) , (21.6.57)

Δ++(x
′,x, 𝑡) = Δ−−(x

′,x, 𝑡) = 0 . (21.6.58)

♮♮在液态He3中, 配对场的非零分量构成自旋三重态, 其分量为Ψ1 = Ψ++, Ψ0 =
√
2Ψ+− =

√
2Ψ−+, Ψ−1 = Ψ−−.
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量子有效作用量(21.6.51)现在是

Γ[Ψ] =

∫︁
d𝑡

∫︁
d3𝑥1 d

3𝑥2 d
3𝑥3 d

3𝑥4 𝑉 (x1,x2,x3,x4)

×Ψ†(x2,x1, 𝑡)Ψ(x3,x4, 𝑡)

− i lnDet

(︂
A B

B† −A 𝑇

)︂
(21.6.59)

其中

Ax′𝑡′,x𝑡 ≡
{︂
−i

𝜕

𝜕𝑡
−𝐴0(x, 𝑡) + 𝐸

(︁
−i∇+A(x, 𝑡)

)︁}︂
𝛿3(x′ − x)𝛿(𝑡′ − 𝑡) , (21.6.60)

Bx′𝑡′,x𝑡 ≡ −Δ(x′,x, 𝑡)𝛿(𝑡′ − 𝑡) , (21.6.61)

以及

Δ(x′,x, 𝑡) ≡
∫︁

d3𝑦 d3𝑦′ 𝑉 (x′,x,y′,y)Ψ(x′,x, 𝑡) . (21.6.62)

我们先用这个结果考察平移不变且没有外电磁场的情况. 这样, 配对场以及能隙场可以表示

成Fourier变换

Ψ(x′,x) =

∫︁
d3𝑝 eip·(x

′−x)Ψ(p) , (21.6.63)

Δ(x′,x) = (2π)−3

∫︁
d3𝑝 eip·(x

′−x)Δ(p) , (21.6.64)

而电子-电子势以如下的形式的出现∫︁
d3𝑥1 d

3𝑥2 d
3𝑥3 d

3𝑥4 e
ip′·(x1−x2) eip·(x3−x4) 𝑉 (x1,x2,x3,x4)

≡ V4 𝑉 (p′,p) (21.6.65)

其中V4是时空体积

V4 ≡
∫︁

d3𝑥

∫︁
d𝑡 1 . (21.6.66)

转至波数-频率空间, 这样“矩阵”(21.6.60)和(21.6.61)就变成了对角矩阵, 对其行列式的计算就变

得非常平庸. 16.1节定义的有效势𝑉 [Ψ](不要与电子-电子势混淆)就是单位时空体积中有效作用量

的相反数:

𝑉 [Ψ] ≡ −Γ[Ψ]/V4

= −
∫︁

d3𝑝 d3𝑝′Ψ*(p′)𝑉 (p′,p)Ψ(p)

+
i

(2π)4

∫︁
d𝜔 d3𝑝 ln

(︃
1− |Δ(p)|2

𝜔2 − 𝐸2(p) + i𝜖

)︃
(21.6.67)

其中

Δ(p) = −
∫︁

d3𝑝′ 𝑉 (p,p′)Ψ(p′) . (21.6.68)
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(i𝜖项可以从电子圈图的Feynman规则中推断出来, 并且如9.2节所证明的那样, 它的根本来源

是𝑡→ ±∞时附加在电子场上的条件.) Wick旋转, 积掉𝜔, 并将Ψ表示成Δ, 它变成

𝑉 [Δ] = −
∫︁

d3𝑝 d3𝑝′Δ*(p′)𝑉 −1(p′,p)Δ(p)

− 1

(2π)3

∫︁
d3𝑝

[︁√︀
𝐸2(p) + |Δ(p)|2 − 𝐸(p)

]︁
. (21.6.69)

正如我们在16.1节所看到的那样, 场方程就是有效作用量处在稳定状态的条件, 在我们的情况中,

这给出平衡态能隙函数Δ0(p)著名的能隙方程:

0 =
𝛿𝑉 [Δ]

𝛿Δ*(p)

⃒⃒⃒⃒
Δ=Δ0

= −
∫︁

d3𝑝′ 𝑉 −1(p,p′)Δ0(p
′)− 1

2(2π)3
Δ0(p)√︀

𝐸2(p) + |Δ0(p)|2

或者, 写成它更为人熟知的形式,

Δ0(p) = − 1

2(2π)3

∫︁
d3𝑝′

𝑉 (p,p′)Δ0(p
′)√︀

𝐸2(p′) + |Δ0(p′)|2
. (21.6.70)

自始至终, 所有对动量的积分都不言自明地理解成对形式限制为(21.6.39)的动量积分, 积分的

范围是费米面附近厚度为𝜅的薄层. 因此, 有效势(21.6.69)就是

𝑉 [Δ] = −𝜅2
∫︁

S
d2𝑘 d2𝑘′Δ*(k′)𝑉 −1(k′,k)Δ(k)

− 1

(2π)3

∫︁ 𝜅

0
dℓ

∫︁
S
d2𝑘

[︂√︁
ℓ2 𝑣2𝐹 (k) + |Δ(k)|2 − ℓ 𝑣𝐹 (k)

]︂
. (21.6.71)

作为泛函的有效势, 现在它被理解成仅依赖于费米面上的能隙函数Δ.

既然𝜅是任意的,势𝑉 (k′,k)对𝜅的依赖关系要使得𝑉 [Δ]是𝜅-无关的. 重整化群方法在超导体中

的绝大数应用都沿用12.4节概述的Wilson方法, 导出𝑉 (k′,k)对𝜅的微分方程, 并研究解在𝜅 → 0时

的行为. 为了灵活性, 注意到我们也可使用Gell-Mann和Low的方法, 引入重整化电子-电子势[44a]

𝑉 −1
𝜇 (k′,k) ≡ − 𝛿2𝑉 [Δ]

𝛿Δ*(k′)𝛿Δ(k)

⃒⃒⃒⃒
Δ(k)=Δ(k)*=𝜇

, (21.6.72)

其中, 与18.2节引入的𝜇相同, 这里的𝜇是滑动重整化标度. 通过将原始的电子-电子势表示成𝑉𝜇, 方

程(21.6.71)变成

𝑉 [Δ] = −
∫︁

S
d2𝑘 d2𝑘′Δ*(k′)𝑉 −1

𝜇 (k′,k)Δ(k)

− 1

(2π)3

∫︁ 𝜅

0
dℓ

∫︁
S
d2𝑘

[︃√︁
ℓ2𝑣2𝐹 (k) + |Δ(k)|2 − ℓ𝑣𝐹 (k)

− |Δ(k)|2
2(ℓ2𝑣2𝐹 (k) + 𝜇2)1/2

+
𝜇2|Δ(k)|2

4(ℓ2𝑣2𝐹 (k) + 𝜇2)3/2

]︃
. (21.6.73)
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现在, 如果我们取截断𝜅为无穷, 对ℓ的积分就是收敛的, 并给出

𝑉 [Δ] = −
∫︁

S
d2𝑘 d2𝑘′Δ*(k′)𝑉 −1

𝜇 (k′,k)Δ(k)

+
1

2(2π)3

∫︁
S
d2𝑘

|Δ(k)|2
𝑣𝐹 (k)

[︂
ln

(︂ |Δ(k)|
𝜇

)︂
− 1

]︂
. (21.6.74)

𝑉 [Δ]在Δ = Δ0处稳定这一条件给出了能隙方程一个更加有用的形式

Δ0(k) =
1

2(2π)3

∫︁
S
d2𝑘′ 𝑉𝜇(k,k

′)𝑣−1
𝐹 (k′)Δ0(k

′) ln

(︂ |Δ0(k
′)|

𝜇

)︂
. (21.6.75)

在方程(21.6.74)中使用上式, 它们表明超导态中的能量密度要小于正常态中的能量密度, 相差的量

为

Δ ≡ 𝑉 (0)− 𝑉 (Δ0) =

∫︁
S
d2𝑘

|Δ0(k)|2
2(2π)3𝑣𝐹 (k)

. (21.6.76)

当然, 电子-电子势𝑉𝜇对𝜇的依赖性要进行选择, 使得它所满足的重整化群方程能够确保有效

势(21.6.74)独立于任何重整化标度𝜇:

𝜇
d

d𝜇
𝑉 −1
𝜇 (k′,k) = − 𝛿2(k′ − k)

2(2π)3𝑣𝐹 (k)

或者, 等价地,

𝜇
d

d𝜇
𝑉𝜇(k

′,k) =
1

2(2π)3

∫︁
𝑑2𝑘′′𝑉𝜇(k

′,k′′)𝑣−1
𝐹 (k′′)𝑉𝜇(k

′′,k) . (21.6.77)

以厄米核的形式

𝐾𝜇(k
′,k) ≡ 1

2(2π)3
𝑣
−1/2
𝐹 (k′)𝑣

−1/2
𝐹 (k)𝑉𝜇(k

′,k) , (21.6.78)

它可以有效地重写成

𝜇
d

d𝜇
𝐾𝜇 = 𝐾2

𝜇 . (21.6.79)

这样, 𝐾𝜇(k,k
′)的本征矢𝑢𝑛(k)就独立于𝜇, 而本征值则采取1/ ln(Λ𝑛/𝜇)的形式, 其中Λ𝑛是积分常

数, 类似于量子色动力学中的Λ. 因此, 电子-电子势采取如下的形式

𝑉𝜇(k
′,k) = 2(2π)3𝑣

1/2
𝐹 (k)𝑣

1/2
𝐹 (k′)

∑︁
𝑛

𝑢𝑛(k)𝑢
*
𝑛(k

′)

ln(Λ𝑛/𝜇)
, (21.6.80)

其中, 我们已经将本征矢选成了正交的本征矢, 这使得完备关系采取如下的形式∑︁
𝑛

𝑢𝑛(k)𝑢
*
𝑛(k

′) = 𝛿2(k− k′) . (21.6.81)

那么, 有效势(21.6.74)就可以重写为

𝑉 [Δ] =
1

2(2π)3

∫︁
d2𝑘 d2𝑘′

∑︁
𝑛

Δ*(k′)𝑢*𝑛(k
′)Δ(k)𝑢𝑛(k)√︀

𝑣𝐹 (k′)𝑣𝐹 (k)

[︂
ln

(︂ |Δ(k)|
Λ𝑛

)︂
− 1

]︂
. (21.6.82)

对于拥有定域旋转不变性的材料, 费米面是球面, 本征矢𝑢𝑛(k)是球面坐标的球谐函数, 但对于方

程(21.6.82)而言, 即使不对旋转不变性做任何假定, 它也是成立的.
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我们现在可以用这一形式理论来了解超导是在什么情况下发生的. 对于非常小的Δ, 方

程(21.6.82)中的对数是很大的负数, 对于非常大的Δ, 这个对数是很大的正数, 所以, 随着Δ的整体

标度从零升至无穷, 𝑉 [Δ]从零掉落至一个负值然后再升至正无穷. 因此, 对于任意的电子-电子势,

我们总可以使得一个不为零的Δ使其达到最小值. 当我们把截断𝜅取至无穷时, 方程(21.6.73)中的

积分是实际上在|Δ|/𝑣𝐹阶的ℓ处截断了, 费米面的半径量级则是𝑘𝐹 , 而8π𝑘3𝐹 /3(2π)
3等于电子数密

度. 既然我们假定了这里所考察的电子处在费米面附近的一个薄层内, 这个推导仅在|Δ| ≪ 𝜔𝐷才

是成立的, 其中𝜔𝐷是Debye频率𝑘𝐹 𝑣𝐹 . 特别的, 如果拥有旋转不变性并且能隙函数与方向无关, 那

么这一情况下的有效势在Λ𝑠 wave阶的能隙函数处达到一个定域最小值, 所以, 只要Λ𝑠 wave ≪ 𝜔𝐷,

对称性就自发破缺了. 这个结果的另一种陈述是: 对于𝑠-波超导体, 如果电子-电子势(21.6.80)在标

度𝜇 ≈ 𝜔𝐷进行了重整化, 那么它的𝑠-波投影必须是是吸引势. 然而, 需要注意的是, 这个重整化吸

引势到底有多强并不重要.

超导性的这一特征, 即无论这个吸引势有多弱总会形成Goldstone玻色子, 其根源是费米面的

存在, 费米面增强了长程效应. 在量子场论中, 如果没有类似于21.5节的无自旋基本粒子, 除非相

互作用有多强, 我们无法像往常一样期待对称性在空白空间中会自发破缺.

现在, 我们回到有外电磁场的情况. 像往常一样, 通过将该理论的每个带荷场写成一个规范参

量为𝜑(x, 𝑡)作用在相应的规范不变场上, 我们可以引入Goldstone玻色场𝜑(x, 𝑡), 在这里带荷场就

是能隙场Δ(x,x′, 𝑡), 或者等价的配对场Ψ(x,x′, 𝑡), 我们用波浪波来区分变换前后的场:

Ψ(x,x′, 𝑡) = exp
(︁
−i𝜑(x, 𝑡)

)︁
Ψ̃(x,x′, 𝑡) exp

(︁
−i𝜑(x′, 𝑡)

)︁
. (21.6.83)

那么, 将方程(21.6.83)代入方程(21.6.59)就给出了有效作用量. 通过一个规范变换, 即将方

程(21.6.60)中的𝐴𝜇(𝑥)替换成𝐴𝜇(𝑥)− 𝜕𝜇𝜑(𝑥), 我们可以去掉方程(21.6.83)中的𝜑相关性. 当材料处

在超导态, 并且与正常态和超导态之间的相变点相距甚远时, 我们也可以积掉Ψ̃(x,x′, 𝑡)所附带的

规范不变自由度, 而这就意味着将其换成它的平衡态值Ψ0(x,x
′, 𝑡). 这样, 依赖于Goldstone玻色场

以及外电磁场的那部分有效作用量就是

Γ[𝜑,𝐴] = ΓΔ=0[𝐴]− i lnDet

[︂
A B

B† −A 𝑇

]︂
+ i ln det

[︂
A 0

0 −A 𝑇

]︂
, (21.6.84)

其中, 现在有

Ax′𝑡′,x𝑡 =

[︂
−i

𝜕

𝜕𝑡
+ 𝑒𝐴0(x, 𝑡)− 𝑒�̇�(x, 𝑡) + 𝐸

(︁
−i∇+ 𝑒A(x, 𝑡)− 𝑒∇𝜑(x, 𝑡)

)︁]︂
× 𝛿3(x′ − x)𝛿(𝑡′ − 𝑡) , (21.6.85)

Bx′𝑡′,x𝑡 = Δ0(x
′ − x)𝛿(𝑡′ − 𝑡) . (21.6.86)

通过将方程(21.6.84)展成𝐴0(x, 𝑡)− �̇�(x, 𝑡)和A(x, 𝑡)−∇𝜑(x, 𝑡)的幂级数, 我们可以读出[46]类似于

穿透深度这样的定量性质.

附录 一般幺正规范

我们将在这个附录中证明, 在一般的规范对称性自发破缺的理论中, 总可能选择“幺正”规范,

使得Goldstone玻色场满足方程(21.4.30):∑︁
𝑎𝑏

𝐹 2
𝑎𝑏 𝜉𝑎𝑒𝛼𝑏 = 0 . (21.A.1)
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对所有群使用指数参数化, 我们首先注意到𝐺中的元素, 至少是在单位元附近的有限邻域内的

元素, 可以写成如下的形式

𝑔 = exp

(︃
−i
∑︁
𝛼

𝜃𝛼T𝛼

)︃
exp

(︃
i
∑︁
𝑎

𝜑𝑎𝑥𝑎

)︃
exp

(︃
i
∑︁
𝑖

𝜇𝑖𝑡𝑖

)︃
, (21.A.2)

其中𝜑𝑎对于所有的𝛼服从线性约束 ∑︁
𝑎𝑏

𝐹 2
𝑎𝑏 𝜑𝑎 𝑒𝛼𝑏 = 0 . (21.A.3)

很容易看到, 当𝑔无限靠近单位元时. 任何这样的𝑔可以写成

𝑔 = 1 + i
∑︁
𝑎

𝜑0𝑎 𝑥𝑎 + i
∑︁
𝑖

𝜇0𝑖 𝑡𝑖 , (21.A.4)

其中𝜑0𝑎和𝜇
0
𝑖是无限小量. 等级地,

𝑔 = 1 + i
∑︁
𝑖

𝜑𝑎𝑥𝑎 + i
∑︁
𝑖

𝜇𝑖𝑡𝑖 − i
∑︁
𝛼

𝜃𝛼T𝛼 , (21.A.5)

其中𝜃𝛼是任意的无限小量, 且

𝜑𝑎(𝜃) ≡ 𝜑0𝑎 +
∑︁
𝛼

𝜃𝛼𝑒𝛼𝑎 , (21.A.6)

𝜇𝑖(𝜃) ≡ 𝜇0𝑖 +
∑︁
𝛼

𝜃𝛼𝑒𝛼𝑖 , (21.A.7)

对于任何给定𝜑0𝑎, 我们可以选择𝜃𝛼使得如下的正定量最小∑︁
𝑎𝑏

𝐹 2
𝑎𝑏𝜑𝑎(𝜃)𝜑𝑏(𝜃) . (21.A.8)

在它的最小值处, (21.A.8)相对于变量𝜃𝛼是稳定的, 所以𝜑𝑎(𝜃)满足方程(21.A.3). 对于无限小

的𝜑, 𝜇和𝜃, 方程(21.A.5)与方程(21.A.2)相同, 因此, 我们看到形式为(21.A.2)(其中𝜑𝑎满足方

程(21.A.3))所有𝑔的集合包含所有无限接近于单位元的𝑔. 那么, 有连续性就可以得出, 至少在

单位元附近的某个有限邻域内, 相同的结论对所有𝑔依旧成立.

现在, 考察特定的群元

𝑔 = 𝛾(𝜉) = exp

(︃
i
∑︁
𝑎

𝜉𝑎𝑥𝑎

)︃
(21.A.9)

并将其写成(21.A.2)的形式:

𝛾(𝜉) = exp

(︃
−i
∑︁
𝛼

𝜃𝛼(𝜉)T𝛼

)︃
𝛾(𝜑(𝜉)) exp

(︃
i
∑︁
𝑖

𝜇𝑖(𝜉)𝑡𝑖

)︃
, (21.A.10)

其中𝜑𝑎(𝜉)满足方程(21.A.3). 这告诉我们, 规范变换exp
(︁
i
∑︀

𝛼 𝜃𝛼(𝜉)T𝛼

)︁
将𝜉𝑎变换至

𝜉′𝑎 = 𝜑𝑎(𝜉) . (21.A.11)

现在扔掉撇号, 因此, 我们成功地构建了一个规范, 使得𝜉𝑎在这个规范下满足方程(21.A.1), 这正是

我们所要证明的.
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习题

1. 在“一般幺正规范”下计算有效鬼场拉格朗日量, 其中𝐵[𝑓 ]像往常一样由方程(15.5.22)给出, 但

在这里𝑓𝛼(𝑥) = i𝜑𝑛(𝑥)(𝑡𝛼)𝑛𝑚⟨𝜑𝑚(0)⟩VAC, 𝜑𝑛是实标量场, 𝑡𝛼是表示规范群Lie代数的反对称虚矩

阵. 鬼场传播子是什么? 这部分拉格朗日量是否可重整?

2. 在𝑆𝑈(2)× 𝑈(1)电弱理论中, 如果破缺对称性的真空期望值是实三重态�⃗� = (𝜑+, 𝜑0, 𝜑−)中的某

个场𝜑3的真空期望值, 而非通常的复二重态(𝜑0, 𝜑−)中场的真空期望值, 那么会有什么样的结果.

3. 考察标准电弱理论, 并且其中的标量场部分是一个标量二重态. 在一圈阶, 计算交换𝑍0和中性

标量在𝜇子反常磁矩上的效应.

4. 在标准电弱理论中, 𝑊+粒子以及𝑍0粒子的最低阶磁矩是什么?

5. 我们在21.5节讨论了强作用和电弱作用的统一理论, 如果发现了第四代夸克和轻子, 对于这些

理论所给出的预言会有些什么影响.

6. 在超导体中, 假定电荷值不相称的那几个场拥有不为零的真空期望值. 那么这会对21.6节中讨

论的超导体性质有什么影响?
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在对称性对量子场论的应用中, 那些在经典理论中没有对应的部分存在着一些微妙. 即使在

可重整理论中, 量子场论中的无穷大要求在实际计算使用某种正规化子或截断. 正规化子有可能

会破坏理论的对称性, 并且即使在计算的末尾移除了正规化子, 依旧可能留下对称性遭到破坏的

痕迹. 这一问题最初是在尝试理解中性𝜋介子的衰变速率时浮现出来的, 具体形式是一个反常, 这

个反常破坏了强相互作用的整体对称性. 反常也能破坏规范对称性, 但在这一情况下, 理论会变得

不相容, 这使得反常相消的条件要作为约束附加在物理规范理论上. 在下一章, 当我们在场构型拓

扑不平庸的情况下研究反常的非微扰效应时, 反常的重要性会变得更加显然.

22.1 𝜋0衰变问题

在20世纪60年代中期, 𝜋介子被视为与强相互作用的𝑆𝑈(2) ⊗ 𝑆𝑈(2)对称性自发破缺相联系

的Goldstone玻色子, 这个图景取得了数个成功, 而在本书的第19章我们对其进行了概述. 然而,

这个图景也有几个显然的失败之处. 其中最需要处理的是中性𝜋介子的主要衰变模式的速率,

即𝜋0 → 2𝛾的速率. 也正是对这一问题的解答引领了对称性破缺反常的发现.

在积掉所有重粒子以及俘获粒子后, 我们预期𝜋0 → 2𝛾的有效作用量拥有规范不变性

和Lorentz不变性, 并且所含导数不超过两个, 这样的项只有一个:

L𝜋𝛾𝛾 = 𝑔𝜋0𝜖𝜇𝜈𝜌𝜆𝐹𝜇𝜈𝐹𝜌𝜆 , (22.1.1)

其中𝑔是量纲为[质量]−1的未知常数. 那么, 我们就可以用3.4节的方法算出𝜋0 → 2𝛾的速率

Γ(𝜋0 → 2𝛾) =
𝑚3
𝜋𝑔

2

π
. (22.1.2)

我们可以想当然地期待𝑔的量级是

𝑔 ≈ 𝑒2

8π2𝐹𝜋
, (22.1.3)

其中𝐹𝜋 ≃ 190MeV用来标记强相互作用的特征标度. 插入因子1/8π2是因为给出𝜋0 → 2𝛾的图至

少要包含一个圈. 例如, 在1949年, 利用𝜋介子和核子相互作用拉格朗日量为i𝐺𝜋𝑁 �⃗� · �̄� 2⃗𝑡𝛾5𝑁的

旧QCD理论, Steinberger[1]计算出了只有一个质子圈的三角图对𝑔的贡献

𝑔△ =
𝑒2𝐺𝜋𝑁
32π2𝑚𝑁

. (22.1.4)

由于Goldberger–Treiman关系(参看19.4节)给出了𝐺𝜋𝑁 = 2𝑚𝑁𝑔𝐴/𝐹𝜋, 所以它在数值上与方

程(22.1.3)相差得并不大.
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这个对𝜋0 → 2𝛾振幅的估计遗漏了𝑆𝑈(2)⊗ 𝑆𝑈(2)对称性附加的特殊约束. 电磁相互作用破坏

了大部分𝑆𝑈(2)⊗ 𝑆𝑈(2)对称性, 但至少在形式上它对该群的电中性生成元生成的𝑈(1)× 𝑈(1)子

群没有影响. 当这一子群的无穷小赝标量群元作用在夸克上时, 它有如下的效应:

𝛿𝑢 = i𝜖𝛾5𝑢 , 𝛿𝑑 = −i𝜖𝛾5𝑑 , (22.1.5)

这使得电流是不变的:

𝛿

[︂
2

3
�̄�𝛾𝜇𝑢− 1

3
𝑑𝛾𝜇𝑑

]︂
= 0 . (22.1.6)

(在量子色动力学出现之前, Sutherland[2]和Veltman[3]就给出了这个讨论, 不过在他们的讨论

中𝑢夸克和𝑑夸克换成了质子和中子.) 因为𝜋0是与对称性相联系的Goldstone玻色子, 像(22.1.1)这

样的非导数相互作用, 它的来源只能是夸克质量所造成的对称性破缺, 因此必须正比于𝑚2
𝜋 ∝

𝑚𝑢 +𝑚𝑑. 出于这种考虑, 我们预期常数𝑔会被一个额外的因子𝑚2
𝜋/𝑚

2
𝑁压低:

𝑔 ≈ 𝑒2

8π2𝐹𝜋

(︂
𝑚2
𝜋

𝑚2
𝑁

)︂
. (22.1.7)

(取代𝑚𝑁 , 我们也可以用19.3节讨论的手征对称性破缺标度2π𝐹𝜋 = 1200MeV, 但这对结果的影响

很小.) 也会有手征不变有效𝜋0𝛾𝛾相互作用会包含𝜋0场的导数. Lorentz不变性要求它们至少要包

含两个额外的导数. 利用齐次Maxwell方程𝜕𝜇𝐹𝜈𝜆− 𝜕𝜈𝐹𝜇𝜆 = −𝜕𝜆𝐹𝜇𝜈并分部积分, 我们看到只有两

个额外导数的独立手征不变耦合只有一个, 这个耦合通过在方程(22.1.1)中的𝜋0场上作用一个达朗

贝尔算符得到. 在𝜋介子质量壳上, 这等同于给相互作用(22.1.1)乘以额外的因子𝑚2
𝜋, 因此给出了

相同的估计(22.1.7). 有时会称手征对称性禁止了𝜋0 → 2𝛾的衰变, 但更精确的表述是: 手征对称性

使得这一过程的速率在𝑚𝜋 → 0时趋于𝑚7
𝜋而不是𝑚

3
𝜋.

困难在于, 观测到的𝜋2 → 2𝛾速率远大于从方程(22.1.7)出发所预期的, 实际上, 它反而更接近

于从想当然的结果(22.1.3)推断出来的值. 更确切一些, 从方程(22.1.7)和方程(22.1.2), 我们预期衰

变速率是

Γ(𝜋0 → 2𝛾) ≈ 𝑚7
𝜋𝛼

2

4π3𝐹 2
𝜋𝑚

4
𝑁

= 1.9× 1013 s−1 , (22.1.8)

用方程(22.1.3)取代方程(22.1.7)给出的则是

Γ(𝜋0 → 2𝛾) ≈ 𝑚3
𝜋𝛼

2

4π3𝐹 2
𝜋

= 4.4× 1016 s−1 , (22.1.9)

观测到的速率是Γ(𝜋0 → 2𝛾) = (1.19 ± 0.08) × 1016 s−1, 它与未经加工的粗略估计(22.1.9)符合的

非常好, 但是比“改良”后的结果(22.1.8)要高三个数量级! 我们不得不得出这样的结论: 这里发生

了某种反常, 它破坏了手征对称性, 使得我们无法引入𝑔中的额外因子𝑚2
𝜋/𝑚

2
𝑁 . 在试图去理解其它

一些过程的速率时, 例如𝜂0 → 𝛾 + 𝛾的速率, 也出现了类似的问题.

在1969年, Bell和Jackiw[4]找到了这一反常的根源: 为了推导中性轴矢量流守恒对于单

圈Feynman图的结果, 我们需要引入正规化子, 而这个正规化子破坏了手征对称性. Adler在研究

量子电动力学中的轴矢量Ward恒等式时独立地发现了手征反常, 他证实了Bell和Jackiw的结果并

推广至高阶.[5] 随后, 在1979年, Fujikawa[6]意识到, 在场论的路径积分形式体系中, 手征对称性破

缺反常只出现在定义费米场路径积分所需的测度. 我们会在下一节看到, 这一方法使得计算这一

反常产生的𝜋0 → 2𝛾振幅至微扰论的任意阶变得非常简单. 在此之后, 我们转向在更一般理论中如

何直接计算反常的问题, 并讨论它的各种应用.
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我们现在转向与𝜋0衰变相关的那类反常的计算. 为此, 我们采用Fujikawa对反常的解释[6]: 无

法对费米场变量积分定义合适的不变测度就意味着反常的出现. Fujikawa对这一问题的分析基于

欧几里得空间中的路径积分, 以及将费米变量的积分展成规范不变Dirac算符的本征函数, 在4维

欧几里得空间中, 它是厄米的. 在这里, 我们先给出一个不太严格的推导, 这个推导基于我们更加

熟悉的闵可夫斯基路基积分, 它使得我们进行很少的处理后就能获得正确的结果. 我们会在本节

的末尾简略地讨论欧几里得方法, 并用它推导著名的指标定理.

我们从计算测度变换中的反常出发, 对于一列无质量自旋为1/2的复费米场𝜓𝑛(𝑥), 假定它们

与一组规范场𝐴𝜇𝛼(𝑥)之间相互作用不是手征的(例如, 在计算𝜋0 → 2𝛾的速率时, 𝑢夸克和𝑑夸克与电

磁矢势𝐴𝜇(𝑥)的相互作用), 在这列𝜓𝑛(𝑥)的任意定域矩阵变换𝜓(𝑥) → 𝑈(𝑥)𝜓(𝑥)下, 测度会有相应

的变换, 从中会出现反常. 它们是费米变量, 所以测度在变换后要乘的不是变换矩阵的行列式, 而

是行列式的逆:

[d𝜓][d𝜓] → (DetU Det Ū )−1[d𝜓][d𝜓] , (22.2.1)

其中

U𝑥𝑛,𝑦𝑚 ≡ 𝑈(𝑥)𝑛𝑚𝛿
4(𝑥− 𝑦) , (22.2.2)

Ū𝑥𝑛,𝑦𝑚 ≡ [𝛾4𝑈(𝑥)†𝛾4]𝑛𝑚𝛿
4(𝑥− 𝑦) (22.2.3)

𝛾4 ≡ i𝛾0是用来定义𝜓 = 𝜓†𝛾4的矩阵. 指标𝑛,𝑚跑遍味指标和Dirac自旋指标.

在当前的讨论中, 读者可能会好奇, 我们为什么会因为在方程(22.2.3)中引入了因子𝛾4而担忧,

它们只不过表明了幺正变换不应该影响行列式. 答案是, 为了使得计算是有意义的, 我们发现在计

算传播子和行列式时必须要对费米子模式和做正规化, 并且我们会发现因子𝛾4确实会影响正规化

行列式. 因此, 是否引入因子𝛾4取决于我们使用的正规化方法是否使得这些掩人耳目的操作是否

有意义. 我们引入因子𝛾4是因为我们希望Lorentz不变性在正规化过程中会保留下来, 而这里所感

兴趣的情况中, 像标量那样变换的是𝛾4𝑈(𝑥)†𝛾4而非𝑈(𝑥)†.

首先, 我们来考察𝑈(𝑥)是非手征幺正变换的情况

𝑈(𝑥) = exp[i𝛼(𝑥)𝑡] , (22.2.4)

其中𝑡是通常的厄米矩阵(不包含𝛾5, 但不一定无迹)而𝛼(𝑥)是𝑥的任意实函数. 在这一情况下, U是

赝幺正的:

Ū U = 1 , (22.2.5)

所以测度在这类变换下不变. 特别地, 在规范群自身下的对称性, 即𝑡是非手征生成元𝑡𝛼中的一个,

这个对称性没有被任何反常损坏.

接下来, 考察定域手征变换, 其中

𝑈(𝑥) = exp[i𝛾5𝛼(𝑥)𝑡] , (22.2.6)

𝑡依旧是通常的厄米矩阵, 而𝛼(𝑥)依旧是𝑥的任意实函数. 在这一情况下, U是赝厄米的:

Ū = U , (22.2.7)
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测度在这个手征变换下并非不变的; 相反, 我们有

[d𝜓][d𝜓] → (DetU )−2[d𝜓][d𝜓] , (22.2.8)

我们现在专注于无限小定域手征变换的情况. 取方程(22.2.6)中的𝛼(𝑥)为无穷小量, 这时我们

有

[U − 1]𝑛𝑥,𝑚𝑦 = i𝛼(𝑥)[𝛾5 𝑡]𝑛𝑚𝛿
4(𝑥− 𝑦) . (22.2.9)

利用恒等式Det𝑀 = expTr ln𝑀以及极限公式: 𝑥 → 0时, ln(1 + 𝑥) → 𝑥. 现在, 测度的变换性质

是

[d𝜓][d𝜓] → exp

{︂
i

∫︁
d4𝑥𝛼(𝑥)A (𝑥)

}︂
[d𝜓][d𝜓] , (22.2.10)

其中A (𝑥)是反常函数:

A (𝑥) = −2Tr{𝛾5 𝑡} 𝛿4(𝑥− 𝑥) , (22.2.11)

这里的“Tr”是指对Dirac指标和种类指标求迹. 测度[d𝜓][d𝜓]会伴随权重因子exp{i
∫︀
d4𝑥L (𝑥)}出

现在路径积分中, 所以测定变换规则(22.2.10)中的因子exp{i
∫︀
d4𝑥 𝛼(𝑥)A (𝑥)}就等同于拉格朗日

密度在这一变换下并非不变, 而是有L (𝑥) → L (𝑥) + 𝛼(𝑥)A (𝑥). 因此, 当我们使用一个费米子自

由度已经积掉的有效作用量时, 为了将反常考虑在内, 我们必须要引入一个非不变项使得

Leff(𝑥) → Leff(𝑥) + 𝛼(𝑥)A (𝑥) . (22.2.12)

现在, 剩下的问题就是计算反常函数A (𝑥).

乍看起来, 我们似乎无法从这一反常中得到任何有限的结果. 𝛿-函数是无限的, 但是迹却为零.

为了做的更好些, 我们必须要引入正规化子使得𝛿4(𝑥− 𝑥)有意义. 在𝛿-函数的变量趋于零之前, 通

过在𝛿-函数上面作用一个微分算符𝑓(− /𝐷
2
𝑥/𝑀

2), 我们可以以规范不变的方式实现这点:

A (𝑥) = −2
[︁
Tr
{︁
𝛾5𝑡 𝑓(− /𝐷

2
𝑥/𝑀

2)
}︁
𝛿4(𝑥− 𝑦)

]︁
𝑦→𝑥

. (22.2.13)

这里的𝐷𝑥是存在规范场𝐴
𝜇
𝛼(𝑥)时的Dirac微分算符:

(𝐷𝑥)𝜇 ≡ 𝜕

𝜕𝑥𝜇
− i𝑡𝛼𝐴𝛼𝜇(𝑥) . (22.2.14)

另外, 𝑀是某个很大的质量, 最终会取成无穷, 而𝑓(𝑠)是光滑函数, 仅服从如下的条件,* 随

着𝑠从0到∞, 𝑓(𝑠)从1掉落至0:

𝑓(0) = 1 , 𝑓(∞) = 0 , (22.2.15)

𝑠𝑓 ′(𝑠) = 0 , 对于𝑠 = 0和𝑠 = ∞ . (22.2.16)

注意到, 由于我们希望保护规范不变性, 所以我们不能把正规化子函数取成/𝜕的函数, 同时, 由于

我们需要这个正规化子不仅正规化行列式, 也要正规化费米传播子 /𝐷
−1

, 所以我们也不能把它取

成𝐷𝜇𝐷𝜇的函数.

*例如, 我们可以取𝑓(𝑠) = e−𝑠2 , 最初Fujikawa就是这么做的, 或者取𝑓(𝑠) = 1/(1 + 𝑠).
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为了计算(22.2.13), 我们使用𝛿-函数的Fourier表示, 将反常函数写成

A (𝑥) = −2

∫︁
d4𝑘

(2π)4

[︁
Tr
{︁
𝛾5 𝑡 𝑓(− /𝐷

2
𝑥/𝑀

2)
}︁
ei𝑘·(𝑥−𝑦)

]︁
𝑦=𝑥

= −2

∫︁
d4𝑘

(2π)4
Tr
{︁
𝛾5 𝑡 𝑓

(︁
−[i/𝑘 + /𝐷𝑥]

2/𝑀2
)︁}︁

.

(相对𝑥的导数作用在第二个表达式最右边时为零, 但是当它作用在𝐴𝛼𝜇(𝑥)上时不为零.) 对动

量𝑘𝜇放缩一个因子𝑀 , 这是

A (𝑥) = −2𝑀4

∫︁
d4𝑘

(2π)4
Tr
{︁
𝛾5 𝑡 𝑓

(︁
−[i/𝑘 + /𝐷𝑥/𝑀 ]2

)︁}︁
. (22.2.17)

截断函数的变量可以写成

−
[︂
i/𝑘 +

/𝐷𝑥

𝑀

]︂2
= 𝑘2 − i𝑘 ·𝐷𝑥

𝑀
−
(︂
/𝐷𝑥

𝑀

)︂2

. (22.2.18)

在𝑀 → ∞的极限下, 在𝑓(−[i/𝑘 + /𝐷𝑥/𝑀 ]2)的展开中, 只有那些1/𝑀因子不超过4个的项以及那些

至少包含4个Dirac-𝛾矩阵的项才会对方程(22.2.17)有贡献, 若非如此, 对Dirac指标的迹就会为零.

这样就只剩下了 /𝐷
2
𝑥的二阶项:

A (𝑥) = −
∫︁

d4𝑘

(2π)4
𝑓 ′′(𝑘2) Tr

{︁
𝛾5 𝑡 /𝐷

4
𝑥

}︁
, (22.2.19)

现在, 它独立于正规化子质量𝑀 .

为了计算对𝑘的积分, 就像在计算Feynman图中那样, 我们对𝑘0的围道做同一类旋转, 这使

得𝑘0要换成i𝑘4, 而𝑘4要从−∞取到+∞. (实际上, 只有从开始阶段就用欧几里得路径积分进行处

理, 我们才能证明这一步的合理性.) 那么, 这个积分实际上是∫︁
d4𝑘 𝑓 ′′(𝑘2) = i

∫︁ ∞

0
2π2𝜅3 d𝜅 𝑓 ′′(𝜅2) . (22.2.20)

先用方程(22.2.16)再用方程(22.2.15), 重复做分部积分, 这是∫︁
d4𝑘 𝑓 ′′(𝑘2) = iπ2

∫︁ ∞

0
d𝑠 𝑠 𝑓 ′′(𝑠) = −iπ2

∫︁ ∞

0
d𝑠 𝑓 ′(𝑠) = iπ2 . (22.2.21)

为了计算这个迹, 我们写下

/𝐷
2
𝑥 = 1

4 {(𝐷𝑥)
𝜇, (𝐷𝑥)

𝜈} {𝛾𝜇, 𝛾𝜈}+ 1
4 [(𝐷𝑥)

𝜇, (𝐷𝑥)
𝜈 ] [𝛾𝜇, 𝛾𝜈 ]

= 𝐷2
𝑥 − 1

4 i𝑡𝛼 𝐹
𝜇𝜈
𝛼 [𝛾𝜇, 𝛾𝜈 ] . (22.2.22)

/𝐷
4
𝑥中对Dirac指标的迹有贡献的项只有包含4个Dirac矩阵乘积的那一项, 它给出

trD {𝛾5 [𝛾𝜇, 𝛾𝜈 ] [𝛾𝜌, 𝛾𝜎]} = 16 i 𝜖𝜇𝜈𝜌𝜎 , (22.2.23)

其中“trD”是指仅对Dirac指标求迹, 𝜖𝜇𝜈𝜌𝜎同往常一样是𝜖
0123 = +1的全反对称张量. 在方

程(22.2.19)中使用方程(22.2.21)—(22.2.23), 那么这给出反常函数

A (𝑥) = − 1

16π2
𝜖𝜇𝜈𝜌𝜎 𝐹

𝜇𝜈
𝛼 (𝑥)𝐹 𝜌𝜎𝛽 (𝑥) tr{𝑡𝛼 𝑡𝛽 𝑡} , (22.2.24)
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这里的“tr”是指只对费米子的种类指标求迹. 在𝑡是单位矩阵的特殊情况下, (22.2.24)被称

为Chern-Pontryagin密度(陈-庞特里亚金密度).

这一结果可以表示与反常对称性对应的流. 简单起见, 如果我们假定, 在𝛼为无限小常数的对

称变换𝜓(𝑥) → 𝜓(𝑥) + i𝑡𝛾5𝛼𝜓(𝑥)下, 拉格朗日量不变, 那么, 就像7.3节中讨论的那样, 当我们把

这个变换的参量变成时空相关参量𝛼(𝑥)时, 作用量的变化就可以写成𝛿𝐼 =
∫︀
d4𝑥𝐽𝜇5 (𝑥)𝜕𝜇𝛼(𝑥), 其

中𝐽𝜇5 (𝑥)是流, 当场算符满足动力学方程, 即要求作用量相对场的任意变分都为零所给出的方程,

这个流是守恒的. 当我们取变量变分为𝛿𝜓(𝑥) = i𝑡𝛼(𝑥)𝜓(𝑥), 费米场路径积分的变化是

𝛿

∫︁
[d𝜓][d𝜓] ei𝐼 = i

∫︁
d4𝑥

∫︁
[d𝜓][d𝜓][A (𝑥)𝛼(𝑥) + 𝐽𝜇5 (𝑥)𝜕𝜇𝛼(𝑥)]e

i𝐼 , (22.2.25)

但这只是一个变量代换, 所以对于任意的𝛼(𝑥), 它不会影响路径积分. 因此, 对于任意的规范场

⟨𝜕𝜇𝐽𝜇5 ⟩𝐴 = A = − 1

16π2
𝜖𝜇𝜈𝜌𝜎 𝐹

𝜇𝜈
𝛼 (𝑥)𝐹 𝜌𝜎𝛽 (𝑥) tr{𝑡𝛼 𝑡𝛽 𝑡} , (22.2.26)

其中对于任何算符𝒪, ⟨𝒪⟩𝐴是𝒪在固定背景场𝐴𝜇(𝑥)中的量子平均:

⟨𝒪⟩𝐴 ≡
∫︀
[d𝜓][d𝜓] ei𝐼 𝒪∫︀
[d𝜓][d𝜓] ei𝐼

. (22.2.27)

顺便一提, 方程(22.2.26)不可能重写为守恒条件. 考察如下的特殊情况: tr{𝑡𝛼 𝑡𝛽 𝑡}正比于𝛿𝛼𝛽,
即

tr{𝑡𝛼 𝑡𝛽 𝑡} = 𝑁𝛿𝛼𝛽 . (22.2.28)

定义流:

𝐺𝜇 ≡ 2𝜖𝜇𝜈𝜆𝜌
[︂
𝐴𝛾𝜈𝜕𝜆𝐴𝛾𝜌 +

1

3
𝐶𝛼𝛽𝛾𝐴𝛼𝜈𝐴𝛽𝜆𝐴𝛾𝜌

]︂
= 𝜖𝜇𝜈𝜆𝜌

[︂
𝐴𝛾𝜈𝐹𝛾𝜆𝜌 −

1

3
𝐶𝛼𝛽𝛾𝐴𝛼𝜈𝐴𝛽𝜆𝐴𝛾𝜌

]︂
, (22.2.29)

它被称为Chern-Simons类(陈-西蒙斯类), 它满足恒等式

𝜕𝜇𝐺
𝜇 =

1

2
𝜖𝜇𝜈𝜆𝜌 𝐹𝛾𝜇𝜈𝐹𝛾𝜆𝜌 . (22.2.30)

方程(22.2.30)使得我们可以将方程(22.2.26)重写成条件

𝜕𝜇𝐾
𝜇 = 0 , (22.2.31)

其中

𝐾𝜇 ≡
⟨
𝐽𝜇5

⟩
𝐴
+

𝑁

8π2
𝐺𝜇 . (22.2.32)

然而, 我们不能仿照我们上一节的做法, 用流𝐾𝜇的守恒论证过程𝜋0 → 2𝛾被抑制了, 这是因为, 在

这样的论证中, 我们不仅要假定与轴矢量流守恒对应的手征对称性, 还要假定电磁规范不变性, 而

我们从方程(22.2.29)看到: 流𝐾𝜇虽然是守恒的, 但是它不是规范不变的.

我们对反常函数(22.2.24)的推导表明, 如果我们在方程(22.2.13)用微分算符𝑓(−/𝜕2𝑥/𝑀2)计算

反常函数, 而不是𝑓(− /𝐷
2
𝑥/𝑀

2), 那么我们的反常函数就为零. 事实上, 在这个正规化处理下, 轴矢
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量流是𝐾𝜇, 而不是𝐽𝜇5 . 正如之前所提及的, 这一处理的问题在于正规化子算符不再是规范不变的,

这导致了𝐾𝜇中出现了非规范不变项. 对于费米子传播子以及行列式, 不存在既规范不变又手征不

变的正规化处理.

现在, 我们可以回到最早给出的反常的那个问题, 并用我们的结果计算过程𝜋0 → 2𝛾的真实速

率. 对于我们这里所感兴趣的对称性, 它由轻夸克场的电中性手征变换生成:

𝛿𝑢 = i𝛼𝛾5𝑢 , 𝛿𝑑 = −i𝛼𝛾5𝑑 . (22.2.33)

在纯量子色动力学中, 由于𝑢夸克和𝑑夸克属于色规范群的同一表示, 对于对称性(22.2.33)的反常,

这使得它们对反常中胶子-胶子项的贡献抵消了, 所以这个对称性是无反常的. 另一方面, 当存在

电磁场𝐴𝜇(𝑥)时,这一对称性有如下的反常

A (𝑥) = − 1

16π2
𝜖𝜇𝜈𝜌𝜎 𝐹

𝜇𝜈(𝑥)𝐹 𝜌𝜎(𝑥) tr
{︁
𝑞2 𝜏3

}︁
,

其中𝑞是夸克电荷矩阵, 𝜏3是2 × 2对角矩阵, 它对于𝑢有元素+1, 对于𝑑则是−1. 如果我们假定

有𝑁𝑐个电荷为2𝑒/3的𝑢夸克, 以及𝑁𝑐个电荷为−𝑒/3的𝑑夸克, 那么迹就是

tr
{︁
𝑞2 𝜏3

}︁
= 𝑁𝑐

(︂
2𝑒

3

)︂2

(+1) +𝑁𝑐

(︂−𝑒
3

)︂2

(−1) =
𝑁𝑐𝑒

2

3
,

所以这里的反常函数是

A (𝑥) = −𝑁𝑐𝑒
2

48π2
𝜖𝜇𝜈𝜌𝜎 𝐹

𝜇𝜈(𝑥)𝐹 𝜌𝜎(𝑥) . (22.2.34)

这样,我们就必须在有效拉格朗日量中引入一项,使得它在手征变换(22.2.33)下拥有变换(22.2.12),

即

𝛿Leff(𝑥) = 𝛼A (𝑥) = −𝑁𝑐𝑒
2

48π2
𝜖𝜇𝜈𝜌𝜎 𝐹

𝜇𝜈(𝑥)𝐹 𝜌𝜎(𝑥)𝛼 . (22.2.35)

在变换(22.2.33)下, 𝜋介子场的变换是

𝛿𝜋0 = 𝛼𝐹𝜋 , (22.2.36)

其中𝐹𝜋 = 184MeV是第19章引入的𝜋介子衰变振幅. (我们对对称性生成元的定义是𝛾5𝜏3 = 2𝛾5𝑡3,

这固定了该常数的归一化约定.) 由此得出, 我们在拉格朗日量中必须要引入的项是

𝜋0(𝑥)A (𝑥)

𝐹𝜋
= − 𝑁𝑐𝑒

2

48π2𝐹𝜋
𝜖𝜇𝜈𝜌𝜎 𝐹

𝜇𝜈(𝑥)𝐹 𝜌𝜎(𝑥)𝜋0(𝑥) . (22.2.37)

𝜋2 → 2𝛾衰变的有效作用量, 它的一般公式是(22.1.1), 比较这两个式子, 我们发现方程(22.1.1)中

的𝑔必须有如下的值[5]

𝑔 =
𝑁𝑐𝑒

2

48π2𝐹𝜋
. (22.2.38)

(这表明我们上一节的粗略估计仅比这个结果大6/𝑁𝑐倍. 因此, 𝜋介子衰变速率预期是

Γ(𝜋0 → 2𝛾) =
𝑁𝑐𝛼

2𝑚3
𝜋

144π3𝐹 2
𝜋

=

(︂
𝑁𝑐

3

)︂2

× 1.11× 1016 s−1 . (22.2.39)

观测到的速率是Γ(𝜋0 → 2𝛾) = (1.19± 0.08)× 1016 s−1, 仅当𝑁𝑐 = 3时, 理论结果(22.2.39)才与其

符合的非常好. 这一计算的成功是夸克色有三个的首批坚实证据中的一个.
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引人注目的是, 正如我们在上一节所看到的, 在发现𝜋0不久之后, Steinberger从单质子圈

图中计算了𝑔, 获得结果𝑔 = 𝑒2𝐺/32π2𝑚𝑁 , 其中𝐺是赝标量𝜋介子-核子耦合常数. 如果我们

用𝑔𝐴 = 1的Goldberger-Treiman关系令𝐺 = 2𝑚𝑁/2𝐹𝜋, 这一结果就与𝑁𝑐 = 3的方程(22.2.38)精确

一致. 正确结果要比Steinberger的结果大一个因子𝑔2𝐴 = 1.56. Steinberger距离正确结果如此之近

的原因是, 这个结果由三角反常决定, 而三角反常正比于tr{𝑞2𝜏3}. 对于单个质子, 这个迹的值

是𝑒2, 这与前面发现的三个夸克色所给出的夸克值相同.

* * *

正如之间所提及的, 通过使用欧几里得时空下的路径积分, 我们可以给出这个反常一个更

加严格的推导. (在第23章的附录会简要讨论欧几里得路径积分的使用方法.) 我们引入欧几里

得4-坐标𝑥4 = i𝑥0 = −i𝑥0, 以及相应的, 𝜕4 = −i𝜕0, 𝛾4 ≡ i𝛾0和𝐴4𝛼 = i𝐴0
𝛼. 那么, 时空体积元就

表示成d4𝑥 = −i(d4𝑥)𝐸 , 其中(d4𝑥)𝐸是欧几里得体积元(d4𝑥)𝐸 = d𝑥1d𝑥2d𝑥3d𝑥4. 在欧几里得时

空中, 场𝜓(𝑥)和𝜓(𝑥)必须视为完全独立的, 定域手征变换定义成𝛿𝜓(𝑥) = i𝛼(𝑥)𝑡𝛾5𝜓(𝑥), 𝛿𝜓(𝑥) =

−i𝛼(𝑥)𝜓(𝑥)𝑡𝛾5. 这样,测度的变换还是由方程(22.2.10)给出,而反常函数A (𝑥)还是由方程(22.2.11)给

出. 像之前一样, 引入正规化子函数, 这再次给出A (𝑥)的公式(22.2.13). 欧几里得方法的一个巨大

优点在于, 由于𝑥4和𝐴4𝛼是实的, 方程(22.2.13)中的Dirac算符i /𝐷就是厄米的:

i /𝐷 =
[︁
i𝜕𝑖 + 𝑡𝛼𝐴𝑖𝛼

]︁
𝛾𝑖 , (22.2.40)

其中𝑖, 𝑗等在这里要对1, 2, 3, 4求和. 因此, 它有正交旋量本征函数𝜙𝜅(𝑥):

i /𝐷𝜙𝜅 = 𝜆𝜅𝜙𝜅 , (22.2.41)∫︁
(d4𝑥)𝐸 𝜙

†
𝜅(𝑥)𝜙𝜅′(𝑥) = 𝛿𝜅𝜅′ , (22.2.42)

其中𝜆𝜅是实本征值. 贯穿本节始终, 我们还假定𝑡与i /𝐷对易, 这样我们就可以选择𝜙𝜅使得𝑡𝜙𝜅 =

𝑡𝜅𝜙𝜅. 这些本征函数满足完备关系∑︁
𝜅

𝜙𝜅(𝑥)𝜙
†
𝜅(𝑦) = 𝛿4(𝑥− 𝑦)1 , (22.2.43)

其中“1”是4× 4矩阵. 因此, 反常函数现在可以表示成一个显然收敛的和的极限

A (𝑥) = −2 lim𝑀→∞Tr
{︁
𝛾5 𝑡 𝑓(− /𝐷

2
/𝑀2)

∑︁
𝜅

𝜙𝜅(𝑥)𝜙
†
𝜅(𝑥)

}︁
= −2 lim𝑀→∞

∑︁
𝜅

𝑡𝜅 𝑓(𝜆
2
𝜅/𝑀

2)
(︁
𝜙†
𝜅(𝑥)𝛾5𝜙𝜅(𝑥)

)︁
. (22.2.44)

利用我们推导反常函数公式(22.2.24)的方法, 我们可以在这里证明

A (𝑥) =
1

16π2
𝜖𝐸𝑖𝑗𝑘𝑙 𝐹𝑖𝑗𝛼 𝐹𝑘𝑙𝛽 tr{𝑡𝛼𝑡𝛽𝑡} , (22.2.45)

其中𝜖𝐸𝑖𝑗𝑘𝑙是𝜖
𝐸
1234 = +1的全反对称张量. (方程(22.2.24)和(22.2.45)之间的符号差异的来源是, 与方

程(22.2.24)相比, 方程(22.2.45)要少两个i因子: 一个i因子来自于方程(22.2.23), 原因是

trD{𝛾5[𝛾𝑖, 𝛾𝑗 ][𝛾𝑘, 𝛾𝑙]} = 16 𝜖𝐸𝑖𝑗𝑘𝑙 ,
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而另一是因为方程(22.2.20)中的d4𝑘被换成了(d4𝑘)𝐸 .)

trD{𝛾5[𝛾𝑖, 𝛾𝑗 ][𝛾𝑘, 𝛾𝑙]} = 16 𝜖𝐸𝑖𝑗𝑘𝑙 ,

现在, 对于i /𝐷和𝑡的任意给定本征函数𝜙𝜅(𝑥), 只要它的本征值𝜆𝜅 ̸= 0, 就存在另一个归一化本

征函数𝜙𝜅− , 它的本征值是𝜆𝜅− = −𝜆𝜅和𝑡𝜅, 这个本征函数由𝜙𝜅−(𝑥) = 𝛾5𝜙𝜅(𝑥)给出. (回忆, 在本书

所使用的符号约定中, 𝛾5是厄米矩阵𝛾5 = i𝛾1𝛾2𝛾3𝛾0 = 𝛾1𝛾2𝛾3𝛾4.) 因为𝜙𝜅(𝑥)和𝜙𝜅−(𝑥)是同一算

符的两个本征值不同的本征矢, 它们互相正交, 所以
∫︀
d4𝑥

(︁
𝜙†
𝜅(𝑥)𝛾5𝜙𝜅(𝑥)

)︁
= 0. 这使得剩下的是

对𝜆𝜅 = 0的本征函数求和. 这些本征函数一般不会两两配对; 相反, 由于𝛾5与i /𝐷反对易, 它们可以

选成i /𝐷和𝛾5的同步正交函数𝜙𝑢和𝜙𝑣, 使得对于i /𝐷, 它们的本征值为零, 对于𝛾5,它们的本征值分别

是+1和−1.

i /𝐷𝜙𝑢 = 0 , 𝛾5𝜙𝑢 = 𝜙𝑢 ,

i /𝐷𝜙𝑣 = 0 , 𝛾5𝜙𝑣 = −𝜙𝑣 .
(22.2.46)

利用𝑓(0) = 1的性质, 方程(22.2.44)变成

A (𝑥) = −2

[︃∑︁
𝑢

𝑡𝑢

(︁
𝜙†
𝑢(𝑥)𝜙𝑢(𝑥)

)︁
−
∑︁
𝑣

𝑡𝑣

(︁
𝜙†
𝑣(𝑥)𝜙𝑣(𝑥)

)︁]︃
. (22.2.47)

现在, 既然𝜙𝑢和𝜙𝑣是像方程(22.2.42)中那样归一化的, 方程(22.2.47)的积分给出∫︁
(d4𝑥)𝐸 A (𝑥) = −2

[︁∑︁
𝑢

𝑡𝑢 −
∑︁
𝑣

𝑡𝑣

]︁
, (22.2.48)

其中对𝑢和𝑣的求和分别跑遍算符i /𝐷的左手模和右手模. 特别地, 对于𝑡是单位矩阵的特殊情况, 通

过方程(22.2.45), 它关联了规范场的一个泛函与Dirac算符手征性确定的零模的个数, 这个关系表

示成:

− 1

32π2

∫︁
(d4𝑥)𝐸 𝜖

𝐸
𝑖𝑗𝑘𝑙 𝐹𝛼𝑖𝑗 𝐹𝛽𝑘𝑙 tr

[︁
𝑡𝛼𝑡𝛽

]︁
= 𝑛+ − 𝑛− , (22.2.49)

其中, 这里的𝑛±是 /𝐷的零模个数, 它对于𝛾5有本征值±1. 这是著名的Atiyah-Singer指标定理(阿

蒂亚-辛格指标定理).[6a] 此外, 它表明了, 随着规范场的变化, 方程(22.2.49)左边的积分不能光滑

地变化, 它的变化只能是一个整数, 所以这个积分只能依赖于规范场的拓扑. 它与拓扑的关系将

在23.5节进行讨论.

22.3 反常的直接计算: 一般情况

我们在22.2节看到, 在量子色动力学这样的规范理论中，如何用漂亮的Fujikawa方法计算手

征对称性的反常, 在这种规范理论中, 规范相互作用是非手征的并且费米子也不守恒. 这一方法也

可用来处理更一般的问题, 但是在那种情况, 它就没有那么直接了.[7] 在本节, 我们将通过直接计

算来处理反常, 这也是处理反常的最初方法. 这将会为反常提供另一个有用的视角, 随之, 这使得

我们在讨论一般理论中的反常是不会有太多额外的麻烦.

为了处理这个一般情况, 我们将把所有左手费米场(包括反费米子, 在这里作区分是有意义

的)写进单个列矢量𝜒中. 例如𝜓是包含所有夸克场和轻子场(与之对照的就是反夸克和反费米
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jµα(x)

jνβ(y)

jργ(z)

jµα(x)

jργ(z)

jνβ(y)

图 22.1 这两个三角图给出了流𝑗𝜇𝛼(𝑥)中的反常. 实线是费米子; 波浪线代表的是与流耦合的虚拟规范场.

子)的列矢量, 那么

𝜒 ≡
[︃

1
2(1 + 𝛾5)𝜓

1
2 [𝛽C (1− 𝛾5)𝜓]

*

]︃
=

[︃
1
2(1 + 𝛾5)𝜓

1
2(1 + 𝛾5)𝛽C𝜓*

]︃
, (22.3.1)

其中C是5.4节定义的矩阵

C 𝛾T𝜇C−1 = −𝛾𝜇 ,

引入这个矩阵是为了让𝜒的所有分量均在Lorentz群的同一个(1/2, 0)表示下. 在费米子数(例如, 重

子数或重子数减去轻子数)守恒的无限小规范变换下:

𝛿𝜓 = i𝜃𝛼

[︁
1
2(1 + 𝛾5)𝑡

𝐿
𝛼 + 1

2(1− 𝛾5)𝑡
𝑅
𝛼

]︁
𝜓 (22.3.2)

这个列矢量的变换是

𝛿𝜒 = i𝜖𝛼𝑇𝛼𝜒 , (22.3.3)

其中

𝑇𝛼 =

[︃
𝑡𝐿𝛼 0

0 −𝑡𝑅*
𝛼

]︃
=

[︃
𝑡𝐿𝛼 0

0 −(𝑡𝑅𝛼 )
T

]︃
. (22.3.4)

在这里, 我们不会将自身限制在那些费米子数守恒的理论中, 所以现在的𝑇𝛼将是规范群的任意厄

米表示, 不一定是分块对角形式(22.3.4). 目前, 我们只考察无质量费米子, 随后会回到费米子质量

所产生的影响.

我们在这里所考察的是单圈三点函数:

Γ𝜇𝜈𝜌𝛼𝛽𝛾(𝑥, 𝑦, 𝑧) ≡ ⟨𝑇{𝑗𝜇𝛼(𝑥), 𝑗𝜈𝛽(𝑦), 𝑗𝜌𝛾(𝑥)}⟩VAC , (22.3.5)

其中𝑗𝜇𝛼是费米子流, 写成自由场则是:

𝑗𝜇𝛼 = −i�̄�𝑇𝛼𝛾
𝜇𝜒 . (22.3.6)

图22.1的两个Feynman图给出

Γ𝜇𝜈𝜌𝛼𝛽𝛾(𝑥, 𝑦, 𝑧) = −i Tr [𝑆(𝑥− 𝑦)𝑇𝛽𝛾
𝜈𝑃𝐿𝑆(𝑦 − 𝑧)𝑇𝛾𝛾

𝜌𝑃𝐿𝑆(𝑧 − 𝑥)𝑇𝛼𝛾
𝜇𝑃𝐿]

− i Tr [𝑆(𝑥− 𝑧)𝑇𝛾𝛾
𝜌𝑃𝐿𝑆(𝑧 − 𝑦)𝑇𝛽𝛾

𝜈𝑃𝐿𝑆(𝑦 − 𝑥)𝑇𝛼𝛾
𝜇𝑃𝐿] , (22.3.7)
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其中𝑃𝐿是左手费米场上的投影算符

𝑃𝐿 =

(︂
1 + 𝛾5

2

)︂
(22.3.8)

而𝑆(𝑥)是无质量费米场的传播子:

𝑆(𝑥) =
−i

(2π)4

∫︁
d4𝑝

(︂ −i/𝑝

𝑝2 − i𝜖

)︂
ei𝑝·𝑥 . (22.3.9)

(关于Feynman规则这一用法的进一步注解, 参看本节末尾.) 收集所有的因子, 方程(22.3.7)现在写

做

Γ𝜇𝜈𝜌𝛼𝛽𝛾(𝑥, 𝑦, 𝑧) =
i

(2π)12

∫︁
d4𝑘1 d

4𝑘2 e
−i(𝑘1+𝑘2)·𝑥 ei𝑘1·𝑦 𝑒i𝑘2·𝑧

∫︁
d4𝑝

×
{︃
tr

[︂
/𝑝− /𝑘1 + /𝑎

(𝑝− 𝑘1 + 𝑎)2 − i𝜖
𝛾𝜈

/𝑝+ /𝑎

(𝑝+ 𝑎)2 − i𝜖
𝛾𝜌

/𝑝+ /𝑘2 + /𝑎

(𝑝+ 𝑘2 + 𝑎)2 − i𝜖
𝛾𝜇

1 + 𝛾5
2

]︂
× tr

[︀
𝑇𝛽 𝑇𝛾 𝑇𝛼

]︀
+ tr

[︂
/𝑝− /𝑘2 + /𝑏

(𝑝− 𝑘2 + 𝑏)2 − i𝜖
𝛾𝜌

/𝑝+ /𝑏

(𝑝+ 𝑏)2 − i𝜖
𝛾𝜈

/𝑝+ /𝑘1 + /𝑏

(𝑝+ 𝑘1 + 𝑏)2 − i𝜖
𝛾𝜇

1 + 𝛾5
2

]︂
× tr

[︀
𝑇𝛾 𝑇𝛽 𝑇𝛼

]︀}︃
, (22.3.10)

其中, 取决于变量, tr分别指对Dirac指标或群指标求迹. 我们引入两个任意的4-矢常数𝑎和𝑏是因

为, 尽管表达式(22.3.10)是收敛的, 也随之独立于内线所携带的动量, 但是在计算𝜕𝜇Γ
𝜇𝜈𝜌
𝛼𝛽𝛾时要处理

一个发散积分, 而这个积分却会依赖标记内线的动量. 我们将会看到, 选择𝑎𝜇和𝑏𝜇的自由度对应于

将反常从一个流移向另一个流的自由度, 但这并不会使得我们能够同时消掉这些流上的反常.

为了取出方程(22.3.10)中的发散, 我们使用恒等式

/𝑘1 + /𝑘2 = (/𝑝+ /𝑘2 + /𝑎)− (/𝑝− /𝑘1 + /𝑎) = (/𝑝+ /𝑘1 + /𝑏)− (/𝑝− /𝑘2 + /𝑏)

并发现

𝜕

𝜕𝑥𝜇
Γ𝜇𝜈𝜌𝛼𝛽𝛾(𝑥, 𝑦, 𝑧) =

1

(2π)12

∫︁
d4𝑘1 d

4𝑘2 e
−i(𝑘1+𝑘2)·𝑥 ei𝑘1·𝑦 ei𝑘2·𝑧

∫︁
d4𝑝

×
{︃
tr
[︀
𝑇𝛽 𝑇𝛾 𝑇𝛼

]︀
tr

[︂
/𝑝− /𝑘1 + /𝑎

(𝑝− 𝑘1 + 𝑎)2 − i𝜖
𝛾𝜈

/𝑝+ /𝑎

(𝑝+ 𝑎)2 − i𝜖
𝛾𝜌

1 + 𝛾5
2

]︂
− tr

[︀
𝑇𝛽 𝑇𝛾 𝑇𝛼

]︀
tr

[︂
/𝑝+ /𝑎

(𝑝+ 𝑎)2 − i𝜖
𝛾𝜌

/𝑝+ /𝑘2 + /𝑎

(𝑝+ 𝑘2 + 𝑎)2 − i𝜖
𝛾𝜈

1 + 𝛾5
2

]︂
+ tr

[︀
𝑇𝛾 𝑇𝛽 𝑇𝛼

]︀
tr

[︂
/𝑝− /𝑘2 + /𝑏

(𝑝− 𝑘2 + 𝑏)2 − i𝜖
𝛾𝜌

/𝑝+ /𝑏

(𝑝+ 𝑏)2 − i𝜖
𝛾𝜈

1 + 𝛾5
2

]︂
− tr

[︀
𝑇𝛾 𝑇𝛽 𝑇𝛼

]︀
tr

[︂
/𝑝+ /𝑏

(𝑝+ 𝑏)2 − i𝜖
𝛾𝜈

/𝑝+ /𝑘1 + /𝑏

(𝑝+ 𝑘1 + 𝑏)2 − i𝜖
𝛾𝜌

1 + 𝛾5
2

]︂}︃
(22.3.11)

现在, 将三点函数分成群指标的对称项和反对称项将会方便之后的处理, 方法是借助如下的公式

tr
[︀
𝑇𝛽 𝑇𝛾 𝑇𝛼

]︀
= 𝐷𝛼𝛽𝛾 +

1
2 i𝑁 𝐶𝛼𝛽𝛾
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以及

tr
[︀
𝑇𝛾 𝑇𝛽 𝑇𝛼

]︀
= 𝐷𝛼𝛽𝛾 − 1

2 i𝑁 𝐶𝛼𝛽𝛾 ,

其中𝐷𝛼𝛽𝛾是全反对称量

𝐷𝛼𝛽𝛾 = 1
2 tr[{𝑇𝛼, 𝑇𝛽}𝑇𝛾 ] (22.3.12)

而结构常数𝐶𝛼𝛽𝛾的系数由下式定义

tr[𝑇𝛼𝑇𝛽] = 𝑁 𝛿𝛼𝛽 .

关于群指标反对称的那些项一般不为零, 但是它们不代表对称性的破坏. 就像在10.4节推

导Ward恒等式那样, 对于矩阵元(22.3.5)中的发散做一形式计算, 编时乘积中暗含了𝛿-函数, 在这

个计算中, 我们会遇到它的时间导数的贡献, 它等于[︂
𝜕

𝜕𝑥𝜇
Γ𝜇𝜈𝜌𝛼𝛽𝛾(𝑥, 𝑦, 𝑧)

]︂
formal

= −i𝐶𝛼𝛽𝛿𝛿
4(𝑥− 𝑦)⟨𝑗𝜈𝛿 (𝑦)𝑗𝜌𝛾(𝑧)⟩VAC

− i𝐶𝛼𝛾𝛿𝛿
4(𝑥− 𝑧)⟨𝑗𝜈𝛽(𝑦)𝑗𝜌𝛿 (𝑧)⟩VAC . (22.3.13)

不难看到, 方程(22.3.11)中的反对称项恰恰再生了方程(22.3.13). 反常包含在方程(22.3.11)的对称

部分中: [︂
𝜕

𝜕𝑥𝜇
Γ𝜇𝜈𝜌𝛼𝛽𝛾(𝑥, 𝑦, 𝑧)

]︂
anom

=
1

(2π)12
𝐷𝛼𝛽𝛾

∫︁
d4𝑘1 d

4𝑘2 e
−i(𝑘1+𝑘2)·𝑥 ei𝑘1·𝑦 ei𝑘2·𝑧

×
∫︁

d4𝑝

{︃
tr

[︂
/𝑝− /𝑘1 + /𝑎

(𝑝− 𝑘1 + 𝑎)2 − i𝜖
𝛾𝜈

/𝑝+ /𝑎

(𝑝+ 𝑎)2 − i𝜖
𝛾𝜌

1 + 𝛾5
2

]︂
− tr

[︂
/𝑝+ /𝑎

(𝑝+ 𝑎)2 − i𝜖
𝛾𝜌

/𝑝+ /𝑘2 + /𝑎

(𝑝+ 𝑘2 + 𝑎)2 − 𝑖𝜖
𝛾𝜈

1 + 𝛾5
2

]︂
+ tr

[︂
/𝑝− /𝑘2 + /𝑏

(𝑝− 𝑘2 + 𝑏)2 − i𝜖
𝛾𝜌

/𝑝+ /𝑏

(𝑝+ 𝑏)2 − i𝜖
𝛾𝜈

1 + 𝛾5
2

]︂
− tr

[︂
/𝑝+ /𝑏

(𝑝+ 𝑏)2 − i𝜖
𝛾𝜈

/𝑝+ /𝑘1 + /𝑏

(𝑝+ 𝑘1 + 𝑏)2 − i𝜖
𝛾𝜌

1 + 𝛾5
2

]︂}︃
. (22.3.14)

将第一个迹和第四个迹合在一起, 第二个迹和第三个迹合在一起, 它可以变成如下的形式[︂
𝜕

𝜕𝑥𝜇
Γ𝜇𝜈𝜌𝛼𝛽𝛾(𝑥, 𝑦, 𝑧)

]︂
anom

=
1

(2π)12
𝐷𝛼𝛽𝛾

∫︁
d4𝑘1 d

4𝑘2 e
−i(𝑘1+𝑘2)·𝑥 ei𝑘1·𝑦 ei𝑘2·𝑧

×
{︃
tr

[︂
𝛾𝜅𝛾𝜈𝛾𝜆𝛾𝜌

1 + 𝛾5
2

]︂
𝐼𝜅𝜆(𝑎− 𝑏− 𝑘1, 𝑏, 𝑏+ 𝑘1)

+ tr

[︂
𝛾𝜅𝛾𝜌𝛾𝜆𝛾𝜈

1 + 𝛾5
2

]︂
𝐼𝜅𝜆(𝑏− 𝑎− 𝑘2, 𝑎, 𝑎+ 𝑘2)

}︃
, (22.3.15)

其中

𝐼𝜅𝜆(𝑘, 𝑐, 𝑑) ≡
∫︁

d4𝑝
[︁
𝑓𝜅𝜆(𝑝+ 𝑘, 𝑐, 𝑑)− 𝑓𝜅𝜆(𝑝, 𝑐, 𝑑)

]︁
(22.3.16)

𝑓𝜅𝜆(𝑝, 𝑐, 𝑑) ≡
(𝑝+ 𝑐)𝜅(𝑝+ 𝑑)𝜆

[(𝑝+ 𝑐)2 − i𝜖][(𝑝+ 𝑑)2 − i𝜖]
. (22.3.17)



22.3 反常的直接计算: 一般情况 · 273 ·

为了计算这些积分, 考察函数𝑓𝜅𝜆(𝑝+ 𝑘, 𝑐, 𝑑)关于𝑘的幂级数展开:

𝑓𝜅𝜆(𝑝+ 𝑘, 𝑐, 𝑑) =
∞∑︁
𝑛=0

1

𝑛!
𝑘𝜇1 · · · 𝑘𝜇𝑛 𝜕

𝑛𝑓𝜅𝜆(𝑝, 𝑐, 𝑑)

𝜕𝑝𝜇1 · · · 𝜕𝑝𝜇𝑛 .

在方程(22.3.16)中, 零阶项𝑓(𝑝, 𝑐, 𝑑)抵消了. 除此之外的其它所有项是对𝑝的导数的积分, 因此,

在Wick旋转后, 它可以写成对一个很大3-球面的面积分, 记3-球面的半径为𝑃 . 对𝑓的𝑛阶导数而

言, 它会给出行为为𝑃−2−(𝑛−1)的函数的面积分, 而半径为𝑃的3-球面, 它的面积会趋于𝑃 3, 所以,

在𝑃 → ∞时, 唯一有贡献的项是那些𝑛 = 1和𝑛 = 2的项:

𝐼𝜅𝜆(𝑘, 𝑐, 𝑑) = 𝑘𝜇
∫︁

d4𝑝
𝜕𝑓𝜅𝜆(𝑝, 𝑐, 𝑑)

𝜕𝑝𝜇
+ 1

2𝑘
𝜇𝑘𝜈

∫︁
d4𝑝

𝜕2𝑓𝜅𝜆(𝑝, 𝑐, 𝑑)

𝜕𝑝𝜇𝜕𝑝𝜈
. (22.3.18)

那么, 直接计算给出

𝐼𝜅𝜆(𝑘, 𝑐, 𝑑) =
1
6 iπ

2
[︁
2𝑘𝜆𝑐𝜅 + 2𝑘𝜅𝑑𝜆 − 𝑘𝜆𝑑𝜅 − 𝑘𝜅𝑐𝜆 − 𝜂𝜅𝜆 𝑘 · (𝑘 + 𝑐+ 𝑑)

]︁
. (22.3.19)

我们现在必须对方程(22.3.15)迹中的项分别进行考察, 它们分别来自投影矩阵1
2(1 + 𝛾5)中

的1和𝛾5. 来自1的项包含tr[𝛾𝜅𝛾𝜈𝛾𝜆𝛾𝜌], 它分别关于𝜅和𝜆以及𝜈和𝜌是对称的, 所以这里的积分以如

下的组合出现

𝐼𝜅𝜆(𝑎− 𝑏− 𝑘1, 𝑏, 𝑏+ 𝑘1) + 𝐼𝜆𝜅(𝑎− 𝑏− 𝑘1, 𝑏, 𝑏+ 𝑘1)

+ 𝐼𝜅𝜆(𝑏− 𝑎− 𝑘2, 𝑎, 𝑎+ 𝑘2) + 𝐼𝜆𝜅(𝑏− 𝑎− 𝑘2, 𝑎, 𝑎+ 𝑘2)

利用方程(22.3.19), 不难看到, 当且仅当我们选择未定常数矢量使得

𝑎 = −𝑏 , (22.3.20)

这个积分才为零. 更进一步,由于在(𝜕/𝜕𝑦𝜈)Γ𝜇𝜈𝜌𝛼𝛽𝛾(𝑥, 𝑦, 𝑧)中, 𝑎和𝑏会被换成𝑎′ = 𝑘2+𝑎和𝑏
′ = −𝑘2+𝑏,

而在(𝜕/𝜕𝑧𝜌)Γ𝜇𝜈𝜌𝛼𝛽𝛾(𝑥, 𝑦, 𝑧)中, 𝑎和𝑏会被换成𝑎′′ = 𝑘1 + 𝑎和𝑏′′ = −𝑘1 + 𝑏, 那么, 取𝑎 = −𝑏的同时也确
保了𝑎′ = −𝑏′和𝑎′′ = −𝑏′′, 所以这个选择避免了所有三个流的非手征反常.

剩下的项是迹中含𝛾5的项. 它是全返对称的

tr
[︁
𝛾𝜅𝛾𝜈𝛾𝜆𝛾𝜌𝛾5

]︁
= −4i 𝜖𝜅𝜈𝜆𝜌 , (22.3.21)

其中𝜖𝜅𝜈𝜆𝜌是𝜖0123 = 1的全反对称张量. 在方程(22.3.15)使用上式以及𝑎 = −𝑏, 这给出[︂
𝜕

𝜕𝑥𝜇
Γ𝜇𝜈𝜌𝛼𝛽𝛾(𝑥, 𝑦, 𝑧)

]︂
anom

=
2

(2π)12
𝐷𝛼𝛽𝛾

∫︁
d4𝑘1 d

4𝑘2 e
−i(𝑘1+𝑘2)·𝑥

× ei𝑘1·𝑦 ei𝑘2·𝑧 π2𝜖𝜇𝜈𝜆𝜌𝑎𝜅 (𝑘1 + 𝑘2)𝜆 . (22.3.22)

我们可以通过取𝑎 ∝ 𝑘1 + 𝑘2来消掉流𝐽
𝜇
𝛼(𝑥)中的反常(22.3.22). 尽管这一步是可行的, 但

是它并不会同时消掉所有反常; 反常将会出现在(𝜕/𝜕𝑦𝜈)Γ𝜇𝜈𝜌𝛼𝛽𝛾(𝑥, 𝑦, 𝑧)或(𝜕/𝜕𝑧𝜌)Γ𝜇𝜈𝜌𝛼𝛽𝛾(𝑥, 𝑦, 𝑧)中.

这一问题的对称性表明, 当且仅当(𝑘2 + 𝑎) − (−𝑘2 + 𝑏) ∝ 𝑘1时, 换句话说𝑎 + 𝑘2 ∝ 𝑘1时,

(𝜕/𝜕𝑦𝜈)Γ𝜇𝜈𝜌𝛼𝛽𝛾(𝑥, 𝑦, 𝑧)中的反常才会消失, 而要使(𝜕/𝜕𝑧𝜌)Γ𝜇𝜈𝜌𝛼𝛽𝛾(𝑥, 𝑦, 𝑧)不出现反常, 则要(−𝑘1 +

𝑎) − (𝑘1 + 𝑏) ∝ 𝑘2, 即𝑎 − 𝑘1 ∝ 𝑘2. 选择𝑎
𝜇使得它满足其中的两个条件是可能的, 但对于不平行
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的𝑘1和𝑘2, 显然不可能同时满足三个条件——𝑎 ∝ 𝑘1 + 𝑘2, 𝑎+ 𝑘2 ∝ 𝑘1和𝑎− 𝑘1 ∝ 𝑘2. (例如, 前两

个条件会给出𝑎 = −𝑘1 − 𝑘2, 这与第三个条件矛盾.) 我们由此得出这样的结论: 尽管我们在决定那

个流上出现反常有一定的自由, 但是𝐷𝛼𝛽𝛾不为零则确定地表明𝐽
𝜇
𝛼(𝑥), 𝐽𝜈𝛽 (𝑦)和𝐽

𝜌
𝛾 (𝑧)中至少有一个

流存在反常. 这是这些计算的主要结果之一, 在下一节, 由它出发进行拓展, 会给出对规范场所含

物质的约束.

我们已然看到, 反常的计算依赖于我们对偏移矢量𝑎𝜇的选择. 不幸的是, 没有一个选择始终是

令人满意的, 所以我们必须针对手中问题的具体特征选择𝑎𝜇.

在一类很重要的问题中, 𝐽𝜇𝛼(𝑥)是整体对称性的流, 而𝐽𝜈𝛽 (𝑦)和𝐽
𝜌
𝛾 (𝑧)是规范对称性的流, 即,

与规范场耦合的流. (我们在上一节处理过这样的问题.) 在这样的情况中, 我们必须要选

择𝑎𝜇使得反常仅在𝐽𝜇𝛼(𝑥)中, 而𝐽𝜈𝛽 (𝑦)和𝐽
𝜌
𝛾 (𝑧)不能出现反常. 正如我们之前所发现的, 这相当于要

求𝑎+ 𝑘2 ∝ 𝑘1以及𝑎− 𝑘1 ∝ 𝑘2, 这给出唯一的结果

𝑎 = 𝑘1 − 𝑘2 . (22.3.23)

对𝑎𝜇取这个值, 反常(22.3.22)是[︂
𝜕

𝜕𝑥𝜇
Γ𝜇𝜈𝜌𝛼𝛽𝛾(𝑥, 𝑦, 𝑧)

]︂
anom

=
1

(2π)12
𝐷𝛼𝛽𝛾

∫︁
d4𝑘1 d

4𝑘2 e
−i(𝑘1+𝑘2)·𝑥 ei𝑘1·𝑦 ei𝑘2·𝑧

× 4π2𝜖𝜇𝜈𝜆𝜌𝑘1𝜅𝑘2𝜆 .

= − 1

4π2
𝐷𝛼𝛽𝛾𝜖

𝜅𝜈𝜆𝜌𝜕𝛿
4(𝑥− 𝑦)

𝜕𝑦𝜅
𝜕𝛿4(𝑧 − 𝑥)

𝜕𝑧𝜆
. (22.3.24)

顺带地, 我们注意到类似这样的结果只能出现在包含无质量粒子的理论中.[7a] 若非如此,

Γ𝜇𝜈𝜌𝛼𝛽𝛾(𝑥, 𝑦, 𝑧)的Fourier变换预期就会有围绕零动量的幂级数展开. 在这样的展开中, 能够赋予流形

式(22.3.24)为的散度只有一种可能性, 即那些关于动量一阶的赝张量[︁
Γ𝜇𝜈𝜌𝛼𝛽𝛾(𝑘1, 𝑘2)

]︁
anom

≡
∫︁

d4𝑦 d4𝑧 e−i𝑘1·𝑦 e−i𝑘2·𝑧
[︁
Γ𝜇𝜈𝜌𝛼𝛽𝛾(0, 𝑦, 𝑧)

]︁
anom

= 𝜖𝜇𝜈𝜌𝜎
[︁
𝐴𝛼𝛽𝛾𝑘1𝜎 +𝐵𝛼𝛽𝛾𝑘2𝜎

]︁
,

其中𝐴𝛼𝛽𝛾和𝐵𝛼𝛽𝛾是常数. 根据方程(22.3.24),

(𝑘1 + 𝑘2)𝜇

[︁
Γ𝜇𝜈𝜌𝛼𝛽𝛾(𝑘1, 𝑘2)

]︁
anom

=
i

4π2
𝐷𝛼𝛽𝛾𝜖

𝜅𝜈𝜆𝜌𝑘1𝜅𝑘2𝜆

所以

𝐴𝛼𝛽𝛾 −𝐵𝛼𝛽𝛾 =
i

4π2
𝐷𝛼𝛽𝛾 .

但是这些流之间的振幅的对称性要求

𝐴𝛼𝛽𝛾𝑘1𝜎 +𝐵𝛼𝛽𝛾𝑘2𝜎 = −𝐴𝛼𝛾𝛽𝑘2𝜎 −𝐵𝛼𝛾𝛽𝑘1𝜎 = −𝐴𝛾𝛼𝛽(−𝑘1𝜎 − 𝑘2𝜎)−𝐵𝛾𝛼𝛽𝑘2𝜎

所以, 𝑘1𝜎和𝑘2𝜎的系数相等给出

𝐴𝛼𝛽𝛾 = −𝐵𝛼𝛾𝛽 = 𝐴𝛾𝛼𝛽 , 𝐵𝛼𝛽𝛾 = −𝐴𝛼𝛾𝛽 = 𝐴𝛾𝛼𝛽 −𝐵𝛾𝛼𝛽 .

取这些方程的差给出

𝐴𝛼𝛽𝛾 −𝐵𝛼𝛽𝛾 = 𝐴𝛼𝛾𝛽 −𝐵𝛼𝛾𝛽 = 𝐵𝛾𝛼𝛽 .
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既然这是正比于𝐷𝛼𝛽𝛾的, 它必须是全反对称的, 所以𝐵𝛼𝛽𝛾以及随之的𝐴𝛼𝛽𝛾也是全反对称的. 但

这样一来, 三点函数对称性的条件就变成𝐴 = −𝐵 = 𝐵 − 𝐴, 这给出𝐴𝛼𝛽𝛾 = 𝐵𝛼𝛽𝛾 = 0, 与条

件(22.3.24)矛盾. 通过相同的推理可以得出: 给相互作用加上一个定域项, 使得这个定域项对

流𝐽𝜇的散度的贡献抵消了方程(22.3.24)的贡献, 这种消除反常的方法是行不通的.

现在回到方程(22.3.24), 我们现在可以将这个结果表示成流𝐽𝜇𝛼在规范场中的真空期望值, 其

中规范场与流𝐽𝜈𝛽和𝐽
𝜌
𝛾相耦合. 当存在规范场时, 三角图对流的贡献是

⟨𝐽𝜇𝛼(𝑥)⟩△ = −1
2

∫︁
d4𝑦 d4𝑧 Γ𝜇𝜈𝜌𝛼𝛽𝛾(𝑥, 𝑦, 𝑧)𝐴

𝛽
𝜈 (𝑦)𝐴

𝛾
𝜌(𝑧) . (22.3.25)

利用方程(22.3.24), 它有反常散度

[⟨𝜕𝜇𝐽𝜇𝛼(𝑥)⟩△]anom = − 1

8π2
𝐷𝛼𝛽𝛾 𝜖

𝜅𝜈𝜆𝜌 𝜕𝜅𝐴
𝛽
𝜈 (𝑥) 𝜕𝜆𝐴

𝛾
𝜌(𝑥) . (22.3.26)

存在其它也会给出反常的图, 如图22.2. 规范不变性要求图22.2的图加起来应该给出规范不变的结

果

[⟨𝜕𝜇𝐽𝜇𝛼(𝑥)⟩]anom = − 1

32π2
𝐷𝛼𝛽𝛾 𝜖

𝜅𝜈𝜆𝜌 𝐹 𝛽𝜅𝜈(𝑥)𝐹
𝛾
𝜆𝜌(𝑥) . (22.3.27)

作为一个验证, 我们来考察费米子数守恒的理论, 它的生成元𝑇𝛼有形式(22.3.4). 反

常(22.3.26)中的常数𝐷𝛼𝛽𝛾就是

𝐷𝛼𝛽𝛾 = 1
2 tr[{𝑡𝐿𝛼, 𝑡𝐿𝛽}𝑡𝐿𝛾 ]− 1

2 tr[{𝑡𝑅𝛼 , 𝑡𝑅𝛽 }𝑡𝑅𝛾 ] . (22.3.28)

更具体些, 我们在22.2节计算了轴矢量流𝐽𝜇5的散度而言, 它有𝑡𝐿 = −𝑡𝑅 = 𝑡, 由于与规范场相互作

用的是矢量流𝐽𝜈𝛽和𝐽
𝜌
𝛾 (在22.2节记成了𝐽𝜈𝛼和𝐽

𝜌
𝛽), 所以有𝑡

𝐿
𝛽 = 𝑡𝑅𝛽 ≡ 𝑡𝛽以及𝑡

𝐿
𝛾 = 𝑡𝑅𝛾 ≡ 𝑡𝛾 . 因此, 在这

一情况下𝐷𝛼𝛽𝛾要换成tr[{𝑡, 𝑡𝛽}𝑡𝛾 ] = tr[{𝑡𝛽, 𝑡𝛾}𝑡], 方程(22.3.27)则变成

[⟨𝜕𝜇𝐽𝜇5 (𝑥)⟩]anom = − 1

32π2
tr[{𝑡𝛽, 𝑡𝛾}𝑡] 𝜖𝜅𝜈𝜆𝜌 𝐹 𝛽𝜅𝜈(𝑥)𝐹 𝛾𝜆𝜌(𝑥) , (22.3.29)

这与方程(22.3.27)一致.

当流𝐽𝜇𝛼(𝑥), 𝐽𝜈𝛽 (𝑦)或𝐽
𝜌
𝛾 (𝑧)中没有任何一个与规范场耦合时, 对偏移矢量𝑎𝜇的选择就取决与

是否方便. 当其中的一些流但非全部的流对应的是自发破缺的对称性, 我们要保证未破缺的对

称性是显然的, 即选择𝑎𝜇使得与未破缺对称性对应的流中没有反常. (这在22.7节将是非常重要

的.) 例如, 在量子色动力学以及类似理论中, 整体对称性, 例如手征𝑆𝑈(3) × 𝑆𝑈(3), 它们的生

成元𝑇𝛼采取形式(22.3.4), 所有的流要么是矢量要么是轴矢量, 若是矢量, 则有𝑡𝑅𝛼 = 𝑡𝐿𝛼, 对应于未

破缺对称性, 若是轴矢量, 则有𝑡𝑅𝛼 = −𝑡𝐿𝛼, 对应于破缺对称性. 我们从方程(22.3.28)中看到, 在

这种情况下, 有反常的三角图只有那些有一个轴矢量流和两个矢量流的图, 以及那些三个流均

是矢量流的图. 在一个轴矢量流和两个矢量流的情况中, 我们选择𝑎𝜇, 使得不会存在对矢量流

守恒有干扰的反常. 因此, 如果𝐽𝜇𝛼(𝑥)是轴矢量流, 而𝐽𝜈𝛽 (𝑦)和𝐽
𝜌
𝛾 (𝑧)是两个矢量流, 那么, 就像方

程(22.3.23)中那样, 我们必须取𝑎𝜇 = 𝑘𝜇1 − 𝑘𝑚𝑢2 , 这使得反常由方程(22.3.24)给出. 另一方面, 对

于三个轴矢量流, 没有什么理由要求其中的任何一个是无反常的. 取而代之, 𝑎𝜇的值使得三个

流之间的对称性得以反映, 这样的选择要自然一些. 以Lorentz不变性为指导, 假定我们取试探

解𝑎 = 𝛼𝑘1 + 𝛽𝑘2, 其中𝛼和𝛽是常数. 那么, 对称性会要求每个内线的动量是𝑝加上从该线末端流出

的动量𝛼倍再加上从该线始端流入的动量的𝛽倍. 即, 如果我们要求𝑎 = 𝛼𝑘1 + 𝛽𝑘2, 那么对称性同
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图 22.2 这些单圈图给出了虚线所标记的流中的反常. 实线是费米子; 波浪线是与它们相互作用的规范场.

时会要求𝑎− 𝑘1 = −𝛼(𝑘1 + 𝑘2) + 𝛽𝑘1和𝑎+ 𝑘2 = 𝛼𝑘2 − 𝛽(𝑘1 + 𝑘2). 对于不平行的𝑘1和𝑘2, 当且仅

当𝛼 = −𝛽 = 1/3时, 这三个关系才会满足, 这使得

𝑎 = 1
3(𝑘1 − 𝑘2) . (22.3.30)

在方程(22.3.22)中使用上式并与方程(22.3.23)比较, 我们看到, 与一个轴矢量流和二个矢量流

的Feynman振幅相比, 在三个轴矢量流的Feynman振幅中, 轴矢量流中的反常是前者的三分之一.

流的散度会包含其它反常, 它们来自于图22.2中的图. 既然三角图都不能给出守恒流, 规范不

变性在这里是没有指导意义的. 针对强相互作用的𝑆𝑈(3) × 𝑆𝑈(3)对称性, Bardeen[8]计算了总反

常, 他对动量偏移的选择使得矢量流守恒, 而那些流均为轴矢量的图在这些流之间对称. 尽管这

个𝑆𝑈(3)× 𝑆𝑈(3)对称性(它作用在夸克味上而不是夸克色上)在量子色动力学中不是规范的, 但是

可以方便地将这一反常表示成规范不变性的失效, 具体来说, 反常是规范不变性在虚拟弱耦合规

范场的泛函Γ[𝑉,𝐴]中失效了, 其中的虚拟弱耦合规范场是: 矢量场的八重态𝑉 𝜇
𝑎 (𝑥)和轴矢量场的八

重态𝐴𝜇𝑎(𝑥). 我们引入无限小规范变换的算符*

iY𝑎(𝑥) = − 𝜕

𝜕𝑥𝜇
𝛿

𝛿𝑉𝑎𝜇(𝑥)
− 𝑓𝑎𝑏𝑐𝑉𝑏𝜇(𝑥)

𝛿

𝛿𝑉𝑐𝜇(𝑥)
− 𝑓𝑎𝑏𝑐𝐴𝑏𝜇(𝑥)

𝛿

𝛿𝐴𝑐𝜇(𝑥)
(22.3.31)

和

iX𝑎(𝑥) = − 𝜕

𝜕𝑥𝜇
𝛿

𝛿𝐴𝑎𝜇(𝑥)
− 𝑓𝑎𝑏𝑐𝑉𝑏𝜇(𝑥)

𝛿

𝛿𝐴𝑐𝜇(𝑥)
− 𝑓𝑎𝑏𝑐𝐴𝑏𝜇(𝑥)

𝛿

𝛿𝑉𝑐𝜇(𝑥)
, (22.3.32)

其中𝑓𝑎𝑏𝑐是𝑆𝑈(3)结构常数. 正如之前所提及的, 对内线动量标记的选择要使得矢量流不反常:

Y𝑎 Γ[𝑉,𝐴] = 0 , (22.3.33)

但是这样一来, 反常就会出现在轴矢量流中

X𝑎 Γ[𝑉,𝐴] =
i

32π2
𝜖𝜇𝜈𝜌𝜎 Tr

{︃
𝜆𝑎

[︁
𝑉𝜇𝜈𝑉𝜌𝜎 +

1
3𝐴𝜇𝜈𝐴𝜌𝜎 − 32

3 𝐴𝜇𝐴𝜈𝐴𝜌𝐴𝜎

+ 8
3 i(𝐴𝜇𝐴𝜈𝑉𝜌𝜎 +𝐴𝜇𝑉𝜌𝜎𝐴𝜈 + 𝑉𝜌𝜎𝐴𝜇𝐴𝜈)

]︁}︃
, (22.3.34)

其中𝜆𝑎是由方程(19.7.2)给出的𝑆𝑈(3)矩阵, 并有

𝑉𝜇 ≡ 1
2𝜆𝑎𝑉𝜇𝑎 , 𝐴𝜇 ≡ 1

2𝜆𝑎𝐴𝜇𝑎 , (22.3.35)

*这里的算符Y𝑎和X𝑎在参考文献[8]中记成了𝑋𝑎和𝑌𝑎. 我们在这里改变符号约定是为了与第19章的符号约定一致,

在那里破缺对称性的生成元统一地记为𝑋𝑎.
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𝑉𝜇𝜈 = 𝜕𝜇𝑉𝜈 − 𝜕𝜈𝑉𝜇 − i[𝑉𝜇, 𝑉𝜈 ]− i[𝐴𝜇, 𝐴𝜈 ] , (22.3.36)

𝐴𝜇𝜈 = 𝜕𝜇𝐴𝜈 − 𝜕𝜈𝐴𝜇 − i[𝑉𝜇, 𝐴𝜈 ]− i[𝐴𝜇, 𝑉𝜈 ] . (22.3.37)

我们已经解释过方程(22.3.34)右边第二项中的因子1/3的来源, 它是𝑎𝜇在𝐴𝑉 𝑉图和𝐴𝐴𝐴图中的不

同选择所造成的结果. 在22.6节, 我们将会描述相容性条件, 这使得我们可以从二次项中计算出方

程(22.3.34)中的三次项和四次项.

如果反常涉及的对称性都是自发破缺的, 那么在选择𝑎𝜇时就没有什么理由在不同流之间做出

区分, 相反, 标记费米子内线的一种更自然方式是使得它关于附着的规范玻色子线对称. 正如我们

所看到的, 这意味着我们要用𝑎 = 1
3(𝑘1 − 𝑘2)计算三角图. 这给出的三角反常是(22.3.26)给出的值

的三分之一. 当正方形图和五边形图也计算在内时, 这个结果变成[8a]

[⟨𝐷𝜇𝐽
𝜇
𝛼⟩]anom = − 1

24π2
𝜖𝜅𝜈𝜆𝜌Tr

{︃
𝑇𝛼

[︁
𝜕𝜅𝐴𝜈 𝜕𝜆𝐴𝜌 − 1

2 i𝜕𝜅𝐴𝜈 𝐴𝜆𝐴𝜌

+ 1
2 i𝐴𝜅 𝜕𝜈𝐴𝜆𝐴𝜌 − 1

2 i𝐴𝜅𝐴𝜈𝜕𝜆𝐴𝜌

]︁}︃
, (22.3.38)

其中𝐴𝜇 ≡ 𝐴𝜇𝛼𝑇𝛼. 我们已经看到, 在这样的情况下𝐴𝜇的二次项有方程(22.3.26)中相应项的1/3给

出, 所以我们不会在这里推导这个结果, 在22.6节, 我们会用相容性条件从二次项推导方

程(22.3.38)中的剩余项.

现在我们必须要考察这些结果的可能修正. Adler和Bardeen给出反常直至微扰论所有阶的细

致推导;[9] 而在下文中, 我们将只给出他们分析的要点.

我们可以在微扰论的任意阶重复给出方程(22.3.22)的讨论, 并证明给出反常的动量空间积分

一般可以重新表示成表面项. 其结果就是我们在方程(22.3.18)中所看到的那样, 对于流的散度, 对

反常有贡献的那些图是那些量纲(按动量幂次计)为零或者更大的动量空间积分, 这里的积分变量

是费米元中流转的动量. 圈中的费米子如果与虚规范玻色子相互作用, 那么这将会降低对费米圈

动量积分的量纲以至于消除了反常, 所以反常不会从这样的辐射修正中得到贡献. (对虚规范玻

色子动量以及费米圈动量的积分确实会有非负的量纲, 但是, 如果不干扰问题中的手征的对称性,

规范玻色子传播子可以被正规化, 与此同时费米子传播子却不能正规化.) 连在费米圈上的规范

玻色子如果与其它规范玻色子或费米圈相互作用, 那么这将会影响反常, 但是它们仅仅用来重整

化𝜖𝜅𝜈𝜆𝜌𝐹 𝛽𝜅𝜈(𝑥)𝐹
𝛾
𝜆𝜌(𝑥)这样的算符. 通过相同的讨论, 如果费米子质量遵循问题中的对称性(如果这

是能实现的), 由于抽取质量因子会降低动量空间积分的量纲, 所以这不会改变反常.

上一段所描述的最后一个特征给出了这样一个问题: 如果我们对理论含有的费米子一无所知,

无论是重费米子, 轻费米子还是无质量费米子, 在这样的情况下我们是否还能计算出反常? 答案

是肯定的, 我们可以; 我们现在将证明: 对于给定的对称性, 如果某个费米子在这个对称性允许有

质量, 那么它不会对这个对称性的反常有贡献. 在我们这里所考察的一般理论中, 拉格朗日密度中

的质量项会采取如下的形式

Lmass = −
∑︁
𝑛𝑛′𝜎𝜎′

𝜒𝜎𝑛𝜖𝜎𝜎′𝑀𝑛𝑛′𝜒𝜎′𝑛′ +H.c. , (22.3.39)

其中𝜎是Lorentz群(12 , 0)表示的2分量旋量指标, 𝜖𝜎𝜎′是为了保持Lorentz不变性所需要的反对称矩
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阵, 它有𝜖 1
2
,− 1

2
= +1, 而𝑀是对称质量矩阵.** 现在, 为了使Lmass遵循规范不变性, 质量矩阵必须

满足

− 𝑇T
𝛼 𝑀 =𝑀 𝑇𝛼 , (22.3.40)

指标𝑛可以换成指标𝑟和𝑠, 其中𝑟标记规范群的不同不可约表示, 而指标𝑠标记每个不可约表示中的

分量, 这使得

(𝑇𝛼)𝑟𝑠,𝑟′𝑠′ = 𝛿𝑟𝑟′(𝑇
(𝑟)
𝛼 )𝑠,𝑠′ , (22.3.41)

我们将𝑀写成

𝑀𝑟𝑠,𝑟′𝑠′ = (𝑀 (𝑟,𝑟′))𝑠𝑠′ . (22.3.42)

那么方程(22.3.40)就变成

− 𝑇 (𝑟)T
𝛼 𝑀 (𝑟,𝑟′) =𝑀 (𝑟,𝑟′) 𝑇 (𝑟′)

𝛼 . (22.3.43)

(这并没有对𝑟和𝑟′求和.) Schur引理告诉我们, 只要一对不可约表示的矩阵通过这样的方程彼此相

关, 那么关联它们的矩阵要么是零要么是非奇异的. (参看5.5节.) 因此, 要么(i) 𝑀 (𝑟,𝑟′) = 0, 要

么(ii) −𝑇 (𝑟)T
𝛼 和𝑇

(𝑟′)
𝛼 通过一个相似变换彼此相关, 对𝑇𝛽和𝑇𝛾有类似的事情发生. 在后一种情况, 分

属不同不可约表示𝑟和𝑟′的费米子对反常常数(22.3.12)之间的关系是

𝐷
(𝑟)
𝛼𝛽𝛾 = −𝐷(𝑟′)

𝛼𝛽𝛾 , (22.3.44)

所以反常要么为零(对于𝑟 = 𝑟′)要么在两个表示之间抵消(对于𝑟 ̸= 𝑟′). 因此, 对于一组给定的对称

性, 可能会出现的带有对称性允许质量的费米子不会影响这些对称性中的反常.

* * *

在用Feynman规则计算三点函数(22.3.7)时有一个很微妙的地方, 我们现在转向对它的讨论.

在使用传统的费米传播子(22.3.9)时, 我们实际上加倍了费米场的数目; 除了方程(22.3.1)给出的左

手费米子外, 传播子(22.3.9)还包含了与规范场没有相互作用的右手模式(与费米子数守恒理论的

场(1 − 𝛾5)𝜓无关). 将这些无相互作用的右手场和有相互作用的左手场写进单个旋量Ψ中, 费米子

拉格朗日密度是−Ψ̄ /𝐷Ψ, 其中的 /𝐷现在是

/𝐷 = /𝜕 − i /𝐴𝛼𝑇𝛼

(︂
1 + 𝛾5

2

)︂
. (22.3.45)

对于与真实规范场或者虚拟规范场相互作用的自旋1
2场而言, 它的单圈真空泛函就是Det /𝐷. 规范

不变性在这个行列式中失效可以归因于: 算符(22.3.45)是如下两项的和

/𝐷 = /𝜕

(︂
1− 𝛾5

2

)︂
+ /𝐷

(︂
1 + 𝛾5

2

)︂
, (22.3.46)

但是只有第二项是规范不变的.

**在费米子数守恒的理论中, 𝜒采取(22.3.1)的形式, 𝑀和通常的质量矩阵𝑚之间的关系是

𝑀 =
1

2

(︃
0 𝑚

𝑚T 0

)︃
.

当所有反演相位都为1时, 宇称, 电荷共轭以及时间反演不变性将会进一步分别使得𝑚是厄米矩阵, 对称矩阵和实矩阵.



22.4 无反常的规范理论 · 279 ·

在任意维度的空间中, 有另外一种看待坐标以及规范反对称性反常的方式, 它为一大类反常

的计算提供了框架. 算符(22.3.45)拥有定义良好的行列式, 在这里取代处理这个算符, 我们只处理

方程(22.3.46)中的第二项

/𝐷𝐿 ≡ /𝐷

(︂
1 + 𝛾5

2

)︂
. (22.3.47)

它是完全规范不变的, 但是由于这个算符并没有一个手性的费米场映射到同一手性费米场的空间,

而是映射到另一个手性费米场的空间, 所以它没有定义良好的行列式. 通过写出Det /𝐷𝐿在规范场

空间中的微分方程, 我们可以尝试定义规范不变的真空泛函, 但在模掉规范变换时会遇到障碍. 由

于必要的可积性条件失效了, 存在定域障碍, 这对应与我们讨论的反常. 即便这些定域障碍可以避

免, 在这一情况下, 规范场构形的无限维空间在模掉规范变换后不是单连通的, 拓扑障碍会妨碍在

这个空间上定义单值泛函. 对于规范群𝑆𝑈(2)(它没有定域反常), 在𝑆𝑈(2)二重态有奇数个无质量

左手费米子的情况下, Witten[10b]发现了这样的整体反常.

22.4 无反常的规范理论

对于一般的流𝐽𝜇𝛼 , 我们计算了反常在流守恒上的效应. 当这个流自身与规范场耦合时, 规范不

变性要求不能出现反常. 我们在上一节看到, 反常正比于方程(22.3.12)定义的对称常数因子𝐷𝛼𝛽𝛾 ,

所以对于规范流我们有[11]

𝐷𝛼𝛽𝛾 ≡ 1
2 tr [{𝑇𝛼, 𝑇𝛽}𝑇𝛾 ] = 0 , (22.4.1)

其中𝑇𝛼是规范代数在所有左手费米子和反费米子的集合上的表示, 而“tr”依旧代表对这些费米子

和反费米子的种类求和. 对于任意的规范群, 如果费米场构成了合适的可约或不可约表示, 这个条

件就是满足的. 另外, 存在一些规范群, 无论费米子处在该群的那个表示下, 方程(22.4.1)都是满足

的.[12](对于这样的群, 反常在微扰论的任意阶都不会出现, 我们将在22.6节用Batalin-Vilkovisky形

式理论给出一个纯代数证明.)

如果左手费米子(和反费米子)场构建的规范代数表示等价于它的复共轭, 也就是说

(i𝑇𝛼)
* = 𝑆 (i𝑇𝛼)𝑆

−1

或者等价的(既然我们总是取𝑇𝛼是厄米的)

𝑇T
𝛼 = −𝑆 𝑇𝛼 𝑆−1 , (22.4.2)

那么条件(22.4.1)显然是满足的. (将方程(22.4.2)代入代入方程(22.3.12)给出𝐷𝛼𝛽𝛾 = −𝐷𝛼𝛽𝛾 .)

这样的表示要么是实的, 要么是赝实的, 在前一种情况中, 我们有可能通过相似变换𝑇 ′
𝛼 =

𝑅𝑇𝛼𝑅
−1将这个表示转化至𝑇 ′

𝛼是纯虚的且反对称的表示, 而在后一种情况中这是不可能的. (例

如, 𝑆𝑈(2)的三维不可约表示是实的, 而它的二维表示是赝实的.) 对于只有实表示或者赝实

表示的规范代数, 即𝑆𝑂(2𝑛 + 1)(包括𝑆𝑈(2) ≡ 𝑆𝑂(3)), 𝑛 ≥ 2的𝑆𝑂(4𝑛), 𝑛 ≥ 3的𝑈𝑆𝑝(2𝑛), 𝐺2,

𝐹4, 𝐸7和𝐸8, 再加上这些代数的直和, 反常对于这些规范代数是不存在的. 另外还有几个代

数, 尽管它们的一些表示既不是实的也不是赝实的, 但是它们也只有𝐷𝛼𝛽𝛾为零的表示.[12] 它

们是𝑆𝑂(4𝑛 + 2)(不包括𝑆𝑂(2) ≡ 𝑈(1)和𝑆𝑂(6) ≡ 𝑆𝑈(4))和𝐸6, 它们彼此之间的直和, 以及它

们与上面所说的代数直和. 因此, 只对于包含𝑆𝑈(𝑛)(𝑛 ≥ 3)以及𝑈(1)因子的规范代数, 反常
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表 22.1 标准模型的第一代左手费米子场和反费米子场.

费米子 𝑆𝑈(3) 𝑆𝑈(2) 𝑈(1)[𝑦/𝑔′]

(︂
𝑢

𝑑

)︂
𝐿

3 2 −1/6

𝑢*𝑅 3̄ 1 +2/3

𝑑*𝑅 3̄ 1 −1/3(︂
𝜈𝑒

𝑒

)︂
𝐿

1 2 1/2

𝑒*𝑅 1 1 −1

才可能出现. 碰巧的是, 当代物理最重要的规范代数中就有这些代数. 标准模型基于规范

群𝑆𝑈(3)× 𝑆𝑈(2)× 𝑈(1), 所以我们必须依靠夸克和轻子之间的抵消去掉理论的反常.

对于标准模型第一代左手旋量场, 根据它们所构建的色𝑆𝑈(3)规范群表示, 电弱𝑆𝑈(2)规范群

表示, 以及𝑈(1)量子数𝑦/𝑔′ = 𝑡3/𝑔 − 𝑞/𝑒的值, 表22.1给出了它们的分类.

现在, 我们可以检验, 当𝑇𝛼, 𝑇𝛽和𝑇𝛾取遍𝑆𝑈(3) × 𝑆𝑈(2) × 𝑈(1)的所有生成元时, 𝐷𝛼𝛽𝛾是否

为零. 我们只需考察那些使得𝑇𝛼, 𝑇𝛽和𝑇𝛾的乘积在𝑆𝑈(3) × 𝑆𝑈(2) × 𝑈(1)为中性的生成元组合,

所有其它的组合显然为零. 我们可以用𝑆𝑈(3)生成元, 𝑆𝑈(2)生成元和𝑈(1)生成元给出不变量, 对

其中个数的限制是, 𝑆𝑈(3)生成元只能是零个, 两个或三个(因为8 × 8和8 × 8 × 8中均有单态),

对𝑆𝑈(2)生成元的个数限制与𝑆𝑈(3)相同, 而𝑈(1)生成元可以有任意多个, 所以我们只需检查如下

情况:

𝑆𝑈(3)-𝑆𝑈(3)-𝑆𝑈(3): 由于左手费米子构成了𝑆𝑈(3)的3 + 3 + 3̄ + 3̄ + 1 + 1 + 1的表示, 这是实

表示, 所以这里的𝐷𝛼𝛽𝛾为零.

𝑆𝑈(3)-𝑆𝑈(3)-𝑈(1): 这里的反常正比于∑︁
3,3̄

𝑦/𝑔′ = −1

6
− 1

6
+

2

3
− 1

3
= 0 .

𝑆𝑈(2)-𝑆𝑈(2)-𝑆𝑈(2): 由于𝑆𝑈(2)只有实表示和赝实表示, 所以这里没有反常.

𝑆𝑈(2)-𝑆𝑈(2)-𝑈(1): 这里的反常正比于∑︁
doublets

𝑦/𝑔′ = 3

(︂
−1

6

)︂
+

1

2
= 0 .

𝑈(1)-𝑈(1)-𝑈(1): 这里的反常正比于

∑︁
(𝑦/𝑔′)3 = 6

(︂
−1

6

)︂3

+ 3

(︂
2

3

)︂3

+ 3

(︂
−1

3

)︂3

+ 2

(︂
1

2

)︂3

+ (−1)3 = 0 .

我们看到, 对于标准模型的规范对称性, 所有反常抵消了.[13a] 这个结果可以干净地理解

成𝑆𝑈(3) × 𝑆𝑈(2) × 𝑈(1)可以嵌入在𝑆𝑂(10)中的结果.[14]. 𝑆𝑂(10)的所有表示都是无反常的, 所
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以对于𝑆𝑈(3) × 𝑆𝑈(2) × 𝑈(1)的任何可约表示, 只要它构成了𝑆𝑂(10)的一个完整表示, 它就会

继承这一性质. 碰巧的是, 每一代夸克, 轻子, 反夸克, 以及反轻子的左手场, 再加上一个额外

的(𝑆𝑈(3) × 𝑆𝑈(2) × 𝑈(1))-单态, 就构成了𝑆𝑂(10)的一个完整的16维表示(基础旋量表示), 所以

对于左手费米子的这个集合, 𝑆𝑈(3) × 𝑆𝑈(2) × 𝑈(1)反常是不存在的. 单态无论如何都不会对这

个反常有贡献, 所以在标准模型的规范对称性中没有反常.

还有一个反常需要计算. 所有种类的费米子以相同的方式与引力相互作用. 在有外引力场的

情况下, 针对流�̄�𝑇𝛾𝜇𝜒的真空期望值, 计算费米子圈图会给出反常[15]𝜕𝜇(�̄�𝑇𝛾
𝜇𝜒), 它正比于

tr{𝑇} 𝜖𝜇𝜈𝜌𝜎 𝑅𝜇𝜈𝜅𝜆𝑅𝜌𝜎𝜅𝜆 .

特别地, 为了避免引力破坏(22.3.3)这样的规范对称性, 生成元必须满足

tr{𝑇𝛼} = 0 . (22.4.3)

类似于纯规范反常, 当规范生成元满足方程(22.4.2)时, 这为零, 所以那些构成规范群实表示或赝

实表示的费米子不会对这个反常有贡献, 因此计算这个反常时只需要将那些质量源于规范对称性

破缺的费米子考虑在内即可. 另外, 对于规范代数的任意单纯子代数, 例如𝑆𝑈(2)或𝑆𝑈(3), 这个条

件对于这些子代数的生成元是自动满足的. (tr{𝑇𝛼}仅是与所有𝑇𝛽都对易的数, 所以如果它不为零,

那么这个代数不是单纯的.) 因此, 我们只需检验方程(22.4.3)对于规范代数的𝑈(1)生成元是不是

满足的. 在标准模型中, 对于所有左手费米子, 弱超荷𝑦的值之和是∑︁
𝑦/𝑔′ = 6

(︂
−1

6

)︂
+ 3

(︂
2

3

)︂
+ 3

(︂
−1

3

)︂
+ 2

(︂
1

2

)︂
+ (−1) = 0 ,

所以标准模型的流中没有引力反常.

反常为零的要求也可用作公式化真实理论时的指导. 例如, 对于各种𝑆𝑈(3) × 𝑆𝑈(2)多重态,

它们的弱超荷𝑦的值最初是从实验中获得的, 但是我们可能会好奇: 为什么这些弱超荷(以及每

个多重态中相应的电荷)取这些观测值. 为了回答这个问题, 假定我们对多重态(𝑢𝐿, 𝑑𝐿), 𝑢
*
𝑅, 𝑑

*
𝑅,

(𝜈𝐿, 𝑒𝐿)和𝑒
*
𝑅分别赋予值𝑎, 𝑏, 𝑐, 𝑑和𝑒. 反常相消的条件会告诉我们:

𝑆𝑈(3)-𝑆𝑈(3)-𝑈(1): ∑︁
3,3̄

𝑦 = 2𝑎+ 𝑏+ 𝑐 = 0 ;

𝑆𝑈(2)-𝑆𝑈(2)-𝑈(1): ∑︁
doublets

𝑦 = 3𝑎+ 𝑑 = 0 ;

𝑈(1)-𝑈(1)-𝑈(1): ∑︁
𝑦3 = 6𝑎3 + 3𝑏3 + 3𝑐3 + 2𝑑3 + 𝑒3 = 0 ;

引力-引力-𝑈(1): ∑︁
𝑦 = 6𝑎+ 3𝑏+ 3𝑐+ 2𝑑+ 2 = 0 .

除了交换𝑢𝑅和𝑑𝑅的可能性外, 这些方程只有两个解, 我们可以称其为𝑈(1)和𝑈(1)′:

𝑈(1) : 𝑏/𝑎 = −4 , 𝑐/𝑎 = 2 , 𝑑/𝑎 = −3 , 𝑒/𝑎 = 6 ,

𝑈(1)′ : 𝑏 = −𝑐 , 𝑎 = 𝑐 = 𝑑 = 𝑒 = 0 .
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更进一步, 这两个解是互不兼容的; 我们不能假定𝑈(1)和𝑈(1)′都是定域对称性, 否则我们就会

遇到正比于(−4) + (+2) ̸= 0的𝑈(1)′ − 𝑈(1)′ − 𝑈(1)反常和正比于(−4)2 − (+2)2 ̸= 0的𝑈(1)′ −
𝑈(1) − 𝑈(1)反常. 𝑈(1)生成元就是标准电弱模型中的弱超荷(总的常数因子𝑎被吸收进𝑔′的定义

中), 而𝑈(1)′对称性与自然界中观测到的都不相似. 这个简短的计算为标准模型中𝑦的取值或者等

价地电荷的取值提供了一个合理的解释, 它还表明, 要使所有规范反常在一代夸克和轻子中抵消,

规范玻色子与弱超荷以外的任何𝑈(1)量子数相耦合是不可能的.

另一方面, 尽管可以合理地猜测标准模型的𝑆𝑈(3) × 𝑆𝑈(2) × 𝑈(1)规范玻色子只与已知的

夸克和轻子耦合(这既解释了为什么没有发现其它费米子又保护了标准模型中漂亮的反常相消),

但是, 存在𝑈(1)′规范玻色子, 它会与其它未探测到的(𝑆𝑈(3) × 𝑆𝑈(2) × 𝑈(1))-中性费米子以及已

知夸克和轻子相耦合, 这样的可能性依旧是存在的. 我们假定多重态(𝑢𝐿, 𝑑𝐿), 𝑢
*
𝑅, 𝑑

*
𝑅, (𝜈𝐿, 𝑒𝐿)以

及𝑒*𝑅的𝑈(1)′量子数𝑦′分别为𝑎′, 𝑏′, 𝑐′, 𝑑′和𝑒′. 既然我们对可能的(𝑆𝑈(3) × 𝑆𝑈(2) × 𝑈(1))-中性费

米子一无所知, 𝑈(1)′-𝑈(1)′-𝑈(1)′反常与引力-引力-𝑈(1)′反常相互抵消的要求并不能帮助我们约

束𝑎′, 𝑏′, 𝑐′, 𝑑′或𝑒′. 反常相消的其它条件告诉我们:

𝑆𝑈(3)-𝑆𝑈(3)-𝑈(1)′: ∑︁
3,3̄

𝑦′ = 2𝑎′ + 𝑏′ + 𝑐′ = 0 ;

𝑆𝑈(2)-𝑆𝑈(2)-𝑈(1)′: ∑︁
doublets

𝑦′ = 3𝑎′ + 𝑑′ = 0 ;

𝑈(1)-𝑈(1)-𝑈(1)′:∑︁
𝑦2𝑦′ = 6𝑎′ + 3(−4)2𝑏′ + 3(2)2𝑐′ + 2(−3)2𝑑′ + (6)2𝑒′ = 0 ;

𝑈(1)-𝑈(1)′-𝑈(1)′:∑︁
𝑦𝑦′2 = 6𝑎′2 + 3(−4)𝑏′2 + 3(2)𝑐′2 + 2(−3)𝑑′2 + (6)𝑒′2 = 0 .

通解中, 𝑦′是𝑦与量子数𝐵−𝐿(𝐵和𝐿分别是守恒重子数和轻子数)的线性组合,对于多重态(𝑢𝐿, 𝑑𝐿),

𝑢*𝑅, 𝑑
*
𝑅, (𝜈𝐿, 𝑒𝐿)以及𝑒

*
𝑅, 𝐵 − 𝐿分别取值1/3, −1/3, −1/3, −1和+1. 如果𝐵 − 𝐿是定域对称性, 且

它的耦合在量级上比𝑒小不了多少, 那么由于普通物体会有𝐵 − 𝐿的宏观值, 所以所以它必须自发

破缺. 为了避免与中性流的观测结果相矛盾, 对称性破缺的特征标度𝐹必须要大于电弱相互作用

的特征标度, 但是不一定在量级上会大太多. 因此一个比𝑍0稍重且与𝐵 − 𝐿耦合的中性矢量玻色

子最有希望添加到标准模型中.

上面所有的讨论针对的是标准模型的一个代. 对于所有的三个代, 存在更多的无反常对称性.

其中的一类对称性没有被反常破缺也没有(至少我们知道的)被其它的因素破缺, 这类对称性构成

了不同味之间轻子数的差异. 在23.5节, 我们会对反常所产生的重子数不守恒过程和轻子数不守恒

过程进行分类, 在这个分类中, 它与𝐵 − 𝐿起到了重要作用.

22.5 无质量束缚态*

有时会推测夸克和轻子是更加基本粒子的束缚态. 如果这些假想粒子拥有渐进自由的规范

相互作用, 就像量子色动力学中那样, 那么我们预期它们被陷俘了, 这解释了为什么探测不到它

*本节或多或少的处在本书的发展主线之外, 可以在第一次阅读时跳过.



22.5 无质量束缚态 · 283 ·

们. 然而, 这一途径有一个问题. 夸克和轻子的内部结构还没有观测到过, 所以这些规范相互作用

的特征能量标度Λ′(类似于量子色动力学的Λ ≈ 200MeV)必须非常高. 例如, 正如12.3节论述过的,

要使𝜇子磁矩的理论与实验相一致则会表明Λ′ > 3TeV. 但是, 除了Goldstone玻色子以外, 我们

一般会预期这种理论中的束缚态会有Λ′阶或者2πΛ′阶的质量, 就像在量子色动力学中, 质子质量

是2πΛQCD阶. 这一预期显然与我们观测到的事实有一个尖锐的矛盾, 观测到的夸克和轻子质量要

远小于Λ′. 以另外一种方式表述这个问题: 如果轻子和夸克是束缚态, 为什么它们(经由反常磁矩

等方式测量)的尺寸要远小于它们的Comptom波长?

回答这一问题的一种方法是: 不像量子色动力学, 我们假定这一理论有未破缺的手征对称性,

那么除了来自其它相互作用的小修正外, 这会使得夸克和轻子依旧是无质量的. 一般而言, 手征对

称性是指: 对于一组螺度给定的无质量基本场(包括螺度相反的场的复共轭), 若它们构成复表示,

手征对称性就是这些基本场的对称性. 用这些基本场的乘积作用在真空上, 我们能够构建出其它

螺度确定的态, 而这些态也构成了这些对称性的复表示. 若其中的一些态是真实的复合粒子, 它们

必须是无质量的, 如果它们是有质量的, 有质量粒子态的所有螺度分量必须构成任意对称性的同

一表示且与旋转对易, 所以螺度分量给定的粒子与螺度分量相反的反粒子一起构成了实表示. 当

然, 分辨出以这种方式构建且与真实的复合无质量粒子对应的那些态并不容易, 但如果它们真的

构成了真实的无质量复合粒子, 当我们改变理论的一些参量时, 为了使属于对称群的某个复表示

的一些螺度给定的无质量粒子变得有质量, 从复表示到实表示, 它们的对称性质必须不连续地变

化, 所以它们的无质量性是天然的.

尽管这一推导表明, 存在一些理论, 无质量复合粒子或者质量很轻的复合粒子会很自然地出

现在这些理论中, 但是这并不会给出在实际情况中它会何时发生的迹象. 除了如何将夸克和轻

子理解为可能的复合粒子的问题外, 这是另一个有趣的问题. t’ Hooft[16]给出了解决这一问题的

有力方法, 这个方法基于对反常的考察. 简言之, 如果底层理论拥有整体手征对称性(没有被规

范反常破缺, 也没有自发破缺), 且这个对称性由自旋1
2的左手基本费米子(和反费米子)𝜒上对称

性生成元为𝑇𝛼, 𝑇𝛽等的变换构成, 并且如果这些整体对称性的反常常数tr[{𝑇𝛼, 𝑇𝛽}𝑇𝛾 ]非零, 那么

束缚态的频谱必须包含自旋1
2的无质量粒子, 在它们的左手态上, 相同的对称性油诱导出生成元

为T𝛼, T𝛽 · · ·的变换, 以及相同的反常常数

tr[{T𝛼,T𝛽}T𝛾 ] = tr[{𝑇𝛼, 𝑇𝛽}𝑇𝛾 ] . (22.5.1)

下面给出’t Hooft的论证. 假想一些相互作用很弱的规范玻色子, 它们与底层理论的整体对称

性生成元𝑇𝛼, 𝑇𝛽, · · ·相耦合. 同时假定, 尽管系数𝐷𝛼𝛽𝛾 ≡ tr[{𝑇𝛼, 𝑇𝛽}𝑇𝛾 ]中的一些不为零, 但是这

个反常被其它“旁观者”无质量费米子引起的反常抵消了, 那些将复合粒子的组成部分困住的强力

不会影响这些旁观者费米子. 当物理过程所处的能量远低于陷俘相互作用的特征能量标度Λ′时,

描述这个过程的有效拉格朗日量中不会出现陷俘的费米子. 如果生成元为𝑇𝛼, 𝑇𝛽, · · ·的对称性不
是自发破缺的, 那么就不会出现Goldstone玻色子, 所以这个有效拉格朗日量中的粒子只能是弱耦

合的规范玻色子, 旁观者费米子, 再加上陷俘费米子和相互作用很强的规范玻色子的任意束缚态.

有效场论的相容性要求它必须是无反常的, 但是假定的旁观者费米子拥有反常常数−𝐷𝛼𝛽𝛾 , 所以

为了提供了大小相等符号相反的反常常数, 无质量束缚态必须存在, 它们也随之就是原始俘获费

米子的束缚态.** 注意到无论生成元为𝑇𝛼, 𝑇𝛽, · · ·的规范相互作用有多弱, 这个讨论都是成立的,

**仍需证明的是: 这些粒子必须拥有自旋 1
2
. 我们在这里假定了Goldstone玻色子不存在, 以及其它无自旋粒子不会
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所以无论这些规范玻色子或陷俘费米子是不是真实的, 我们依旧会得到结论: 无质量自旋1
2态重新

产生了构成该态的自旋1
2陷俘基本费米子的反常.

作为一个简单的例子, 假定底层理论包含𝑛“味”无质量费米子, 每个费米子既有左手部分

又有右手部分, 并且它们处在渐进自由𝑆𝑈(𝑁)规范群的定义表示𝑁中. 我们要求𝑁是奇的, 这

使得非陷俘的𝑆𝑈(𝑁)-中性费米束缚态能够出现. 就像量子色动力学中那样, 这一理论自动有

整体𝑆𝑈𝐿(𝑛) × 𝑆𝑈𝑅(𝑛) × 𝑈𝑉 (1)对称性, 它的左手无质量费米子和右手无质量费米子分别处在

它的(𝑛, 1)表示和(1, 𝑛)表示中, 对于𝑈𝑉 (1)量子数有相等的值, 这个值可以取为1. 在底层理论中,

对于𝑆𝑈(𝑛)𝐿-𝑆𝑈(𝑛)𝐿-𝑈(1)𝑌流三重态和𝑆𝑈(𝑛)𝑅-𝑆𝑈(𝑛)𝑅-𝑈(1)𝑌流三重态存在不为零的反常常数,

它的值是

𝐷𝑎𝐿,𝑏𝐿,0 = 𝐷𝑎𝑅,𝑏𝑅,0 = 𝑁𝛿𝑎𝑏 ,

其中𝑎, 𝑏, · · ·标记𝑆𝑈(𝑛)的生成元𝜆𝑎,它的归一化使得在𝑛-分量定义表示中tr{𝜆𝑎𝜆𝑏} = 1
2𝛿𝑎𝑏. 当𝑛 >

2时, 𝑆𝑈(𝑛)𝐿-𝑆𝑈(𝑛)𝐿-𝑆𝑈(𝑛)𝐿流和𝑆𝑈(𝑛)𝐿-𝑆𝑈(𝑛)𝑅-𝑆𝑈(𝑛)𝑅流也有不为零的反常常数, 它等于

𝐷𝑎𝐿,𝑏𝐿,𝑐𝐿 = 𝐷𝑎𝑅,𝑏𝑅,𝑐𝑅 = 𝑁 tr[{𝜆𝑎, 𝜆𝑏}𝜆𝑐] .

我们在这里假定𝑆𝑈𝐿(𝑛) × 𝑆𝑈𝑅(𝑛) × 𝑈(1)是不自发破缺的. 由于陷俘, 物理频谱中的唯一束

缚态所在的对称性表示由𝑚𝐿和𝑚𝑅个基本费米子以及它们的反粒子构成, 其中𝑚𝐿是螺度+1
2粒子

的个数, 𝑚𝑅是螺度−1
2粒子的个数, 反粒子的个数分别是�̄�𝐿和�̄�𝑅, 并有

𝑚𝐿 +𝑚𝑅 − �̄�𝐿 − �̄�𝑅 = 𝑘𝑁 , (22.5.2)

其中𝑘是可正可负的奇数. 结果是, 在唯一能够遇到的𝑆𝑈𝐿(𝑛)× 𝑆𝑈𝑅(𝑛)的不可约表示(𝑟, 𝑠)中, 𝑟处

在𝑚𝐿个𝑆𝑈(𝑛)定义表示与�̄�𝐿个相应复共轭表示的直乘中, 𝑠处在𝑚𝑅个𝑆𝑈(𝑛)定义表示与�̄�𝐿个

相应复共轭表示的直乘中, 𝑈(1)𝑉量子数是𝑘𝑁 , 而𝑘, 𝑚𝐿, 𝑚𝑅, �̄�𝐿和�̄�𝑅服从方程(22.5.2). 对

于𝑈(1)𝑉量子数为𝑘𝑁的𝑆𝑈(𝑛)𝐿 × 𝑆𝑈(𝑛)𝑅不可约表示(𝑟, 𝑠), 记其在螺度+1
2束缚态中出现的次数

为𝑝(𝑟, 𝑠, 𝑘). 那么方程(22.5.1)就变成∑︁
𝑟,𝑠,𝑘

𝑝(𝑟, 𝑠, 𝑘)𝑑𝑠 tr
(𝑟)[{T𝑎,T𝑏}T𝑐] = 𝑁 tr[{𝜆𝑎, 𝜆𝑏}𝜆𝑐] , (22.5.3)

∑︁
𝑟,𝑠,𝑘

𝑝(𝑟, 𝑠, 𝑘)𝑑𝑠𝑘 tr
(𝑟)[{T𝑎,T𝑏}] = tr[{𝜆𝑎, 𝜆𝑏}] , (22.5.4)

其中tr𝑟指在𝑆𝑈(𝑛)不可约表示𝑟中求迹, 而𝑑𝑠是𝑆𝑈(𝑁)表示𝑠的维数. 𝑝(𝑟, 𝑠, 𝑘)的其它约束只剩一

个: 它必须是正数.

对于𝑆𝑈(𝑛)𝐿×𝑆𝑈(𝑛)𝑅×𝑈(1)𝑉的任意表示(𝑟, 𝑠, 𝑘)的复共轭(𝑟, 𝑠,−𝑘),它的迹tr(𝑟)[{T𝑎,T𝑏}T𝑐]

和𝑘 tr(𝑟)[{T𝑎,T𝑏}]与表示(𝑟, 𝑠, 𝑘)的相反, 所以方程(22.5.3)和(22.5.4)仅约束了

ℓ(𝑟, 𝑠, 𝑘) ≡ 𝑝(𝑟, 𝑠, 𝑘)− 𝑝(𝑟, 𝑠,−𝑘) .
自然地是无质量的. 理论的基本规范玻色子假定在反常对称变换下不变, 所以它们对反常没贡献. 另一个讨论会排除

掉自旋𝑗 ≥ 1的复合粒子.[16a] 反常流可以构建成基本自旋 1
2
场的Lorentz4-矢函数, 为了对反常有贡献, 这些流在任何自

旋𝑗 = 1的无质量复合粒子之间的矩阵元必须不为零, 这将会破坏Lorentz不变性. 对于自旋𝑗 ≥ 3
2
的复合粒子, 由于在

这个理论中同样可能构建出守恒的能动量张量, 它在这些无质量复合粒子之间的矩阵元也必须不为零, 所以对于𝑗 ≥ 3
2
,

Lorentz不变性同样被破坏了, 所以这种可能性也被排除了.
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回顾我们现在所使用的符号约定, 这些迹是在所有螺度+1
2的无质量束缚态上求迹, 其中包括螺

度−1
2的无质量束缚态的反粒子, 而后者按照复共轭表示进行变换. 𝑆𝑈(𝑛)𝐿 × 𝑆𝑈(𝑛)𝑅 × 𝑈(1)𝑉的

任意表示的复共轭, 它的迹tr(𝑟)[{T𝑎,T𝑏}T𝑐]和𝑘 tr
(𝑟)[{T𝑎,T𝑏}]与原先的表示相反. 因此, 我们可以

只对(22.5.3)和(22.5.4)中那些𝑈(1)𝑉量子数𝑘𝑁 > 0的表示求和

∑︁
𝑟,𝑠,𝑘>0

ℓ(𝑟, 𝑠, 𝑘)𝑑𝑠 tr
(𝑟)[{T𝑎,T𝑏}T𝑐] = 𝑁 tr[{𝜆𝑎, 𝜆𝑏}𝜆𝑐] , (22.5.5)

∑︁
𝑟,𝑠,𝑘>0

ℓ(𝑟, 𝑠, 𝑘)𝑑𝑠𝑘 tr
(𝑟)[{T𝑎,T𝑏}] = tr[{𝜆𝑎, 𝜆𝑏}] , (22.5.6)

其中ℓ(𝑟, 𝑠, 𝑘)等于, 𝑆𝑈(𝑛)𝐿 × 𝑆𝑈(𝑛)𝑅的𝑈(1)𝑉量子数𝑘𝑁 > 0的(𝑟, 𝑠)表示在螺度+1
2束缚态中出现

的次数, 减去同一表示在螺度−1
2束缚态中出现的次数. (如果宇称没破缺, 那么表示(𝑟, 𝑠, 𝑘)在螺

度−1
2束缚态中出现的次数与表示(𝑠, 𝑟, 𝑘)在螺度+1

2束缚态中出现的次数相同, 所以在这一情况下

有ℓ(𝑟, 𝑠, 𝑘) = −ℓ(𝑠, 𝑟, 𝑘).)

首先考察𝑛 = 2味的情况. 这时没有办法将三个矢量流对称地耦合在一起以给出𝑆𝑈(2)不变

量, 所以(22.5.5)两边自动为零, 只留下了条件(22.5.6). 𝑆𝑈(2)的两分量定义表示被包含在奇数

多个这些两分量表示的乘积中, 所以在𝑆𝑈(2)𝐿 × 𝑆𝑈(2)𝑅 × 𝑈(1)𝑉的表示中, 对于𝑟是定义表示,

𝑠是平庸表示以及𝑘 = 1的表示, 我们取ℓ = 1, 除了这个表示, 只要𝑟是非平庸表示, 我们总能找

到(22.5.6)的一个ℓ(𝑟, 𝑠, 𝑘) = 0的解. 不幸的是, 这个解远不是唯一的——有无限多种方法可以重新

产生该底层理论的反常.

对于一般的𝑛和𝑁 , 通常能够找到方程(22.5.5)和(22.5.6)的多个解, 但有一些情况是找不到解

的. 在这样的理论, 我们必然有如下的结论: 𝑆𝑈(𝑛)𝐿 × 𝑆𝑈(𝑛)𝑅 × 𝑈(1)𝑉对称性必须部分或完全地

自发破缺. 对于量子色动力学, 这有一个特别有意义的应用, 所以我们现在指定到一个𝑆𝑈(3)规范

群的情况.

更具体一些, 我们将集中与𝑘 = 1且�̄�𝐿 = �̄�𝑅 = 0的表示, 这个表示可以仅通过三个基本费米

子和零个反费米子构成. 它们是:†

(a) 𝑟是对称三阶𝑆𝑈(𝑛)张量; 𝑠是平庸表示.

(b) 𝑟是反对称三阶𝑆𝑈(𝑛)张量; 𝑠是平庸表示.

(c) 𝑟是混合对称的三阶𝑆𝑈(𝑛)张量; 𝑠是平庸表示.

(d) 𝑟是对称二阶𝑆𝑈(𝑛)张量; 𝑠是𝑆𝑈(𝑛)矢量.

(e) 𝑟是反对称二阶𝑆𝑈(𝑛)张量; 𝑠是𝑆𝑈(𝑛)矢量.

(f) 𝑟是𝑆𝑈(𝑛)矢量; 𝑠是对称二阶𝑆𝑈(𝑛)张量.

(g) 𝑟是𝑆𝑈(𝑛)矢量; 𝑠是反对称二阶𝑆𝑈(𝑛)张量.

(h) 𝑟是平庸表示; 𝑠是对称三阶𝑆𝑈(𝑛)张量.

(i) 𝑟是平庸表示; 𝑠是反对称三阶𝑆𝑈(𝑛)张量.

(j) 𝑟是平庸表示; 𝑠是混合对称的三阶𝑆𝑈(𝑛)张量.

†所有𝑆𝑈(𝑁)矢量和张量在这里理解成是逆变的.
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当𝑛 > 2时, 方程(22.5.5)和(22.5.6)在这里写成††

1
2(𝑛+ 3)(𝑛+ 6)ℓ𝑎 +

1
2(𝑛− 3)(𝑛− 6)ℓ𝑏 + (𝑛2 − 9)ℓ𝑐 + 𝑛(𝑛+ 4)ℓ𝑑

+ 𝑛(𝑛− 4)ℓ𝑒 +
1
2𝑛

2(𝑛+ 1)ℓ𝑓 +
1
2𝑛

2(𝑛− 1)ℓ𝑔 = 3 (22.5.7)

和

1
2(𝑛+ 2)(𝑛+ 3)ℓ𝑎 +

1
2(𝑛− 2)(𝑛− 3)ℓ𝑏 + (𝑛2 − 3)ℓ𝑐 + 𝑛(𝑛+ 2)ℓ𝑑

+ 𝑛(𝑛− 2)ℓ𝑒 +
1
2𝑛(𝑛+ 1)ℓ𝑓 +

1
2𝑛(𝑛− 1)ℓ𝑔 = 1 . (22.5.8)

满足方程(22.5.7)没有什么问题, 但注意到, 如果𝑛是3的倍数, 那么对于ℓ的所有值, 方程(22.5.8)左

边的每一项都是3的倍数, 这使得这一条件不可能被满足. 我们由此推断出: 对于有三味无质量夸

克的量子色动力学, 它的𝑆𝑈(3)𝐿×𝑆𝑈(3)𝑅 ×𝑈(1)𝑉必须是自发破缺的. 这一结果不仅仅限制在表

示(a)—(j)中, 对于𝑆𝑈(3)𝐿 × 𝑆𝑈(3)𝑅 × 𝑈(1)𝑉的任意表示, 只要它可以从夸克和反夸克的色中性

组合中构成, 这个结论依旧是成立的.

* * *

除了一些特殊情况外, 例如𝑛 = 3基本费米子𝑆𝑈(3)-三重态的𝑆𝑈(3)规范群, ’t Hooft反常匹配

条件的约束性并不是很强; 一般而言, 当手征对称性没有破缺时, 它允许一大类无质量束缚态的存

在. ’t Hooft同时提出了退耦条件(decoupling condition), 这个条件要求, 当一个或多个费米子味

变得非常重时, 不应该存在使得包含重基本费米子的复合粒子无法获得质量的未破缺手征对称性.

例如, 在一个𝑆𝑈(3)色规范群的情况下, 如果我们赋予其中一种夸克很大的质量, 那么那些含有一

个有质量夸克的3费米子束缚态将会构成𝑆𝑈(𝑛− 1)× 𝑆𝑈(𝑛− 1)群的表示(𝑟′, 𝑠′), 这些表示分别是

(v) 𝑟′是对称二阶𝑆𝑈(𝑛− 1)张量; 𝑠′是平庸表示.

(w) 𝑟′是反对称二阶𝑆𝑈(𝑛− 1)张量; 𝑠′是平庸表示.

(x) 𝑟′和𝑠′是𝑆𝑈(𝑛)矢量.

(y) 𝑟′是平庸表示; 𝑠′是对称二阶𝑆𝑈(𝑛− 1)张量.

(z) 𝑟′是平庸表示; 𝑠′是反对称二阶𝑆𝑈(𝑛− 1)张量.

为了使三费米子质量态获得很大的质量, 必要条件是ℓ′(𝑟′, 𝑠′) = 0, 其中ℓ′(𝑟′, 𝑠′)是不可约表

示(𝑟′, 𝑠′)在螺度+1
2束缚态中出现的次数减去在螺度−1

2束缚条中出现的次数. 通过检查𝑆𝑈(𝑛) ×
𝑆𝑈(𝑛)的三费米子表示列表(a)—(j), 我们来看一下它能够给出的𝑆𝑈(𝑛− 1)× 𝑆𝑈(𝑛− 1)表示, 这

样我们就发现’t Hooft退耦条件要求‡

0 = ℓ′𝑣 = ℓ𝑎 + ℓ𝑐 + ℓ𝑑 ,

0 = ℓ′𝑤 = ℓ𝑏 + ℓ𝑐 + ℓ𝑒 ,

0 = ℓ′𝑥 = ℓ𝑓 + ℓ𝑔 + ℓ𝑑 + ℓ𝑒 , (22.5.9)

0 = ℓ′𝑦 = ℓ𝑓 + ℓℎ + ℓ𝑗 ,

0 = ℓ′𝑧 = ℓ𝑔 + ℓ𝑖 + ℓ𝑗 .

††在参考文献[16]中, ’t Hooft假设了宇称没有自发破缺, 所以对于这一情况, 在他所给出的公式中, ℓ𝑎 = −ℓℎ,
ℓ𝑏 = −ℓ𝑖, ℓ𝑐 = −ℓ𝑗 , ℓ𝑑 = −ℓ𝑓 , 以及ℓ𝑒 = −ℓ𝑔. 正如我们在这里所看到的, 主要结论并不依赖宇称守恒.

‡’t Hooft研究的是宇称守恒的情况, 在那种情况下, 第四个方程和第五个方程等同于第一个和第二个, 第三个方程

不会出现.
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不幸的是, 尽管ℓ在所有的解中都不是与𝑛无关的整数, 但是在大多数情况下依旧会存在无穷多个

解.

退耦条件看上去是相当可信的, 但是, 随着一个或多个费米子质量增加, 我们通常会遇到相

变, 这使得质量谱会与费米子质量较小时的质量谱不同, 基于这个原因, ’t Hooft质疑这个条件的

使用是否合理.[17] 存在另外一个更强的条件, 这个条件被称为质量滞留条件, 它要求当一个或多个

基本费米子味获得任意质量时, 不应该存在妨碍包含这些有质量基本粒子的复合粒子获得质量的

未破缺手征对称性.[17] 如果质量滞留条件是成立的, 那么这个条件将会给出相同的没有可能被相

变破坏的结果, 例如方程(22.5.9), 这也是’t Hooft所希望的.

很容易构造出质量滞留条件被破坏的非真实理论, 例如非手征对称性自发破缺的理论, 这会

给出无质量的Goldstone玻色子, 而这些玻色子可能会成为有质量费米子的组成部分.[17] (随着费

米子质量的增长, 这些模型也会出现相比, 这就破坏了’t Hooft从退耦条件中得出的结论.) 但是我

们在19.9节讨论过的Vafa和Witten的工作则表明, 在一大类更加真实的类QCD理论理论中, 非手

征对称性不能自发破缺, 所以这不应该视为质量滞留条件的严重反对意见.

22.6 相容性条件

对于任何对称性, 反常中出现的数值系数依赖于理论所包含的物质. 但另一方面, 由于反常

的形式由Wess和Zumino在1971年给出的相容性条件控制, 所以它在很大程度上与理论的细节无

关.[18]

即便我们感兴趣的是整体对称性流中的反常, 但为了导出相容性条件, 假想每个对称性流都

与规范场耦合将会方便之后的讨论, 若对称性是非阿贝尔的, 我们还要假设所有对称性流彼此耦

合, 并且它们的耦合方式要使得这些对称性变成拉格朗日密度的定域对称性. 通过令相应的规范

耦合常数变成无穷小, 我们总可以回到整体对称性的情况. 先不论反常, 在背景场𝐴𝛼𝜇(𝑥)中的有效

作用量Γ[𝐴], 它的形式要在规范场的无限小变换𝐴𝛽𝜇(𝑦) → 𝐴𝛽𝜇(𝑦) + i
∫︀
d4𝑥 𝜖𝛼(𝑥)T𝛼(𝑥)𝐴𝛽𝜇(𝑦)下

不变, 其中, 为了重新产生变换(15.1.9), 我们必须取

− iT𝛼(𝑥) = − 𝜕

𝜕𝑥𝜇
𝛿

𝛿𝐴𝛼𝜇(𝑥)
− 𝐶𝛼𝛽𝛾𝐴𝛽𝜇(𝑥)

𝛿

𝛿𝐴𝛾𝜇(𝑥)
. (22.6.1)

将反常考虑在内, T𝛼(𝑥)就不再湮灭Γ[𝐴], 但有

T𝛼(𝑥)Γ[𝐴] = 𝐺𝛼[𝑥;𝐴] , (22.6.2)

其中𝐺𝛼[𝑥;𝐴]代表反常的效应. 方程(22.6.2)也可以写成流期望值的协变散度的公式:

𝐷𝜇⟨𝐽𝜇𝛼(𝑥)⟩ = −i𝐺𝛼[𝑥;𝐴] , (22.6.3)

其中

⟨𝐽𝜇𝛼(𝑥)⟩ ≡
𝛿

𝛿𝐴𝛼𝜇(𝑥)
Γ[𝐴] (22.6.4)

而𝐷𝜇是规范协变导数(15.1.10), 这里取(𝑡𝛽)𝛾𝛼 = −i𝐶𝛼𝛽𝛾的伴随表示.

Wess-Zumino相容性条件可以从如下的对易关系得出*

[T𝛼(𝑥),T𝛽(𝑦)] = i𝐶𝛼𝛽𝛾𝛿
4(𝑥− 𝑦)T𝛾(𝑥) . (22.6.5)

*在方程(22.6.1)中插入因子−i是为了给对易关系中的结构常数𝐶𝛼𝛽𝛾提供传统的i因子. 一个提醒: 在我们所使用

的Lie代数的基中, 结构常数是全反对称的, 因而我们不对上规范指标和下规范指标做区分.
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从方程(22.6.2)和(22.6.5), 我们导出了一般相容性条件

T𝛼(𝑥)𝐺𝛽[𝑦;𝐴]− T𝛽(𝑦)𝐺𝛼[𝑥;𝐴] = i𝐶𝛼𝛽𝛾𝛿
4(𝑥− 𝑦)𝐺𝛾 [𝑦;𝐴] . (22.6.6)

Wess和Zumino最初在推导这些相容性条件时针对的是强相互作用的𝑆𝑈(3) × 𝑆𝑈(3)对称

性, 这是物理上且历史上都很重要的特殊情况. 这时, 作用在规范场上的生成元T𝛼(𝑥)由方

程(22.3.31)定义的偶宇称生成元Y𝑎(𝑥)和方程(22.3.32)定义的奇宇称生成元X𝑎(𝑥)构成.** 它们满

足对易关系

[Y𝑎(𝑥),Y𝑏(𝑦)] = i𝛿4(𝑥− 𝑦)𝑓𝑎𝑏𝑐Y𝑐(𝑥) ,

[Y𝑎(𝑥),X𝑏(𝑦)] = i𝛿4(𝑥− 𝑦)𝑓𝑎𝑏𝑐X𝑐(𝑥) ,

[X𝑎(𝑥),X𝑏(𝑦)] = i𝛿4(𝑥− 𝑦)𝑓𝑎𝑏𝑐Y𝑐(𝑥) ,

其中𝑓𝑎𝑏𝑐是𝑆𝑈(3)的结构常数. 既然Y𝑎生成的𝑆𝑈(3)子群不是自发破缺的, 在处理对费米子动量的

积分时, 保留在Y𝑎生成的规范变换下的不变性将会方便我们的讨论, 这使得

Y𝑎(𝑥) Γ = 0 ,

这留下了不为零的反常

X𝑎(𝑥) Γ = 𝐺𝑎(𝑥) .

那么不平庸的相容性条件就是

Y𝑎(𝑥)𝐺𝑏(𝑦) = i𝛿4(𝑥− 𝑦)𝑓𝑎𝑏𝑐𝐺𝑐(𝑥)

和

X𝑎(𝑥)𝐺𝑏(𝑦)− X𝑏(𝑥)𝐺𝑎(𝑦) = 0 .

第一个条件仅仅说明𝐺𝑎(𝑥)在普通的𝑆𝑈(3)变换下像八重态那样变换. 第二个条件给𝐺𝑎(𝑥)附加了

另一个很强的约束. 读者可以检验𝐺𝑎(𝑥)的Bardeen公式(22.3.34)是满足这一条件的. 我们在这里

不会对此进行展开, 取而代之, 我们用它来例证, 对于一般的规范理论, 若所有流的都处理成对称

的, 那么就会是这样的情况. 在22.3节, 我们引用了这一情况下的反常公式(22.3.38), 但是并没有

导出比规范场的二阶项还要高的高阶项. 在这里, 我们将会证明相容性条件(22.6.6)指定了这些项.

为了这个目的以及将来进一步的推广, 将这组Wess-Zumino相容性条件从新表述, 写成15.7节

中那样在BRST变换下不变的条件将会方便我们的讨论. 我们引入鬼场𝜔𝛼, 并定义一般规范的理

论的幂零BRST算符

𝑠𝐴𝛼𝜇 = 𝜕𝜇𝜔𝛼 + 𝐶𝛼𝛽𝛾𝐴𝛽𝜇𝜔𝛾 , (22.6.7)

𝑠𝜔𝛼 = −1
2𝐶𝛼𝛽𝛾𝜔𝛽𝜔𝛾 , (22.6.8)

𝑠在这里要满足分配律𝑠(𝐴𝐵) = (𝑠𝐴)𝐵 ± 𝐴(𝑠𝐵), 其中当𝐴是𝜔𝛼这样的费米量时取负号, 其它情况

取正号. 取代反常函数𝐺𝛼[𝑥;𝐴], 我们将处理如下的泛函

𝐺[𝜔,𝐴] =

∫︁
𝜔𝛼(𝑥)𝐺𝛼[𝑥;𝐴] d

4𝑥 . (22.6.9)

**另一个提醒: 正如我们在22.3节提醒的, 这里所使用的X𝑎和Y𝑎在参考文献[8]中是𝑌𝑎和𝑋𝑎.
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那么(记住𝜔𝛼是费米的)

𝑠𝐺[𝜔,𝐴] = −1
2𝐶𝛼𝛽𝛾

∫︁
d4𝑥𝜔𝛽(𝑥)𝜔𝛾(𝑥)𝐺𝛼[𝑥;𝐴]

−
∫︁

d4𝑥𝜔𝛼(𝑥)

∫︁
d4𝑦

[︂
𝜕𝜔𝛽(𝑦)

𝜕𝑦𝜇
+ 𝐶𝛽𝛾𝛿𝐴𝛾𝜇(𝑦)𝜔𝛿(𝑦)

]︂
𝛿𝐺𝛼[𝑥;𝐴]

𝛿𝐴𝛽𝜇(𝑦)

=

∫︁
d4𝑥

∫︁
d4𝑦 𝜔𝛼(𝑥)𝜔𝛽(𝑦)

[︁
−1

2𝐶𝛼𝛽𝛾𝛿
4(𝑥− 𝑦)𝐺𝛾 [𝑥;𝐴]

+ iT𝛽(𝑦)𝐺𝛼[𝑥;𝐴]
]︁
.

由于鬼场彼此之间是反对易的, 这可以写成

𝑠𝐺[𝜔,𝐴] = −1
2 i

∫︁
d4𝑥

∫︁
d4𝑦 𝜔𝛼(𝑥)𝜔𝛽(𝑦)

×
[︁
i𝐶𝛼𝛽𝛾𝛿

4(𝑥− 𝑦)𝐺𝛾 [𝑥;𝐴] + T𝛽(𝑦)𝐺𝛼[𝑥;𝐴]− T𝛼(𝑥)𝐺𝛽[𝑦;𝐴]
]︁
.

我们看到, 当其仅当对于所有鬼场𝜔𝛼(𝑥), 𝐺[𝜔,𝐴]都是BRST不变的

𝑠𝐺[𝜔,𝐴] = 0 , (22.6.10)

相容性条件(22.6.6)才是成立的.

现在考察反常𝐺[𝜔,𝐴]可以写成BRST算符𝑠作用在定域泛函𝐹 [𝐴]上的可能性:

𝐺[𝜔,𝐴] = 𝑠𝐹 [𝐴] . (22.6.11)

(注意, 由于算符𝑠增加了一个鬼场因子, 而反常泛函𝐺关于鬼场是线性的, 所以泛函𝐹必须与鬼场

无关.) BRST算符𝑠满足𝑠2 = 0, 所以这样的反常将会满足相容性条件𝑠𝐺 = 0. 如果𝐹 [𝐴]是规范

场的定域泛函,† 那么它可以从作用量中剪除掉, 因而抵消了反常. 对于反常中的任意项, 如果它

能写成BRST算符𝑠作用在定域泛函上, 这依旧是成立的; 这样的项自身就满足相容性条件, 因而

可以通过给作用量加上定域项抵消掉. 所以, 我们感兴趣的反常是那些鬼数为1且满足相容性条

件(22.6.10)的定域泛函𝐺[𝜔,𝐴]模掉𝑠作用在鬼数为零的定域泛函. 按照幂零算符的通常术语, 这种

算符的等价类构成了所谓的𝑠算符在鬼数为1处的上同调.

我们也可以用定域密度自身表示这一反常. 我们可以将这个反常(或者反常中的任意一项)写

成𝐺 =
∫︀
d4𝑥G (𝑥),其中G (𝑥)是时空点𝑥处的规范场,鬼场以及它们导数的幂级数. 那么, 𝑠𝐺 = 0的

条件就等价与如下的陈述,

𝑠G (𝑥) = 𝜕𝜇J
𝜇(𝑥) (22.6.12)

其中J 𝜇(𝑥)是场和场导数的某个函数. 同理, G中那些可以通过给作用量加定域项而抵消掉

的项, 其形式是𝑠F加上可能的导数. 因此我们这里感兴趣的反常是, 鬼数为1且满足相容性条

件(22.6.12)的定域函数, 模掉可以表述成𝑠作用在鬼场为零的定域泛函的项, 再模掉可能的导数.

这是在模掉导数后的定域函数空间中的上同调, 称为𝑠在鬼数为1处的上同调, 记为𝐻1(𝑠|d).
应用代数方法可以解出BRST算符𝑠的上同调, 由此可以推出一般规范理论中反常的形式.[19]

这一方法决定不了一些依赖于理论所含物质的常系数, 这些常系数需要用22.2节或22.3节的方法

†所谓定域泛函是指定域函数的积分, 即, 给定点的场和场导数的函数.
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计算出来. 既然我们已经计算出了一般规范理论中关于规范场二阶的反常项, 以及它们的常系数,

在这里我们将用相容性条件(22.6.12)决定出反常中关于场的高阶项.

我们在22.3节看到, 当所有流都处理对称时, 规范场的二阶项是表达式(22.3.26)的三分之一.

这是量纲(以质量为单位)为4的算符, 而Wess-Zumino相容性条件(22.6.6)仅把量纲相同的算符关

联起来, 所以为了满足这个条件, 我们应该加上拥有相同量纲的规范场的更高阶项. 因此, 我们找

到了相容性条件的如下形式(不一定唯一)的解

𝐺𝛼 = i[⟨𝜕𝜇𝐽𝜇𝛼⟩]anom = − i

24π2
𝜖𝜅𝜈𝜆𝜌Tr

{︂
𝑇𝛼

[︁
𝜕𝜅𝐴𝜈 𝜕𝜆𝐴𝜌 + i𝑐1𝜕𝜅𝐴𝜈 𝐴𝜆𝐴𝜌

+ i𝑐2𝐴𝜅 𝜕𝜈𝐴𝜆𝐴𝜌 + i𝑐3𝐴𝜅𝐴𝜈𝜕𝜆𝐴𝜌 − 𝑐4𝐴𝜅𝐴𝜈𝐴𝜆𝐴𝜌

]︁}︂
, (22.6.13)

其中𝐴𝜇 ≡ 𝐴𝛼𝜇𝑇𝛼, 𝑐𝑖是待定常数.

为了节省精力, 用微分形式的语言重写这个解将会方便我们的讨论. (参看8.8节.) 我们引入一

组c-数参量d𝑥𝜇, 它们与自身反对易并与所有费米场反对易, 例如鬼场𝜔𝛼. 这样, d𝑥𝜇就与BRST算

符𝑠也反对易. 由于d𝑥𝜅d𝑥𝜈d𝑥𝜆d𝑥𝜌是全反对称的, 它可以写成

d𝑥𝜅d𝑥𝜈d𝑥𝜆d𝑥𝜌 = 𝜖𝜅𝜈𝜆𝜌d4𝑥 , d4𝑥 = d𝑥0d𝑥1d𝑥2d𝑥3 . (22.6.14)

我们同时引入外导数

d ≡ d𝑥𝜇
𝜕

𝜕𝑥𝜇

既然导数对易是幂零的, 且导数与𝑠反对易, 就有:

d2 = 0 , d𝑠+ 𝑠d = 0 . (22.6.15)

最后, 我们引入反对易量

𝐴 ≡ i𝐴𝜇d𝑥
𝜇 = i𝐴𝛼𝜇𝑇𝛼d𝑥

𝜇 , 𝜔 ≡ i𝜔𝛼𝑇𝛼 . (22.6.16)

有了这些符号约定, 方程(22.6.13)可以写成

𝐺[𝜔,𝐴] =
1

24π2

∫︁
Tr

{︂
𝜔
[︁
(d𝐴)2 + 𝑐1(d𝐴)𝐴

2

+ 𝑐2𝐴(d𝐴)𝐴+ 𝑐3𝐴
2(𝑑𝐴) + 𝑐4𝐴

4
]︁}︂

. (22.6.17)

为了实现相容性条件(22.6.10), 我们注意到BRST变换规则(22.6.7)和(22.6.8)可以写成

𝑠𝐴 = −d𝜔 + {𝐴,𝜔} , (22.6.18)

𝑠𝜔 = 𝜔2 . (22.6.19)

现在, 方程(22.6.17)中最后一项的BRST变换是

𝑠Tr
[︁
𝜔𝐴4

]︁
= Tr

[︁
𝜔2𝐴4 − 𝜔{𝐴,𝜔}𝐴3 + 𝜔𝐴{𝐴,𝜔}𝐴2

− 𝜔𝐴2{𝐴,𝜔}𝐴+ 𝜔𝐴3{𝐴,𝜔}
]︁
+ 𝜔d𝜔𝐴3项

= Tr
[︁
𝜔2𝐴4

]︁
+ 𝜔d𝜔𝐴3项.
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对于𝑠𝐺, 没有其它正比于Tr[𝜔2𝐴4]的贡献, 所以仅当𝑐4 = 0时, 相容性条件(22.6.10)才会满足. 加

上𝑐4 = 0, 一个直接的计算给出

𝑠𝐺 =
1

24π2

∫︁
Tr

{︃
−(d𝐴)2𝜔2 + 𝜔 d𝜔𝐴 d𝐴− d𝜔 𝜔 d𝐴𝐴

−𝐴𝜔 d𝐴d𝜔 − 𝜔𝐴d𝜔 d𝐴

+ 𝑐1

[︁
𝜔 d𝐴d𝜔𝐴− 𝜔 d𝐴𝐴d𝜔

]︁
+ 𝑐2

[︁
𝜔 d𝜔 d𝐴𝐴− 𝜔𝐴d𝐴d𝜔

]︁
+ 𝑐3

[︁
𝜔 d𝜔𝐴d𝐴− 𝜔𝐴d𝜔 d𝐴

]︁
− 𝑐1

[︁
−𝜔𝐴d𝜔𝐴2 + 𝜔 d𝜔𝐴3 + 𝜔 d𝐴𝐴2𝜔

]︁
− 𝑐2

[︁
𝜔𝐴2 d𝜔𝐴− 𝜔𝐴d𝜔𝐴2 + 𝜔𝐴d𝐴d𝜔

]︁
− 𝑐3

[︁
−𝜔𝐴3 d𝜔 + 𝜔𝐴2 d𝜔𝐴+ 𝜔𝐴2 d𝐴𝜔

]︁}︃
.

我们不需要假定被积函数为零, 但要求它是某个定域函数的导数, 这使得它的积分为零. 对于那些

包含两个导数的项和包含一个导数的项, 由于这两类项之间不可能发生抵消, 所以它们必须分别

满足这一条件. 不难看到, 如果我们取𝑐1 = −𝑐2 = +𝑐3 ≡ 𝑐, 那么仅包含一个导数的被积函数就可

以写成dF的形式. 如果𝑐 = −1/2, 那么剩下的项是全导数, 从而证明了之前引用结果(22.3.38)的

合理性. 这个结果通常更紧凑地表示成

𝐺[𝜔,𝐴] =
1

24π2

∫︁
Tr

{︃
𝜔 d

[︂
𝐴d𝐴− 1

2
𝐴3

]︂}︃

=
1

24π2

∫︁
Tr

{︃
𝜔 d

[︂
𝐴𝐹 +

1

2
𝐴3

]︂}︃
, (22.6.20)

其中𝐹是矩阵值场强2-形式

𝐹 ≡ 1
2 i𝑡𝛼𝐹𝛼𝜇𝜈 d𝑥

𝜇d𝑥𝜈 = d𝐴−𝐴2 . (22.6.21)

反常不一定是(22.6.13)的形式, 所以方程(22.6.20)不是𝐺[𝜔,𝐴]的唯一结果. 下一节引用的结果表

明, 对于𝐺的任意子群𝐻, 只要𝐻的所有生成元有Tr{𝑡𝑖{𝑡𝑗 , 𝑡𝑘}} = 0, 当𝑡𝑖是𝐻的生成元时, 就有可

能通过给作用量加上定域项抵消掉反常𝐺𝑖.

就如何构建相容性条件的解, 有一个漂亮的代数工具, 称为Stora-Zumino下降方程.[18a] 在任

意偶数维时空描述这个方法同在四维时空中一样容易, 所以我们取时空维数为2𝑛. 在开始阶段, 为

了使(2𝑛+ 2)-形式Tr𝐹𝑛+1有意义, 我们必须假想给时空的2𝑛个坐标加上两个变量. 注意到

d𝐹 = −d(𝐴2) = −(d𝐴)𝐴+𝐴(d𝐴) = [𝐴,𝐹 ] , (22.6.22)

这使得Tr𝐹𝑛+1是闭形式:

dTr𝐹𝑛+1 = (𝑛+ 1)Tr{(d𝐹 )𝐹𝑛} = Tr{[𝐴,𝐹𝑛+1]} = 0 . (22.6.23)
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只要扩展时空是单连通的, Poincaré定理就会告诉我们Tr{𝐹𝑛+1}是恰当的, 也就是说, 存在(2𝑛 +

1)-形式Ω2𝑛+1(称为Chern-Simons形式), 使得

Tr{𝐹𝑛+1} = dΩ2𝑛+1 . (22.6.24)

更进一步, Tr{𝐹𝑛+1}显然是规范不变的, 并且它只依赖于规范场, 所以它是BRST-不变的:

𝑠Tr{𝐹𝑛+1} = 0 . (22.6.25)

“微分”d𝑥𝜇理解成与鬼场𝜔𝛼这样的费米场反对易, 所以算符d与方程(22.6.7)和(22.6.8)定义的算

符𝑠反对易:

𝑠d + d𝑠 = 0 .

由于𝑠是幂零的, 由此得出𝑠Ω2𝑛+1也是闭形式:

d(𝑠Ω2𝑛+1) = −𝑠Tr{𝐹𝑛+1} = 0 .

再次使用Poincaré定理, 这意味着必存在2𝑛-形式Ω1
2𝑛, 它关于鬼场𝜔𝛼是一阶的, 它有

𝑠Ω2𝑛+1 = dΩ1
2𝑛 . (22.6.26)

更近一步, 由于d(𝑠Ω1
2𝑛) = −𝑠2Ω2𝑛+1 = 0, 所以还存在(2𝑛− 1)-形式, 它关于鬼场是二阶的, 它有

𝑠Ω1
2𝑛 = dΩ2

2𝑛−1 . (22.6.27)

那么由此得出, 即使Ω1
2𝑛自身不是BRST-不变的, 但是它对2𝑛维时空的积分是BRST-不变的:

𝑠

∫︁
spacetime

Ω1
2𝑛 = 0 . (22.6.28)

因此, 通过对两个一阶微分方程dΩ2𝑛+1 = Tr{𝐹𝑛+1}和dΩ1
2𝑛 = 𝑠Ω2𝑛+1积分, 我们就找到了反常泛

函𝐺[𝜔,𝐴]的一个候选者
∫︀
Ω1
2𝑛. 这些方程的一般解(不唯一)是

Ω2𝑛+1 = (𝑛+ 1)

∫︁ 1

0
d𝑡 Tr

{︁
𝐴𝐹𝑛𝑡

}︁
, (22.6.29)

Ω1
2𝑛 = −(𝑛+ 1)

𝑛−1∑︁
𝑟=0

∫︁ 1

0
d𝑡 (1− 𝑡) Tr

{︁
𝜔 d(𝐹 𝑟𝑡 𝐴𝐹

𝑛−1−𝑟
𝑡 )

}︁
, (22.6.30)

其中𝐹𝑡 ≡ 𝑡𝐹 + (𝑡 − 𝑡2)𝐴2. 对积分(22.6.30)的计算表明, 在四维时空的情况下, 方程(22.6.20)给出

的𝐺[𝜔,𝐴]的结果正比于
∫︀
Ω1
4.

我们可以继续这个下降过程, 并推导出其它有用的结果. 特别地, 从方程(22.6.27)以及𝑠的幂

零性可以得出d(𝑠Ω2
2𝑛−1) = 0, 所以Poincaré定理告诉我们𝑠Ω2

2𝑛−1是dΩ3
2𝑛−2的形式, 所以𝜔2

2𝑛−1对空

间的2𝑛− 1个坐标积分是BRST-不变的:

𝑠

∫︁
space

Ω2
2𝑛−1 = 0 . (22.6.31)

这种关于鬼场二阶的BRST-不变泛函是所谓的Schwinger项[18c]的候选者.[18b] 这里我们关心的那

类Schwinger项, 其来源是两个对称流时间分量的等时对易关系中的反常项𝑆𝛼𝛽(x,y):[︁
𝐽0
𝛼(x, 𝑡), 𝐽

0
𝛽(y, 𝑡)

]︁
= i𝐶𝛼𝛽𝛾𝐽

0
𝛾 (x, 𝑡)𝛿

2𝑛−1(x− y) + 𝑆𝛼𝛽(x,y, 𝑡) . (22.6.32)
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(这一段中的所有算符取在同一时刻𝑡, 在后面的讨论中会隐去这个变量.) 我们从对易子的反对称

性中得到𝑆𝛼𝛽(x,y) = −𝑆𝛽𝛼(y,x), 所以, 所有与𝑆𝛼𝛽(x,y)相关的信息包含在如下的泛函中

𝑆[𝜔] ≡
∫︁

d2𝑛−1𝑥 d2𝑛−1𝑦 𝜔𝛼(x)𝜔𝛽(y)𝑆𝛼𝛽(x,y) . (22.6.33)

注意到𝑆𝛼𝛽(x,y)一般依赖于各种物质场和规范场, 所以𝑆[𝜔]一般会依赖这些场和鬼场𝜔𝛼(𝑥).

取方程(22.6.32)与第三个流𝐽0
𝛾 (z)的对易子, 用𝜔𝛼(x)𝜔𝛽(y)𝜔𝛾(z)收缩它, 对x, y和z积分, 再使

用Jacobi恒等式, 我们发现

0 =

∫︁
d2𝑛−1𝑥 d2𝑛−1𝑦 d2𝑛−1𝑧 𝜔𝛼(x)𝜔𝛽(y)𝜔𝛾(z)

×
[︁
i𝐶𝛼𝛽𝛾 𝑆𝛾𝛿(z,x)𝛿

2𝑛−1(x− y) + [𝐽0
𝛾 (z), 𝑆𝛼𝛽(x,y)]

]︁
.

𝑆𝛼𝛽(x,y)这样的规范场和物质场的泛函, BRST算符𝑠在上面的作用与规范参量为𝜔𝛼的规范相互作

用相同, 所以

𝑠 𝑆𝛼𝛽(x,y) = i

[︂∫︁
d2𝑛−1𝑧 𝜔𝛾(z) 𝐽

0
𝛾 (z), 𝑆𝛼𝛽(x,y)

]︂
.

回顾方程(22.6.8), 我们发现泛函(22.6.33)是BRST-不变的

𝑠 𝑆[𝜔] = 0 . (22.6.34)

另外, 通过给流中加项,我们对𝑆[𝜔]的改变只能是形式为𝑠𝑇 [𝜔]的项,所以不能通过给流加项移除的

可能Schwinger项的集合由BRST算符𝑠在鬼数2处的上同调给出——即, 其本身不是𝑠𝑇 [𝜔]的形式,

却关于鬼场二阶且BRST-不变的泛函𝑆的集合. 方程(22.6.31)表明
∫︀
Ω2
2𝑛−1的这种泛函的一个候选

者.

* * *

迄今为止, 本节对反常的分析只适用于一圈阶中的反常. 诚然, 在一个理论中, 如果与量子规

范场耦合的流中有单圈反常, 那么这个理论就是不相容的, 因而也就不要需要研究它的高阶. 但反

之并不成立; 对于有量子规范场的理论, 即使它在一圈阶无反常, 我们仍然需要证明它在高阶也是

无反常的. 另外, 对于整体对称性中的反常, 例如量子色动力学中的手征对称性反常, 有这种反常

的理论不存在不相容, 对于这样的理论, 我们需要知道高阶修正是否会影响反常.

既然BRST变换非线性地作用在场上, 即使没有反常, 我们也没有肯定的把握预期超出单圈近

似的量子有效作用量Γ[𝜔,𝐴]是BRST-不变的. 正如我们在17.1节看到的, 超过这个近似, 我们不仅

需要考察规范场和鬼场的泛函, 还要把它们的反常考虑进来. (即使是在一圈阶, 引入反场有时也

是重要的, 这是由于另一个原因: 对于仅是场的泛函, 如果它满足Wess-Zumino相容性条件, 并且

不能表示BRST算符作用在场的定域泛函上, 对于这样的泛函, 如果它能表示成作用量与某个场和

反场的定域泛函的反括号, 那么它就不能作为候选反常, 这是因为在这一情况下, 通过从作用量减

掉该项, 这个反常可以被抵消掉. 这对应于在场的作用量中有一个变化, 与此同时, 作用量服从的

规范对称性也有了一个变化.)

在给作用量引入反场之后, 对反常的研究同时表现出有一个上同调公式.[20, 21] 对这一问

题的分析基于Batalin和Vilkovisky所称的主方程的Zinn-Justin版本(17.1.10). 当反常不存在时,
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(Γ,Γ) = 0, 这使得在一圈阶有(𝑆,Γ1) = 0, 其中𝑆是零阶作用量而Γ1是对量子有效作用量的单圈修

正. 在有反常时, 我们则有

(𝑆,Γ1) = 𝐺1 , (22.6.35)

其中𝐺1是场和反场的某个泛函, 既然𝑆和Γ1的鬼数都为零, 𝐺1的鬼数必须为1. 作用量假定满足经

典主方程(𝑆, 𝑆) = 0, 所以方程(22.6.35)中的反括号算符是幂零的, 因而(𝑆,𝐺1) = 0. 但是, 如果对

于某个鬼数为零的定域泛函𝐹1有𝐺1 = (𝑆, 𝐹1), 那么通过从作用量中减掉𝐹1项(这视为~节的量子
修正), 即从Γ1中减掉该项, 我们就可以抵消掉一圈阶的反常. (当然, 𝐺1 = (𝑆,Γ1), 但有无质量粒

子时, Γ1不是定域泛函.) 因此, 候选反常是那些鬼数为1且封闭的定域泛函𝐺1, 换句话说, 它们满

足(𝑆,𝐺1) = 0, 但它们不是恰当的, 即, 它们无法表示成𝐺1 = (𝑆, 𝐹1), 其中𝐹1是鬼数为1的定域泛

函. 换句话说, 候选反常对应于反括号算符𝑋 ↦→ (𝑆,𝑋)在场和反场的定域函数空间上鬼数为1的上

同调.

这很像我们在本节早些时候发现的结果, 只不过这里将BRST算符𝑠换成了反括号(𝑆, · · · ). 如
果我们令方程(22.6.35)中的反场为零, 并回忆起(𝛿Γ1/𝛿𝜒

𝑛)𝜒‡=0 = 𝑠𝜒𝑛, 我们发现条件(22.6.35)实

际上给出了条件𝑠Γ1 = 0, 而正如我们所看到的, 这等价于要求Γ1满足Wess-Zumino相容性条件. 但

是这里有一种观念, 基于方程(22.6.35)的分析可以扩展到高阶.

为了看到这点, 假定已经发现反括号算符𝑋 ↦→ (𝑆,𝑋)在定域函数空间上鬼数为1的上同调为

零, 并向上面所说的重新定义了作用量使得𝐺1 = (𝑆,Γ1) = 0. 在两圈阶破坏主方程(Γ,Γ) = 0的反

常由函数𝐺2表示, 它有 (︁
Γ1,Γ1

)︁
+ 2
(︁
𝑆,Γ2

)︁
= 𝐺2 .

但既然(𝑆,Γ1) = 0且(𝑆, 𝑆) = 0, 任何这样的𝐺2将会满足(𝑆,𝐺2) = 0. 基于上同调为零的假定, 这

意味着它可以表示成𝐺2 = (𝑆, 𝐹2), 其中𝐹2是鬼数为2的定域泛函, 所以在这一阶, 反常可以通过从

作用量中减掉𝐹2抵消掉.

这一讨论可以扩展至任意阶. 假定我们抵消掉了主方程中直至𝑁 − 1阶的反常, 这使得对于所

有的𝑀 < 𝑁 ,

0 = 𝐺𝑀 =
𝑀∑︁
𝐿=0

(︁
Γ𝐿,Γ𝑀−𝐿

)︁
= 2
(︁
𝑆,Γ𝑀

)︁
+
𝑀−1∑︁
𝐿=1

(︁
Γ𝐿,Γ𝑀−𝐿

)︁
.

同理, 反括号中的第𝑁阶项就有

𝐺𝑁 = 2
(︁
𝑆,Γ𝑁

)︁
+

𝑁−1∑︁
𝑀=1

(︁
Γ𝑀 ,Γ𝑁−𝑀

)︁
,

所以, 使用Jacobi恒等式(15.9.21)(其中对于三个玻色算符, 所有符号均为−号)以及上面(𝑆,Γ𝑀 )的

公式, 我们发现:

(︁
𝑆,𝐺𝑁

)︁
= −2

𝑁−1∑︁
𝑀=1

(︁(︁
𝑆,Γ𝑀

)︁
,Γ𝑁−𝑀

)︁
=

𝑁−1∑︁
𝑀=1

𝑀−1∑︁
𝐿=1

(︁(︁
Γ𝐿,Γ𝑀−𝐿

)︁
,Γ𝑁−𝑀

)︁
.

这可以写成更对称的形式

(︁
𝑆,𝐺𝑁

)︁
= −

𝑁−2∑︁
𝑀1=1

𝑁−2∑︁
𝑀2=1

𝑁−2∑︁
𝑀3=1

𝛿𝑁,𝑀1+𝑀2+𝑀3

(︁
Γ𝑀1 ,

(︁
Γ𝑀2 ,Γ𝑀3

)︁)︁
.
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既然𝑀1, 𝑀2和𝑀3的范围是相同的, 我们可以将求和中的二重反括号写成对这些指标的3!个置换

求和, 而根据Jacobi恒等式(15.9.21), 这为零, 从而给出结论(𝑆,𝐺𝑁 ) = 0. 如果上同调像假定的那

样为零, 那么这暗示了存在定域泛函𝐹𝑁使得𝐺𝑁 = (𝑆, 𝐹𝑁 ), 所以, 通过从作用量中减掉𝐹𝑁 , 𝑁阶

中的反常就抵消掉了, 这正是所要证明的.

通过纯代数方法, Barnich, Brandt和Henneaux[22]成功证明了, 对于(四维时空中)基于半

单Lie代数的Yang-Mills理论, 反括号算符𝑋 ↦→ (𝑆,𝑋)(在定域函数空间上鬼数为1)的上同调完全

由形式为(22.6.20)的项的线性组合构成, 其中的每一项对应规范的每个单子群, 系数待定.†† 这表

明, 无需参照理论所包含的物质, 在一圈阶, 这时反常𝐺1自动满足(𝑆,𝐺1) = 0, 半单规范群的反

常必须是形式为(22.6.20)的项的线性组合, 留待决定只有对应不同单Lie群的常系数, 而通过将理

论所含的物质也考虑在内再加以细致的计算, 这些系数就能定下来. 更进一步, 我们在22.4节看

到, 存在这样的规范群, 无论费米子场的选单是什么, 方程(22.6.20)中的迹都自动为零. (它们是没

有𝑛 ≥ 3的𝑆𝑈(𝑛)因子的半单规范群.) 在这种情况下, 参考文献[22]表明反括号算符𝑋 ↦→ (𝑆,𝑋)在

鬼数为1处的上同调是零. 正如我们已经证明过的, 这意味着: 在这样的理论中, 微扰论的任意阶都

没有反常.

反常与反括号算符的上同调相关有另一重含义.[23] 在推导Slavnov-Taylor恒等式(16.4.6)时,

我们假定测度
∏︀
𝑛,𝑥 d𝜒

𝑛(𝑥)在所研究问题的对称变换下不变. 在15.9节, Zinn-Justin方程是针对对

称变换𝜒𝑛 → 𝜒𝑛 + 𝜃𝛿𝑆/𝛿𝜒‡
𝑛从Slavnov-Taylor恒等式中推导出来的, 所以, 除非

∏︀
𝑛,𝑥 d𝜒

𝑛(𝑥)在这

一变换下不变, 换句话说, 除非Δ𝑆 = 0, 其中Δ是算符(15.9.34), 否则15.9节给出的Zinn-Justin方

程的推导就会失效. 当Δ𝑆 ̸= 0时, 通过给𝑆增加定域泛函以抵消掉测度变换的效应, 仍然有可

能保存Zinn-Justin方程, 不过增加定域泛函破坏了经典主方程(𝑆, 𝑆) = 0. 这一抵消发生的条件

不是别的, 正是量子主方程(15.9.35). 为了构建满足这一方程的作用量𝑆, 我们从满足经典主方

程(𝑆0, 𝑆0) = 0的经典作用量𝑆0出发, 然后增加量子修正. 在算符𝑋 ↦→ (𝑆0, 𝑋)(在定域函数空间上

鬼数为1)的上同调为零的情况下, 上面用来证明反常在所有阶都不出现的证明可以用来证明: 通

过给𝑆0增加定域泛函, 可以使得量子主方程在所有阶都是满足的.

22.7 反常与Goldstone玻色子

在Wess和Zumino[18]1971年那篇引入相容性条件的文章中, 他们同时注意到反常有可能

对Goldstone玻色子的相互作用有重要影响. 为了理解他们的观点, 使用’t Hooft在1979年发展

的“反常匹配”讨论将是有帮助的, 而这一方法已在22.5节使用过.

考察破缺的整体对称群𝐺, 并假定它在某个陷俘无质量费米子的底层理论中线性实现, 例如有

三个无质量夸克的量子色动力学中的整体手征𝑆𝑈(3) × 𝑆𝑈(3)对称性. 在这一底层理论中引入虚

拟规范场, 使得除去可能的反常后, 整体对称性𝐺变成定域的. 一般而言, 由于这个对称性在真实

世界中完全是整体的, 这个定域对称性将会被反常破坏, 而整体对称性也没有什么理由允许到无

反常定域对称性的扩展. 只要以这种方式引入的规范耦合足够小, 并且这些旁观者费米子只参与

这些非常弱的规范相互作用, 那么这些修正就不会对理论的动力学有实质上的改变.

接下来, 考察描述低能物理的有效场论, 在这个理论中, 陷俘费米子是不可观测的. 理论中的

唯一自由度将是无质量粒子: 虚拟规范子, 旁观者费米子, 以及一组场为𝜉𝑎的Goldstone玻色场, 其

††对于方程(22.6.20)中的迹, 由于这个迹对于单Lie代数的所有表示除了一个常系数外都是相同的,[19a] 所以没有必

要为了计算这个迹指定规范代数的表示, 并且这个系数完全不能通过这个上同调定理决定.
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中每个场对应于一个独立的破缺对称性. 既然底层理论已经变成规范不变且无反常, 对于有效场

论也必须同样如此. 但是在底层理论中, 旁观者费米子产生的反常被陷俘费米子引起的反常抵消

掉了, 所以为了让Goldstone玻色子引起的反常抵消掉它们, Goldstone玻色子的规范有效场论对于

每个虚拟定域对称性必须有一个反常, 这个反常要等于底层理论中陷俘费米子产生的反常. 即, 取

代方程(22.6.2), 虚拟规范场和Goldstone玻色子的有效作用量Γ[𝜉, 𝐴]要满足条件

T𝛽(𝑥)Γ[𝜉, 𝐴] = 𝐺𝛽[𝑥;𝐴] , (22.7.1)

其中𝐺𝛽[𝑥;𝐴]是底层理论中的反常函数, 这个反常函数中没有Goldstone玻色子, 而T𝛽是规范

群𝐺的生成元, 现在它作用在规范场和Goldstone玻色场上. (T𝛽的指标𝛽取遍𝑖和𝑎, 𝑖用来标记未

破缺对称性子群𝐻的一组独立完备生成元Y𝑖, 𝑎标记一组独立的破缺对称性生成元X𝑎; 对于每

个X𝑎存在一个Goldstone玻色场𝜉𝑎.)

当然, 方程(22.7.1)也可用来研究Goldstone玻色子与真实弱耦合规范场之间的相互作用. 例

如, 当底层理论中包含与夸克耦合的电弱规范玻色子时, 我们可以将我们称之为“虚拟”规范场中

的一些规范场等同为电弱规范场. 在这种情况下, 为了抵消掉陷俘费米子圈在真实弱耦合鬼场的

规范对称性中产生的反常, 一些“旁观者”费米子也必须是真实的, 例如轻子抵消掉了夸克产生的

电弱反常.

现在转向方程(22.7.1)的应用. 为了计算这一环境下的规范对称性生成元T𝛽(𝑥), 注意到, 在

一般的群变换𝑔 = exp(−i
∫︀
𝜁𝛽(𝑥)T𝛽(𝑥) d

4𝑥)下, Goldstone玻色场𝜉𝑎(𝑥)变换到方程(19.6.18)给出的

场𝜉′𝑎(𝑥), 而规范场𝐴
𝜇
𝛽(𝑥)变换到规范变换后的场𝐴

′𝜇
𝛽, 这使得

T𝛽(𝑥) = T 𝐴
𝛽 (𝑥) + T 𝜉

𝛽 (𝑥) . (22.7.2)

这里T 𝐴
𝛽 (𝑥)作用在规范场上并由方程(22.6.1)给定:

− iT 𝐴
𝛽 (𝑥) =

𝜕

𝜕𝑥𝜇
𝛿

𝛿𝐴𝛽𝜇(𝑥)
− 𝐶𝛽𝛾𝛼𝐴𝛾𝜇(𝑥)

𝛿

𝛿𝐴𝛼𝜇(𝑥)
, (22.7.3)

其中𝐶𝛼𝛽𝛾是规范群𝐺的全反对称结构常数,而T 𝜉
𝛽 (𝑥)作用在Goldstone玻色场上并由方程(19.6.17)的

无限小极限给定, 它(对于指数参数化𝛾(𝜉) = exp(i𝜉𝑎𝑋𝑎))写成:*

𝑇𝛽 exp(i𝜉𝑎(𝑥)𝑋𝑎) = −T 𝜉
𝛽 (𝑥) exp(i𝜉𝑎(𝑥)𝑋𝑎) + exp(i𝜉𝑎(𝑥)𝑋𝑎) 𝜃𝛽𝑖(𝑥)𝑌𝑖 . (22.7.4)

这里的𝑇𝛽是𝐺的生成元在任意表示下的表示矩阵; 它们分成了集合𝑋𝑎和𝑌𝑖, 分别表示破缺对称性

生成元和未破缺对称性生成元. 另外, 𝜃𝛽𝑖(𝑥)是与𝜉相关的函数, 它的形式对我们的讨论没有多少影

响.

关于反常函数𝐺𝛽[𝑥;𝐴], 我们只假定相容性条件(22.6.6)

T𝛼(𝑥)𝐺𝛽[𝑦;𝐴]− T𝛽(𝑦)𝐺𝛼[𝑥;𝐴] = i𝐶𝛼𝛽𝛾𝛿
4(𝑥− 𝑦)𝐺𝛾 [𝑦;𝐴] (22.7.5)

以及未破缺对称性中无反常

𝐺𝑖[𝑥;𝐴] = 0 . (22.7.6)

*方程(22.7.4)右边第一项出现负号以及方程(22.7.3)左边出现因子−i是因为exp[−i
∫︀
Λ𝛽(𝑥)T𝛽(𝑥)引出了规范参量

为Λ𝛽的规范变换(15.1.17), 要求T𝛽(𝑥)满足对易关系(22.6.5)就可以看到这些.
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正如上一节提及的, 只要迹Tr[𝑇𝑖{𝑇𝑗 , 𝑇𝑘}]对于未破缺对称性子群的生成元为零(就像𝑆𝑈(3) ×
𝑆𝑈(3)的非手征生成元), 总可能给作用量中增加一定域泛函使得方程(22.7.6)是满足的.

在假定(22.7.5)和(22.7.6)后, 总可能找到反常Slavnov-Taylor恒等式(22.7.1)的解:

Γ[𝜉, 𝐴] = −i

∫︁ 1

0
d𝑡

∫︁
𝜉𝑏(𝑦)𝐺𝑏[𝑦;𝐴−𝑡𝜉] d

4𝑦 , (22.7.7)

其中[𝐴−𝑡𝜉(𝑥)]𝜇是在𝐴𝜇 ≡ 𝑇𝛽𝐴𝜇𝛽作用规范变换(15.1.17)后的结果, 其中规范变换的参量是Λ𝑎 =

−𝑡𝜉𝑎和Λ𝑖 = 0:

[𝐴−𝑡𝜉(𝑥)]𝜇 = exp(−i𝑡𝑋𝑎𝜉𝑎(𝑥))𝐴𝜇(𝑥) exp(i𝑡𝑋𝑎𝜉𝑎(𝑥))

− i
[︁
𝜕𝜇 exp(−i𝑡𝑋𝑎𝜉𝑎(𝑥))

]︁
exp(i𝑡𝑋𝑎𝜉𝑎(𝑥)) . (22.7.8)

与未破缺对称性有反常的情况相比, 方程(22.7.7)和(22.7.8)定义了规范场和Goldstone玻色场的一

个定域泛函(尽管有些复杂). 方程(22.7.1)的任何其它解与这个解只相差一个无反常的泛函.

下面给出作用量(22.7.7)满足方程(22.7.1)的证明概要. 取代用定域生成元T𝛽(𝑥)进行处理, 引

入一个任意函数𝜂𝛽(𝑥), 并定义

T [𝜂] =

∫︁
d4𝑥 𝜂𝛽(𝑥)T𝛽(𝑥) , (22.7.9)

这样处理将会更加方便. 为了计算T [𝜂]𝜉𝑏(𝑥), 我们引入矩阵

𝜂−𝑡𝜉(𝑥) ≡ exp
(︁
−i𝑋𝑎𝜉𝑎(𝑥)𝑡

)︁[︁
𝜂(𝑥) + T [𝜂]

]︁
exp
(︁
i𝑋𝑎𝜉𝑎(𝑥)𝑡

)︁
≡ [𝜂−𝑡𝜉(𝑥)]𝛽 𝑇𝛽 , (22.7.10)

其中𝜂(𝑥) ≡ 𝜂𝛽(𝑥)𝑇𝛽. 这样,

𝜕

𝜕𝑡
𝜂−𝑡𝜉(𝑥) ≡ −i

[︁
𝑋𝑎𝜉𝑎(𝑥), 𝜂−𝑡𝜉(𝑥)

]︁
+ i
(︁
T [𝜂]𝜉𝑎(𝑥)

)︁
𝑋𝑎 ,

这使得

T [𝜂]𝜉𝑏(𝑥) = −i
𝜕

𝜕𝑡
[𝜂−𝑡𝜉(𝑥)]𝑏 + i𝐶𝑎𝛾𝑏 𝜉𝑎(𝑥) [𝜂−𝑡𝜉(𝑥)]𝛾 . (22.7.11)

为了计算T [𝜂]𝐺𝑏[𝑦;𝐴], 我们用T [𝜂]作用规范场, 然后经过一个直接的计算会发现

T [𝜂][𝐴−𝑡𝜉(𝑥)]𝜇 =
(︁
T 𝐴[𝜂−𝑡𝜉]𝐴𝜇(𝑥)

)︁
𝐴→𝐴−𝑡𝜉

, (22.7.12)

所以, 使用相容性条件(22.7.5),

T [𝜂]𝐺𝑏[𝑦;𝐴−𝑡𝜉] =

∫︁
d4𝑥 [𝜂−𝑡𝜉(𝑥)]𝛾

(︁
T 𝐴
𝛾 (𝑥)𝐺𝑏[𝑦;𝐴]

)︁
𝐴→𝐴−𝑡𝜉

=

∫︁
d4𝑥 [𝜂−𝑡𝜉(𝑥)]𝑎

(︁
T 𝐴
𝑏 (𝑦)𝐺𝑎[𝑥;𝐴]

)︁
𝐴→𝐴−𝑡𝜉

+ i𝐶𝛾𝑏𝑎[𝜂−𝑡𝜉(𝑦)]𝛾𝐺𝑎[𝑦;𝐴−𝑡𝜉] . (22.7.13)

方程(22.7.11)和(22.7.13)中的结构常数项抵消了, 产生了

T [𝜂]Γ[𝜉, 𝐴] =

∫︁ 1

0
d𝑡

∫︁
d4𝑦

{︃
−
[︂
𝜕

𝜕𝑡
[𝜂−𝑡𝜉(𝑦)]𝑏

]︂
𝐺𝑏[𝑦;𝐴−𝑡𝜉]

− i[𝜂−𝑡𝜉(𝑦)]𝑎

(︁
T [𝜉]𝐺𝑎[𝑦;𝐴]

)︁
𝐴→𝐴−𝑡𝜉

}︃
. (22.7.14)
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再进行一个直接的计算将表明

𝜕

𝜕𝑡
[𝐴−𝑡𝜉(𝑥)]𝜇 = i

(︁
T 𝐴(𝜉)𝐴𝜇(𝑥)

)︁
𝐴→𝐴−𝑡𝜉

, (22.7.15)

所以方程(22.7.14)中的项加起来是一个𝑡-导数

T [𝜂]Γ[𝜉, 𝐴] = −
∫︁ 1

0
d𝑡

∫︁
d4𝑦

𝜕

𝜕𝑡

{︃
[𝜂−𝑡𝜉(𝑦)]𝑏𝐺𝑏[𝑦;𝐴−𝑡𝜉]

}︃

=

∫︁
d4𝑦

[︃
[𝜂−𝑡𝜉(𝑦)]𝑏𝐺𝑏[𝑦;𝐴−𝑡𝜉]

]︃𝑡=1

𝑡=0

. (22.7.16)

当𝑡 = 1时, 我们有

𝜂−𝜉(𝑥) = exp
(︁
−i𝑋𝑎𝜉𝑎(𝑥)

)︁[︁
𝜂(𝑥) + T [𝜂]

]︁
exp
(︁
i𝑋𝑎𝜉𝑎(𝑥)

)︁
.

从方程(22.7.4), 我们看出这是未破缺对称性子群𝐻的生成元的线性组合, 所以任何破缺对称性

生成元𝑋𝑏的系数[𝜂−𝜉(𝑦)]𝑏为零. 另外, 方程(22.7.10)和(22.7.8)立即表明, 当𝑡 = 0时, 𝜂−𝑡𝜉(𝑦) =

𝜂(𝑦)且[𝐴−𝑡𝜉(𝑦)]𝜇 = 𝐴𝜇(𝑦), 所以方程(22.7.16)给出

T [𝜂]Γ[𝜉, 𝐴] =

∫︁
d4𝑦 [𝜂0(𝑦)]𝑏𝐺𝑏[𝑦;𝐴0] =

∫︁
d4𝑦 𝜂𝑏(𝑦)𝐺𝑏[𝑦;𝐴] , (22.7.17)

加上方程(22.7.6), 这等价于希望的结果(22.7.1), 这也正是所要证明的.

方程(22.7.1)的解(22.7.7)不是唯一解, 但若要求在𝜉 = 0时为零, 它却是唯一的. 为了看到这

点, 注意到

exp

[︂
−i

∫︁
𝜂𝛽(𝑥)T𝛽(𝑥) d

4𝑥

]︂
Γ[𝜉, 𝐴] = Γ[𝜉′, 𝐴′] , (22.7.18)

其中加撇号是为了标明变换参量为𝜂𝛽的规范变换. 将这里的指数表示成

exp(𝑧) = 1 +

∫︁ 1

0
d𝑡 exp(𝑧𝑡) 𝑧

将会方便我们的讨论, 这样方程(22.7.1)和(22.7.18)就给出

Γ[𝜉, 𝐴]− i

∫︁ 1

0
d𝑡 exp

[︂
−i𝑡

∫︁
𝜂𝛽(𝑥)T

𝐴
𝛽 (𝑥) d4𝑥

]︂ ∫︁
𝜂𝑏(𝑦)𝐺𝑏[𝑦;𝐴] d

4𝑦

= Γ[𝜉′, 𝐴′] . (22.7.19)

特别地, 如果我们取𝜂𝑎 = −𝜉𝑎和𝜂𝑖 = 0, 那么𝜉′𝑎 = 0, 在这一情况下, 根据假定, (22.7.19)的右边为

零, 因此给出公式:

Γ[𝜉, 𝐴] = −i

∫︁ 1

0
d𝑡 exp

[︂
i𝑡

∫︁
𝜉𝑎(𝑥)T

𝐴
𝑎 (𝑥) d4𝑥

]︂ ∫︁
𝜉𝑏(𝑦)𝐺𝑏[𝑦;𝐴] d

4𝑦 . (22.7.20)

方程(22.7.20)中的泛函算符exp[i𝑡
∫︀
𝜉𝑎(𝑥)T 𝐴

𝑎 (𝑥) d4𝑥]仅仅产生了规范参量为Λ𝛽(𝑥) = −𝑡𝜉𝑎(𝑥)的规
范变换(15.1.17), 这使得方程(22.7.20)可以写成方程(22.7.7)那样.
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方程(22.7.7)可以用来研究赝标量Goldstone玻色子八重态的电弱相互作用, 然而, 当没有实际

的规范场时, 它对于Goldstone玻色子本身的相互作用有一个重要含义. 在这一情况下, 𝐴 = 0, 方

程(22.7.8)变成“纯规范”场

[𝐴−𝑡𝜉(𝑥)]𝜇 = −i
[︁
𝜕𝜇 exp(−i𝑡𝑋𝑎(𝑥)𝜉𝑎(𝑥))

]︁
exp(i𝑡𝑋𝑎(𝑥)𝜉𝑎(𝑥))

= −i
[︁
𝜕𝜇𝑉

(︁
𝑡𝜉(𝑥)

)︁]︁
𝑉 −1

(︁
𝑡𝜉(𝑥)

)︁
, (22.7.21)

其中

𝑉
(︁
𝑡𝜉(𝑥)

)︁
≡ exp

(︁
−i𝑡𝑋𝑎(𝑥)𝜉𝑎(𝑥)

)︁
. (22.7.22)

加上𝐴𝜇𝛼(𝑥) = 0, 方程(22.7.1)给出

T𝛽(𝑥)Γ[𝜉, 0] = 0 , (22.7.23)

所以在方程(22.7.7)中使用方程(22.7.21)给出的结果是Goldstone玻色场𝜉𝑎(𝑥)的𝐺-不变定域泛函,

然而, 正如我们将会看到的, 一般而言, 尽管积分是𝐺-不变的, 但是被积函数不是𝜉𝑎(𝑥)和它导数

的𝐺-不变函数.

最简单的粒子是对称群完全破缺的情况. 这时条件(22.7.6)为空, 而我们可以使用反常的对称

形式(22.3.38):

𝐺𝑎[𝑥;𝐴] =
i

24π2
𝜖𝜅𝜈𝜆𝜌 Tr

{︃
𝑇𝑎

[︁
𝜕𝜅𝐴𝜈(𝑥) 𝜕𝜆𝐴𝜌(𝑥)− 1

2 i𝜕𝜅𝐴𝜈(𝑥)𝐴𝜆(𝑥)𝐴𝜌(𝑥)

+ 1
2 i𝐴𝜅(𝑥) 𝜕𝜈𝐴𝜆(𝑥)𝐴𝜌(𝑥)− 1

2 i𝐴𝜅(𝑥)𝐴𝜈(𝑥)𝜕𝜆𝐴𝜌(𝑥)
]︁}︃

, (22.7.24)

其中, 现在的𝑇𝑎是群生成元的特定表示, 它由该理论的左手费米子(包含反费米子, 在这里区分是

重要的)构成. 在这一情况下, 当我们在方程(22.7.24)中使用方程(22.7.21)时, 在与𝜖𝜅𝜈𝜆𝜌收缩后, 方

程(22.7.24)的迹中幸存下来的项将全部正比于

Tr
{︁
𝑇𝑎(𝜕𝜅𝑉 )𝑉 −1(𝜕𝜈𝑉 )𝑉 −1(𝜕𝜆𝑉 )𝑉 −1(𝜕𝜌𝑉 )𝑉 −1

}︁
,

系数分别是−1, +1
2 , −1

2和+1
2 , 所以方程(22.7.7)在这里变成

Γ[𝜉, 0] = − 1

48π2
𝜖𝜅𝜈𝜆𝜌

∫︁
d4𝑦 𝜉𝑎(𝑦)

∫︁ 1

0
d𝑡 Tr

{︃
𝑇𝑎

[︁
𝜕𝜅𝑉

(︁
𝑡𝜉(𝑦)

)︁]︁
× 𝑉 −1

(︁
𝑡𝜉(𝑦)

)︁[︁
𝜕𝜈𝑉

(︁
𝑡𝜉(𝑦)

)︁]︁
𝑉 −1

(︁
𝑡𝜉(𝑦)

)︁[︁
𝜕𝜆𝑉

(︁
𝑡𝜉(𝑦)

)︁]︁
× 𝑉 −1

(︁
𝑡𝜉(𝑦)

)︁[︁
𝜕𝜌𝑉

(︁
𝑡𝜉(𝑦)

)︁]︁
𝑉 −1

(︁
𝑡𝜉(𝑦)

)︁}︃
. (22.7.25)

正如所承诺的, 被积函数不是场和场导数的不变函数. 例如, 对于比较小的Goldstone玻色场, 方

程(22.7.25)变成

Γ[𝜉, 0] = − 1

240π2
𝜖𝜅𝜈𝜆𝜌 Tr {𝑇𝑎𝑇𝑏𝑇𝑐𝑇𝑑𝑇𝑒}

∫︁
d4𝑦 𝜉𝑎 𝜕𝜅𝜉𝑏 𝜕𝜈𝜉𝑐 𝜕𝜆𝜉𝑑 𝜕𝜌𝜉𝑒

+𝑂(𝜉6) . (22.7.26)



· 300 · 第 22章 反常

而对于Goldstone玻色场协变导数的任意函数, 它关于场的最低阶项就是Goldstone玻色场偏导数

的乘积, 因而不可能有形式为(22.7.26)的最低阶项.

考察一个在实际中非常重要的例子, 𝑢夸克, 𝑑夸克和𝑠夸克无质量的量子色动力学, 它

的𝑆𝑈(3) × 𝑆𝑈(3)手征对称性自发破缺到Gell-Mann和Ne’eman的对角𝑆𝑈(3)子群. 为了使用本节

的结果, 我们必须重新标记费米圈积分中的内动量使得对角𝑆𝑈(3)子群的矢量流是无反常的, 在这

一情况下, 反常取Bardeen形式(22.3.34):

𝐺𝑎[𝑉,𝐴] =
i𝑛

16π2
𝜖𝜇𝜈𝜌𝜎 Tr

{︃
𝑡𝑎

[︁
𝑉𝜇𝜈𝑉𝜌𝜎 +

1
3𝐴𝜇𝜈𝐴𝜌𝜎 − 32

3 𝐴𝜇𝐴𝜈𝐴𝜌𝐴𝜎

+ 8
3 i(𝐴𝜇𝐴𝜈𝑉𝜌𝜎 +𝐴𝜇𝑉𝜌𝜎𝐴𝜈 + 𝑉𝜌𝜎𝐴𝜇𝐴𝜈)

]︁}︃
, (22.7.27)

其中𝑉𝜇, 𝐴𝜇, 𝑉𝜇𝜈和𝐴𝜇𝜈由方程(22.3.35)—(22.3.37)定义;这里的𝑡𝑎是Gell-Mann矩阵𝜆𝑎的一半,由方

程(19.7.2)给定; 𝑛是每个味中夸克种类(“色”)的个数. (我们现在用小写的𝑡表示群生成元的表示矩

阵, 是因为在这个迹中我们只对左手夸克求和, 左手反夸克不在其内.) 对于(22.7.21)的纯规范场,

场强𝑉𝜇和𝐴𝜇𝜈为零, 这使得, 在方程(22.7.7)中使用方程(22.7.27)给出反常有效Goldstone玻色子作

用量

Γ[𝜉, 0] = − 2𝑛

3π2
𝜖𝜇𝜈𝜌𝜎

∫︁ 1

0
d𝑡

∫︁
d4𝑥 Tr

{︁
𝜉𝑎𝑡𝑎[𝐴−𝑡𝜉]𝜇[𝐴−𝑡𝜉]𝜈 [𝐴−𝑡𝜉]𝜌[𝐴−𝑡𝜉]𝜎

}︁
, (22.7.28)

其中𝐴在这里是轴矢量而不是矢量规范场. 为找到[𝐴−𝑡𝜉]𝜇, 我们使用方程(22.7.21), 它在这里写成

[𝑉−𝑡𝜉(𝑥)]𝜇 + 𝛾5[𝐴−𝑡𝜉(𝑥)]𝜇 = −i
[︁
𝜕𝜇 exp

(︁
−i𝑡𝛾5𝑡𝑎𝜉𝑎(𝑥)

)︁]︁
exp
(︁
i𝑡𝛾5𝑡𝑎𝜉𝑎(𝑥)

)︁
. (22.7.29)

先后乘以(1 + 𝛾5)/2和(1− 𝛾5)/2然后取其差, 这给出轴矢量项

[𝐴−𝑡𝜉(𝑥)]𝜇 = −1
2 i
[︁
𝜕𝜇 exp

(︁
−i𝑡𝜉𝑎𝑡𝑎

)︁]︁
exp
(︁
i𝑡𝜉𝑎𝑡𝑎

)︁
+ 1

2 i
[︁
𝜕𝜇 exp

(︁
i𝑡𝜉𝑎𝑡𝑎

)︁]︁
exp
(︁
−i𝑡𝜉𝑎𝑡𝑎

)︁
= 1

2 i exp
(︁
i𝑡𝜉𝑎𝑡𝑎

)︁
𝑈−1

(︁
𝑡𝜉(𝑥)

)︁[︁
𝜕𝜇𝑈

(︁
𝑡𝜉(𝑥)

)︁]︁
exp
(︁
−i𝑡𝜉𝑎𝑡𝑎

)︁
, (22.7.30)

其中

𝑈
(︁
𝑡𝜉
)︁
≡ exp

(︁
2i𝑡𝑎𝜉𝑎𝑡

)︁
. (22.7.31)

在方程(22.7.28)中使用该项, 这给出了有效反常作用量

Γ[𝜉, 0] = − 𝑛

24π2
𝜖𝜇𝜈𝜌𝜎

∫︁ 1

0
d𝑡

∫︁
d4𝑥 Tr

{︃
𝜉𝑎𝑡𝑎𝑈

−1
(︁
𝑡𝜉(𝑥)

)︁[︁
𝜕𝜇𝑈

(︁
𝑡𝜉(𝑥)

)︁]︁
× 𝑈−1

(︁
𝑡𝜉(𝑥)

)︁[︁
𝜕𝜈𝑈

(︁
𝑡𝜉(𝑥)

)︁]︁
𝑈−1

(︁
𝑡𝜉(𝑥)

)︁[︁
𝜕𝜌𝑈

(︁
𝑡𝜉(𝑥)

)︁]︁
𝑈−1

(︁
𝑡𝜉(𝑥)

)︁
×
[︁
𝜕𝜎𝑈

(︁
𝑡𝜉(𝑥)

)︁]︁}︃
. (22.7.32)



22.7 反常与Goldstone玻色子 · 301 ·

正如Witten注意到的,[25] 这可以表示成传统的5维形式. 我们取𝑡为第5个坐标, 并定义𝜉𝑎(𝑥, 𝑡) ≡
𝑡𝜉𝑎(𝑥). 那么方程(22.7.32)变成

Γ[𝜉, 0] = − i𝑛

240π2
𝜖𝑖𝑗𝑘𝑙𝑚

∫︁
d5𝑧 Tr

{︃
𝑈−1

(︁
𝜉(𝑧)

)︁[︁
𝜕𝑖𝑈

(︁
𝜉(𝑧)

)︁]︁
× 𝑈−1

(︁
𝜉(𝑧)

)︁[︁
𝜕𝑗𝑈

(︁
𝜉(𝑧)

)︁]︁
𝑈−1

(︁
𝜉(𝑧)

)︁[︁
𝜕𝑘𝑈

(︁
𝜉(𝑧)

)︁]︁
𝑈−1

(︁
𝜉(𝑧)

)︁
×
[︁
𝜕𝑙𝑈

(︁
𝜉(𝑧)

)︁]︁
𝑈−1

(︁
𝜉(𝑧)

)︁[︁
𝜕𝑚𝑈

(︁
𝜉(𝑧)

)︁]︁}︃
, (22.7.33)

其中𝑖, 𝑗等取遍值1, 2, 3, 0和5, 当𝑖 = 1, 2, 3, 0时, 𝑧𝑖 = 𝑥𝑖, 而𝑧5 = 𝑡, 并且积分区域是0 ≤ 𝑧5 ≤ 1.

(方程(22.7.33)中出现了额外的因子1/5, 是因为考虑到了五个指标𝑖, 𝑗, 𝑘, 𝑙和𝑚均可以取值5这个事

实.) 既然当𝑧5 = 0时, 无论𝑧𝑖的其它分量𝑧𝜇取何值, 𝜉𝑎(𝑧)取固定值0, 我们可以将𝑧𝑖的这些值视为

一个点, 并将方程(22.7.33)中的积分区域视为一个五维球体, 它的四维边界𝑧5 = 1则取成普通的时

空. 因此, 方程(22.7.33)就是方程(19.8.1)和(19.8.3)给出的“Wess-Zumino-Witten”作用量的一个特

殊情况, 它也正比于一个整数𝑛; 唯一的不同之处在于这里的𝑛现在等同为色的数目. 我们在19.8节

看到, 积分(19.8.3)只依赖于𝜉𝑎(𝑧)在5维球体的时空边界上的取值, 所以在导出方程(22.7.33)时, 我

们证明了, 不仅仅是𝜉𝑎(𝑥, 𝑡) = 𝑡𝜉(𝑥), 对于𝜉𝑎(𝑥)到5维球体内部的任意延拓, 方程(19.8.2)都是适用

的.

* * *

更普遍地, 考察任意规范群𝐺自发破缺到子群𝐻的情况, 其中𝐻自身是无反常的——即, 𝐷-符

号对于𝐻的任意3个生成元为零. 朱创新, 贺培铭和Zumino[26]证明了, 我们可以给这个作用量加一

个定域泛函𝐵[𝐴], 使得即使将破缺对称性的规范场也考虑在内, 子群𝐻的流是无反常的. 这个泛函

是

𝐵[𝐴] =
1

48π2
𝜖𝜇𝜈𝜌𝜎

∫︁
d4𝑥 Tr

{︂
[𝐴𝜇ℎ, 𝐴

𝜈 ](𝐹 𝜌𝜎 + 𝐹 𝜌𝜎ℎ ) +𝐴𝜇𝐴𝜈ℎ𝐴
𝜌
ℎ𝐴

𝜎
ℎ

−𝐴𝜇ℎ𝐴
𝜈𝐴𝜌𝐴𝜎 +

1

2
𝐴𝜇ℎ𝐴

𝜈𝐴𝜌ℎ𝐴
𝜎

}︂
, (22.7.34)

其中, 同往常一样, 𝐴𝜇 ≡ 𝑇𝛼𝐴
𝜇
𝛼且𝐹𝜇𝜈 ≡ 𝑇𝛼𝐹

𝜇𝜈
𝛼 , 而𝐴𝜇ℎ ≡ 𝑇𝑖𝐴

𝜇
𝑖和𝐹

𝜇𝜈
ℎ ≡ 𝑇𝑖𝐹

𝜇𝜈
𝑖 是𝐴

𝜇和𝐹𝜇𝜈在未破

缺对称性子群𝐻的代数中的项. 那么总反常就是

𝐺′
𝛽[𝑥;𝐴] = 𝐺𝛽[𝑥;𝐴] + T𝛽(𝑥)𝐵[𝐴] (22.7.35)

(其中𝐺𝛽[𝑥;𝐴]是对称化反常(22.3.38))并满足希望的条件

𝐺′
𝑖[𝑥;𝐴] = 0 . (22.7.36)

在方程(22.7.7)中使用方程(22.7.35)而不是𝐺𝛽, 就给出了Goldstone玻色子和规范场的有效作用量

的反常部分. 以这个方法, 朱创新等人[26]发现了反常有效作用量

Γ′[𝜉, 𝐴] = Γ[𝜉, 𝐴]−𝐵[𝐴−𝜉] +𝐵[𝐴] , (22.7.37)
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其中Γ[𝜉, 𝐴]是之前导出的有效作用量(22.7.7), 而令方程(22.7.8)中的𝑡 = 1就获得了𝐴−𝜉(𝑥). 特别

地, 当规范场为零时, 𝐴−𝜉是纯规范场

[𝐴−𝜉(𝑥)]𝜇 = −i
[︁
𝜕𝜇𝑉

(︁
𝜉(𝑥)

)︁]︁
𝑉 −1

(︁
𝜉(𝑥)

)︁
,

𝑉
(︁
𝜉(𝑥)

)︁
= exp

(︁
−i𝑋𝑎𝜉𝑎(𝑥)

)︁
,

所以这时的Goldstone玻色子作用量是

Γ′[𝜉, 0] = Γ[𝜉, 0]− 1

48π2
𝜖𝜇𝜈𝜌𝜎

∫︁
d4𝑥 Tr

{︂
𝐴𝜇−𝜉𝐴

𝜈
−𝜉 ℎ𝐴

𝜌
−𝜉 ℎ𝐴

𝜎
−𝜉 ℎ

−𝐴𝜇−𝜉 ℎ𝐴
𝜈
−𝜉𝐴

𝜌
−𝜉𝐴

𝜎
−𝜉 +

1

2
𝐴𝜇−𝜉 ℎ𝐴

𝜈
−𝜉𝐴

𝜌
−𝜉 ℎ𝐴

𝜎
−𝜉

}︂
. (22.7.38)

这个结果是不唯一的; 特别地, 在宇称守恒的理论中, 例如量子色动力学, 我们可以给有效作用量

中添加额外的定域项抵消掉方程(22.7.38)中任何宇称不守恒的项.

习题

1. 设𝑚𝑢 = 𝑚𝑑 = 0, 计算衰变𝜂 → 𝛾 + 𝛾的速率至𝑚𝑠的领头阶.

2. 考察手征𝑆𝑈(3)对称性, 对于费米子数守恒的理论, 设它的自旋1
2场的左手部分在这个对称性构

成𝑁个𝑆𝑈(3)的定义表示3, 而它的右手部分则都是单态. 计算𝑆𝑈(3)对称性中的反常. 如果我们在

添加𝑀个费米子场, 并令它们的左手部分是单态, 右手部分按照对称无迹二阶𝑆𝑈(3)张量进行变

换, 那么反常又是什么?

3. 在𝑛 = 4味的情况下, 找到’t Hooft匹配条件(22.5.5)和(22.5.6)的一个解. 在𝑛 = 2味的情况下, 找

到一个与本书给出的解不同的解.

4. 在不假定Δ𝑆 = 0的情况下, 从量子主方程推导出Zinn-Justin方程.
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Gaumé and P. Ginsparg, Nucl. Phys. B262, 439 (1985); J. Mañes, R. Stora, and B. Zumino,
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第 23 章 扩展场构形

无论微扰级数是否在数值上是真的奏效的, 本书的大部分内容都致力于那些至少可以用微

扰论描述的量子场论的应用. 在使用微扰论时, 我们围绕场的真空期望值展开作用量, 保留指

数exp(i𝐼)中领头的二次项, 并将所有场的高阶项视为小修正, 这些期望值一般与时空无关. 由于

存在与时空相关的扩展场构形, 例如那些称为瞬子的扩展场构形,[1] 它们实际上也是作用量的稳

定“点”, 自20世纪70年代中期, 人们对这种构形所产生的效应愈发地有兴趣. 原则上, 我们必须要

把这些构形纳入到路径积分之中并对围绕它们的涨落进行求和. (我们已经在20.7节看到了一个瞬

子构形的例子, 只不过是另一种环境下的应用.) 尽管这样的非微扰贡献通常被大幅度压低了, 它

们在量子色动力学中却有很大的贡献, 并在标准电弱理论中产生了有趣的新奇效应.

还存在一些其它的扩展场构形, 它们不仅是对于包含普通粒子的过程的路径积分修正项, 也

是实际物理态的可能分量. 这些构形中包含一些粒子类的, 例如磁单极和斯格明子,[3] 它们凝聚在

空间中的一个点附近,或者等价地,时空中的一条世界线附近.还有一些弦类的构形,类似于21.6节

讨论的超导体中的涡旋线, 它们凝聚在空间中的一条线附近, 或者等价地, 时空中的一个世界面附

近. 还有一些面类的构形, 例如离散对称性破缺方式不同的空间区域之间的畴壁. 与这些相反, 前

面谈及的瞬子是事件类的, 它们凝聚在时空中的一个点附近, 因而不会作为实际物理态的分量出

现.

对于一些扩展场构型, 由于它所在问题的性质会附加边界条件, 会使得它们是稳定的. 一个例

子是“弹回”解, 它出现在真空衰变的分析中,[6] 我们将在23.8节进行讨论. 由于量子数守恒会禁止

可能的衰变模式, 还有一些场构型可能会因为携带量子数而变得稳定.

在本章, 我们主要考察的扩展场构型是那些经由它们的拓扑变得稳定的场构型. 在分析所有

这样的构形时, 我们使用的拓扑工具是相同的, 主要是同伦论, 所以在开始阶段, 我们将统一考察

任意维度𝑑的时空或空间中的所有拓扑稳定构形.

23.1 拓扑的使用

通常情况下, 通过要求各种场的某个泛函𝑆是有限的, 我们可以给定所有可能的场构形构成的

空间一个不平庸的拓扑. 在经典场论中, 𝑆是势能(某些情况下是单位面积或单位长度上的势能);

有限的微扰不可能产生𝑆是无限的构形. 在经典统计力学中, 𝑆是哈密顿量, 而在欧几里得时空中

构造的量子场论中, 𝑆要么是欧几里得作用量要么正比于它. (欧几里得路径积分以及它的一些应

用将在本章的附录A中进行讨论.) 我们从某个平衡态场构形出发, 要求它的欧几里得作用量或哈

密顿量是有限的, 然后积掉保持其有限性的涨落, 以此构建出微扰论.

如果一个场构形能够连续变换到另一个场构形, 并且在变换过程不会经过那些𝑆无穷大的禁

止场构形, 我们就称这两个场构形是拓扑等价的. 这显然是等价关系(即满足自反性, 对称性和传

递性), 因此, 所有场构形的集合可以划分成等价类, 每个等价类由拓扑相同的构形组成. 例如, 如

果𝑆是𝑑维时空中的势能(对于时间无关场就是哈密顿量), 那么无限高的势垒会禁止拓扑不相同的

307
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场构形变换到彼此. 特别地, 拓扑上与通常的空间均匀真空场不相同的扩展场构形无法扩散变成

空间均匀的场构形.

当我们在寻找𝑆的局域最小值时, 拓扑分类也是很有用的. 对于拓扑类型给定的所有构形, 如

果我们能找到一个构形使得𝑆最小, 由于场的微小变化不会改变它们的拓扑类型, 那么对于任意类

型的所有场构形, 这个场构形必须至少是𝑆的局域最小值. 因此, 这样的场构形是场方程的一个解,

等价于使得𝑆稳定的条件. 这类问题不仅出现在𝑆是哈密顿量的稳定性问题中, 当我们将路径积分

中的变量扩展至欧几里得𝑑维时空, 在寻找场构形时也会出现这样的问题. 这时𝑆是欧几里得作用

量𝐼的相反数, 我们要寻找的局域最小值要使得, 在围绕这一构形的展开中, 领头项是二阶项符号

正确的二次自由场作用量.

这里是一些例子:[8]

(a) 斯斯斯格格格明明明子子子等等等. 考察连续整体对称群𝐺自发破缺到子群𝐻所带出的实Goldstone玻色场𝜋𝑎. 正如

我们在第19章所看到的, 在维度𝑑 > 2的欧几里得空间中, 这些Goldstone玻色子的势能将采取如下

的形式

𝑆[𝜋] =

∫︁
d𝑑𝑥

[︃
1
2

∑︁
𝑎𝑏

𝑔𝑎𝑏(𝜋)𝜕𝑖𝜋𝑎𝜕𝑖𝜋𝑏 + · · ·
]︃
, (23.1.1)

其中𝑔𝑎𝑏是正定矩阵, 而“+ · · · ”代表𝜋的导数可能的高阶项. 或者, 方程(23.1.1)可以视为𝑑维欧几里

得时空中Goldstone玻色场作用量的相反数.

对于𝑆有限的场构形, 它的𝜕𝑖𝜋𝑎(x)在无穷远处要比|x|−𝑑/2(其中|x| =
√
𝑥𝑖𝑥𝑖)更快地趋于

零, 这使得𝜋𝑎(x)在x → ∞时必须要趋于常数𝜋𝑎∞, 而余数要比|x|(2−𝑑)/2更快地趋于零. 任意点

的Goldstone玻色场𝜋𝑎构成齐次空间, 即陪集空间𝐺/𝐻 , 这使得总可以通过𝐺的变换将任意一个场

值变到另外一个, 所以通过一个整体𝐺变换, 总可以重新调整渐进极限𝜋𝑎∞使其取任意特定的值,

例如𝜋𝑎∞ = 0. 因此, 场𝜋𝑎(𝑥)代表了整个𝑑维空间到所有场值构成的𝐺/𝐻流形的映射, 其中𝑑维空

间中𝑟 = ∞的球面取成一个点.

现在, 对于一个𝑑维欧几里得空间, 若它在无穷远处的(𝑑 − 1)维球面可以等同为一个点, 那么

它在拓扑上就等价于𝑆𝑑, 即一个𝑑维球面(即, (d+1)维球体的表面), 也就是说它们可以连续映射

到彼此. 因此, 按照𝑆𝑑到场变量的流形𝐺/𝐻的拓扑不等价映射, 其中无穷远处的点被映射到零,

我们可以对x → ∞时趋于零的场𝜋(x)进行分类. 对于这种𝑆𝑑 ↦→ M的映射, 其中𝑆𝑑的一个点映射

到M的一个固定量, 每类拓扑不同的映射所构成的集合称为流形M的第𝑑同伦群, 记做𝜋𝑑(M ). 我

们会在下一节讨论这些同伦群(并解释它们的群结构), 本章的附录B会给出各种流形的同伦群表.

目前, 只需知道一点, 当流形M是线性空间时, 同伦群𝜋𝑑(M )是平庸的(也就是说, 对于任意场构

形𝜋(x), 只要它在x → ∞时趋于一个常数, 那么这个场构形就可以连续变换到任何位置的场均取

这个常数的场构形), 然而, Goldstone玻色场的流形M = 𝐺/𝐻通常会有一个不平庸的同伦群. 在

与量子色动力学相关的情况中, 即𝑆𝑈(2)× 𝑆𝑈(2)破缺到𝑆𝑈(2)或者𝑆𝑈(3)× 𝑆𝑈(3)破缺到𝑆𝑈(3),

流形M = 𝐺/𝐻分别等同于𝑆𝑈(2)和𝑆𝑈(3), 根据附录B, 同伦群𝜋3(𝐻)是非平庸的. 在𝑑 = 3时, 处

在势能的局域最小值且拓扑不平庸的场称为斯格明子(skyrmions).[3] 像质子这样的重子在某些方

面可以视为纯介子理论中的斯格明子解.

除非给泛函(23.1.1)的被积函数引入𝜕𝑖𝜋𝑎的高次项, 否则它不会斯格明子稳定点. 当没有这些

高次项时, 任何拓扑上不平庸的场构形会有一个连续的𝑆值, 这段连续值会向下扩展直至𝑆 = 0, 这

时𝜋变得奇异, 所以拓扑不会使得这种场构形是稳定的. 这一般被称为Derrick定理.[9] 为了证明这
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个定理, 注意到, 对于任意场构形𝜋𝑎(x), 我们可以引入另外一个拓扑相同的场构形,

𝜋𝑅𝑎 (x) ≡ 𝜋𝑎(x/𝑅) ,

其中𝑅是任意的正实数标度因子. 那么, 对于方程(23.1.1)中显式写出的项

𝑆[𝜋𝑅] = 𝑅𝑑−2𝑆[𝜋] .

当𝑑 > 2时, 随着𝑅 → 0, 这是𝑅的衰减函数, 所以𝑆[𝜋𝑅]的连续值会向下延展直至𝑆 = 0. 更进一步,

由于仅当𝜋(x)是常数时𝑆[𝜋]才能为零, 而我们已经假定𝜋是拓扑不平庸的, 所以𝑆[𝜋]不可能为零, 进

而有𝑆[𝜋] > 0. 因此, 仅当𝑅 = 0时我们才能达到下界, 这时𝜋𝑅𝑎 (x)变得奇异.

通过给𝑆添加更高阶的导数项, Goldstone玻色子的场构形可以被稳定下来. 例如, 如果我们

取𝑆[𝜋] = 𝑇 [𝜋] +𝐷[𝜋], 其中

𝑇 [𝜋] ≡
∫︁

d𝑑𝑥 1
2

∑︁
𝑎𝑏

𝑔𝑎𝑏(𝜋)𝜕𝑖𝜋𝑎𝜕𝑖𝜋𝑏 ≥ 0 ,

𝐷[𝜋] ≡
∫︁

d𝑑𝑥 𝑓𝑎𝑏𝑐𝑑(𝜋)∇𝜋𝑎 ·∇𝜋𝑏∇𝜋𝑐 ·∇𝜋𝑑 ≥ 0 ,

那么𝐷[𝜋𝑅] = 𝑅𝑑−4𝐷[𝜋], 而同之前一样, 𝑇 [𝜋𝑅] = 𝑅𝑑−2𝑇 [𝜋], 所以, 如果2 < 𝑑 < 4, 尤其对于物理

上感兴趣的𝑑 = 3, 𝑆[𝜋𝑅]会在有限的𝑅处达到极小值.

斯格明子理论的问题不在于我们必须要给作用量引入𝐷[𝜋]这样的高阶导数项. 正如我们

在19.5节讨论过的, 在Goldstone玻色子的任何有效场论中, 我们预期作用量会有这样的项. 真正的

问题在于, 没有什么基本原理可以排除掉除此以外的无限多个高阶导数项, 其次, 这些项的量级一

般与使得场构形在导数不同的项之间达到平衡的场构形量级相同, 这使得真实的计算是不可能.

(b) 畴畴畴界界界. 当一个离散对称性破缺时, 对称性有一定的可能性以不同的方法破缺到不同的畴中, 这

些畴被畴界隔离, 在每个畴界中真空场从势的一个极小值跃迁到另一个极小值. 例如, 考察𝑦-𝑧平

面中的平坦畴界, 并假定单位面积的能量是

𝑆[𝜑] =

∫︁ ∞

−∞
d𝑥

[︂
1

2

(︂
d𝜑

d𝑥

)︂2

+ 𝑉 (𝜑)

]︂
, (23.1.2)

其中𝜑(𝑥)是实标量场并假定只依赖于沿着垂直边界方向的距离𝑥, 而𝑉 (𝜑)是满足反演对称性𝜑 →
−𝜑的势能, 它的最小值只在场值±𝜑处. 方便起见, 我们给𝑉 (𝜑)加一个额外的常数使其最小值

为零, 这样𝑉 (𝜑) ≥ 0, 并且仅当𝜑 = ±𝜑时𝑉 (𝜑) = 0. 为了保持𝑆的有限性, 𝜑在𝑥 → ∞时要趋
于+𝜑或−𝜑, 同理, 在𝑥→ −∞时也要趋于+𝜑或−𝜑. 那么我们就有四个拓扑不等价的构形, 其中两

个在𝑥→ ±∞时趋于相同的极限, 这使得场构形可以光滑地形变到𝜑(𝑥)处处为常数的场构形, 而另

外两个𝜑在𝑥 → ±∞时趋于相反极限, 这两个场构形是拓扑稳定的. 这里我们根据𝜋0(𝐺)对场构形

分类, 其中, 对于任意流形M , 𝜋0(M )习惯上定义成M连通分量的集合, 而𝐺是对称群, 在我们的

情况中, 𝐺是反演𝜑→ −𝜑的𝑍2群.

这里非常适宜引入Bogomol’nyi给出的一个技巧,[10] 在处理23.3节和23.5节更加复杂的单极子

情况和瞬子情况时, 这个技巧将是非常有用的. 将方程(23.1.2)重写成如下形式

𝑆[𝜑] =
1

2

∫︁ ∞

−∞
d𝑥

(︂
d𝜑

d𝑥
∓
√︀
2𝑉 (𝜑)

)︂2

±
∫︁ 𝜑(∞)

𝜑(−∞)

√︀
2𝑉 (𝑓) d𝑓 . (23.1.3)
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方程(23.1.3)右边第二项的积分可以视为“拓扑荷”, 它只依赖于场在𝑥 → ±∞时所取的值. 如果场

构形在𝑥 → +∞和𝑥 → −∞时趋于相同的极限, 这个积分为零, 而𝑆在场为常数场时达到它的最小

值零. 如果场𝜑(𝑥)在𝑥 = ±∞时取不同的值, 我们可以选择方程(23.1.3)中的±符号给出一个下界

𝑆[𝜑] ≥
∫︁ 𝜑

−𝜑

√︀
2𝑉 (𝑓) d𝑓 . (23.1.4)

当方程(23.1.3)中的第一项为零时, 或者, 换句话说, 当

𝑥 = ±
∫︁ 𝜑(𝑥)

0

d𝑓√︀
2𝑉 (𝑓)

+ 𝑥0 , (23.1.5)

𝑆[𝜑]抵达它的下界, 其中𝑥0是积分常数, (23.1.5)显然给出了畴界中心的位置. 注意到, 在这里寻求

解时, Derrick定理不再是一个障碍, 这是因为, 对于畴界, 𝑑 = 1, 所以对于重标度场𝜑(𝑥/𝑅), 方

程(23.1.2)中的两项被积函数分别趋于𝑅−1和𝑅+1.

方程(23.1.5)也可用更直接的方法导出, 通过要求方程(23.1.2)在𝜑(𝑥)的微小变分下稳定, 我

们可以导出𝜑(𝑥)的二阶微分方程, 然后用这个微分方程证明1
2(d𝜑/d𝑥)

2 − 𝑉 (𝜑)关于𝑥是常数. 我

们在这里使用的是基于公式(23.1.3)的推导, 它的优势在于公式(23.1.3)立即表明, 除了边界位

置𝑥0的变换带出的“零模”外, 对于保持那些边界平坦性的小微扰, 解(23.1.5)相对这些微扰是稳

定的. 通过给方程(23.1.2)的被积函数中加上1
2(d𝜑/d𝑦)

2 + 1
2(d𝜑/d𝑧)

2, 我们能够看到, 对于任何微

扰𝛿𝜑(𝑥, 𝑦, 𝑧), 假定对于固定𝑦和𝑧, 在𝑥 → ±∞时𝛿𝜑(𝑥, 𝑦, 𝑧) → 0, 那么这个解对这些微扰也是稳定

的.

如果存在自发破缺的离散对称性, 那么当这些对称性在早期宇宙开始破缺时, 畴壁就会形

成. 如果畴壁没有消失, 那么在当今宇宙中观测到的各项同性和均匀性就会因此产生大变形.[5] 除

了CPT以外, 我们不知道任何精确离散对称性, 或者自发破缺的精确或近似离散对称性, 所以目前

为止, 这并不会构成问题.

(c) 瞬瞬瞬子子子等等等. 现在考察规范理论, 它有

𝑆[𝐴] = 1
4

∫︁
d𝑑𝑥𝐹𝛼𝑖𝑗𝐹𝛼𝑖𝑗 , (23.1.6)

其中𝐹𝛼𝑖𝑗是通常的场强张量, 并且我们取𝑑 ≥ 4. 这既可以视为量子规范场在𝑑维欧几里得时空中的

作用量, 也可以视为是(𝑑+ 1)时空中经典鬼场场的势能, 其中规范场处在时性规范𝐴0
𝛼 = 0中.

为了使𝑆[𝐴]是有限的, 𝐹𝛼𝑖𝑗必须在x → ∞时为零. 这可以通过令𝐴𝛼𝑖(x)在x → 0足够迅速地趋

于零实现, 但即使是对于𝑑 ≥ 4, 对于一些以1/|x|的速率趋于零的场𝐴𝛼𝑖(x), 只要它在x → ∞时趋
于纯规范

i𝑡𝛼𝐴𝛼𝑖(x) → 𝑔−1(x̂) 𝜕𝑖𝑔(x̂) , (23.1.7)

𝑆[𝐴]仍然有可能是有限的, 其中𝑔(x̂)是规范群𝐺的群元, 它与方向相关. 更进一步, 如果我们

将𝑔(x̂)换成𝑔0𝑔(x̂), 其中𝑔0是𝐺中固定的群元, 𝐴𝛼𝑖(x)是不受影响的, 所以通过选择𝑔0 = 𝑔−1(x̂1),

我们可以令任何一个方向x̂1的𝑔(x̂1) = 1. 因此, 每个使得𝑆[𝐴]有限的规范场定义了一个从单位球

面|x̂| = 1到群流形的映射, 其中点x̂1映射到𝐺的单位元. (若规范场在|x| → ∞时比1/|x|更快地趋
于零, 那么在这一情况下, 单位球面上的所有点都映射到规范群的单位元.) 对于映射𝑆𝑑−1 ↦→ 𝐺,

其中𝑆𝑑−1中的一个点映射到𝐺的一个固定群元, 它的拓扑不等价映射类构成的集合是𝜋𝑑−1(𝐺),
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即群流形的第(𝑑 − 1)同伦群. 本章附录B将会指出, 对于任意半单Lie群𝐺, 𝜋3(𝐺)总是非平庸的.

当𝑑 = 4时, 𝑆[𝐴]的拓扑不平庸稳定点被称为瞬子.[1] 我们会在23.5节和23.6节讨论它在量子色动力

学中的重要性.

为了使得𝑆[𝐴]在场𝐴(x)处是稳定的, 必要条件是𝐴(x)满足场方程

𝜕𝑖𝐹𝛼𝑖𝑗 = 0 . (23.1.8)

对于我们有希望找到𝑆[𝐴]的拓扑不平庸局域最小值的维度𝑑, 简单的标度讨论会再次给出它的限

制. 定义𝐴𝑅(x) ≡ 𝐴(x/𝑅)/𝑅. 那么

𝑆[𝐴𝑅] = 𝑅𝑑−4𝑆[𝐴] ,

所以当𝑑 ̸= 4时, 除非𝑆[𝐴] = 0, 否则不存在𝑆[𝐴]的拓扑不平庸稳定点. 但如果𝑆[𝐴] = 0, 那

么𝐹𝛼𝑖𝑗处处为零, 所以通过一个规范变换, 我们可以使得𝐴𝛼𝑖也处处为零.

我们将会23.5节看到, 当𝑑 = 4时, 确实有可能找到𝑆[𝐴](那里等同为−𝐼[𝐴])稳定的瞬子解, 在

这个解中, 除了无穷远处, 𝐹𝛼𝑖𝑗不等于零. 上面的标度讨论表明, 如果𝐴(x)是这样的瞬子解, 那

么𝐴(x/𝑅)/𝑅也是, 但是量子修正会移除这个简并.

(d) 单单单极极极子子子, 涡涡涡旋旋旋线线线等等等. 现在考察含有标量场的规范场论, 其中标量场构成规范群的线性表示, 并

有

𝑆[𝜑,𝐴] =

∫︁
d𝑑𝑥

[︃
1
2

∑︁
𝑎𝑏

𝑔𝑎𝑏(𝜑)𝐷𝑖𝜑𝑎𝐷𝑖𝜑𝑏 +
1
4𝐹𝛼𝑖𝑗𝐹𝛼𝑖𝑗 + 𝑈(𝜑)

]︃
, (23.1.9)

其中𝑔𝑎𝑏(𝜑)是正定矩阵(通常与𝜑无关), 𝑈(𝜑)下有界, 并被一个常数项偏移使得它的最小值是零,

而𝐹𝛼𝑖𝑗和𝐷𝑖分别是通常的场强张量和规范协变导数. 我们要求𝑈(𝜑)和𝑔𝑎𝑏(𝜑)在规范群𝐺的变换下

分别是标量和张量. 像之前一样, 方程(23.1.9)要么给出一个量子场论在𝑑维欧几里得时空中的作

用量, 要么给出时性规范下的经典场论在(𝑑+ 1)维时空中的势能.

要使𝑆[𝜑,𝐴]有限, 𝑈(𝜑(x))必须要在x → ∞时为零. 使得𝑈(𝜑)为零的𝜑, 它们构成的集合

在𝐺下不变, 这样的集合可能是离散的也可能是连续的. 在上面的情况(b)中, 我们处理了离

散集合的情况. 现在我们来考察这样的破缺对称性: 𝑈(𝜑)的零点形成连续流形M0, 构成这个

流形的场通过变换𝑔 ∈ 𝐺互相关联. 在这一情况下, 每个𝜑(x̂)可以通过给场在任意一个方向

上的值𝜑(x̂1)作用变换𝛾(x̂) ∈ 𝐺获得. 因此, 我们可以认为场𝜑(x)定义了到陪集空间𝐺/𝐻的映

射𝑆𝑑−1 ↦→ 𝐺/𝐻; 其中的𝐺/𝐻换一种方式描述是, 对于群𝐺中的两个群元𝑔1和𝑔2, 如果它们只相

差子群𝐻中的一个元素ℎ的右乘作用, 即, 如果𝑔1 = 𝑔2ℎ, 那么这两个元素就视为是等价的, 其

中𝐻 ⊂ 𝐺是保持𝜑(x̂1)不变的子群. 特别的, 为了使得𝛾(x̂1)作用在𝜑(x̂1)上仍产生𝜑(x̂1), 点x̂1要映

射到子群𝐻中. 对于那些在x → ∞时趋于流形M0上的值的场, 我们就可以根据𝑆𝑑−1到𝐺/𝐻的拓

扑不等价映射对这些场进行分类, 其中这些映射将点x̂1映射到𝐺/𝐻的固定“单位”元𝐺/𝐻. 对于映

射𝑆𝑑−1 ↦→ 𝐺/𝐻, 其中𝑆𝑑−1中的一个点映射到𝐺/𝐻的一个固定群元, 它的拓扑不等价映射类构成

的集合是𝜋𝑑−1(𝐺/𝐻), 即流形𝐺/𝐻的第(𝑑− 1)同伦群.

在这一情况下, 𝜕𝑖𝜑(x)在x → ∞时趋于1/|x|. 为了使𝑆[𝜑]是有限的, 𝐷𝑖𝜑在x → ∞时要以快
于|x|−𝑑/2的速率趋于零, 所以i𝑡𝛼𝐴𝛼𝑖(x)在x → ∞时要以快于|x|−𝑑/2的速率趋于𝛾−1(x̂)𝜕𝑖𝛾(x̂).

这是一个纯规范场, 所以场强张量𝐹𝛼𝑖𝑗(x)趋于零的速率要快于|x|−𝑑/2−1, 这个速率足以使

得
∫︀
d𝑑𝑥𝐹𝛼𝑖𝑗𝐹𝛼𝑖𝑗收敛.
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Derrick定理并不适用于方程(23.1.9)定义的规范理论, 但无妨看一下相同的推理会将我们带

往何方. 对于任何给定的场𝜑(x)和𝐴(x), 再次定义𝜑𝑅(x) ≡ 𝜑(x/𝑅)和𝐴𝑅(x) ≡ 𝐴(x/𝑅)/𝑅. 哈密顿

量(23.1.9)中的三项现在有标度率

𝑇 [𝜑𝑅, 𝐴𝑅] = 𝑅𝑑−2𝑇 [𝜑,𝐴] , 𝐾[𝐴𝑅] = 𝑅𝑑−4𝐾[𝐴] , 𝑉 [𝜑𝑅] = 𝑅𝑑𝑉 [𝜑] ,

其中𝑇 [𝜑,𝐴] ≡ 1
2

∫︀
d𝑑𝑥

∑︀
𝑎𝑏 𝑔𝑎𝑏(𝜑)𝐷𝑖𝜑𝑎𝐷𝑖𝜑𝑏, 𝐾[𝐴] ≡ 1

4

∫︀
d𝑑𝑥𝐹𝛼𝑖𝑗𝐹𝛼𝑖𝑗 , 𝑉 [𝜑] ≡

∫︀
d𝑑𝑥𝑈(𝜑). 现

在, 当𝑑 > 4时, 𝑆[𝜑,𝐴]对于𝑅的任意有限值均无最小值, 所以不存在拓扑不平庸的稳定构形.

当0 < 𝑑 < 4时, 不难找到使得𝑆[𝜑𝑅, 𝐴𝑅]最小的有限𝑅值.

物理上感兴趣的是𝑑 = 3, 在这一情况下, 拓扑不平庸的场构形根据同伦群𝜋2(𝐺/𝐻)进行分类,

而当单连通群𝐺(例如𝑆𝑈(2))破缺到包含电磁𝑈(1)的子群𝐻时, 这个同伦群是不平庸的. 𝑑 = 3的拓

扑不平庸经典场构形被称为磁单极子.[2] 我们会在23.3节看到, 它们的磁极强度是量子化的, 不同

的值对应𝜋2(𝐺/𝐻)的不同元素.

当𝑑 = 2时, 拓扑不平庸的构形对应于𝜋1(𝐺/𝐻)中的元素, 当𝐺是𝑈(1)或𝑆𝑂(3)这样的非单连

通群, 并且完全自发破缺或者破缺到一个离散子群时, 𝜋1(𝐺/𝐻)才是非平庸的. 𝑑 = 2的拓扑不平

庸经典场构形是涡旋线的横截面. 超导体给出了这样的一个例子, 在超导体中, 𝐺 = 𝑈(1)自发破

缺到了𝐻 = 𝑍2. 我们在21.6节看到, 在特定的磁场范围内, 涡旋线出现在II型超导体中, 并且涡旋

线所携带的磁通量是量子化的, 磁通量的不同值对应于𝜋1(𝑈(1)/𝑍2)的不同元素. 相对论量子场论

中也会出现涡旋线,[4] 并且会在早期宇宙的对称性破缺相变中出现, 在这一情况下, 它们被称为宇

宙弦.[11]

单极子和涡旋线共享了一个基于纯拓扑推导的显著特征. 在这两个情况中, 在包裹构形的大

球面(对于涡旋线是𝑆1, 对于单极子是𝑆2)上, Goldstone玻色场𝜋𝑎(x)的形式被扭曲(twisted)了, 使

得它们无法连续变换到常数. 特别地, 由于球面上的非奇异场𝜋𝑎(𝑥)在球面的半径收缩至零时必须

要变成常数, 所以不可能在不遇到奇点的前提下将这些球面的半径光滑地减小至零. 在这两种情

况下, 奇点会出现在群𝐺不再自发破缺的核心中(对于涡旋线是一条线或一个管, 对于单极子则是

一个点或一个球体), 这使得系统不再由Goldstone玻色场进行描述, 而是由另外一个在𝐺下线性变

换的序参量描述.

当𝑑 = 4时, 𝑅的函数𝑆[𝜑𝑅, 𝐴𝑅]仅在𝑇 [𝜑,𝐴] = 𝑉 [𝜑] = 0时才会在某个有限的𝑅值处有最小值,

这会要求𝜑(x)处处取使得𝑈(𝜑) = 0的𝜑值. 假定这些值是连续的且通过规范群𝐺中的变换彼此相

关, 通过一个规范变换, 它们会被变成一个常数, 𝜑(𝑥) = 𝜑0. 那么在这个规范下, 𝑇 [𝜑,𝐴] = 0的

条件暗示了对于所有破缺对称性, 即使得𝑡𝑎𝜑0 ̸= 0的对称性, 𝐴𝛼(x) = 0. 𝑇 [𝜑,𝐴]和𝑉 [𝜑]关于这个

场构形都是稳定的, 所以为了使𝑆[𝜑,𝐴]是稳定的, 𝐾[𝜑,𝐴]也必须是稳定的, 这意味着非零的规范

场𝐴𝑖𝜇(它属于没有被𝜑0的子群𝐻 ⊂ 𝐺)必须满足欧几里得Yang-Mills场方程

𝜕𝜇𝐹𝑖𝜇𝜈 = 0 . (23.1.10)

这一情况因此退化至情况(c), 只不过这时规范群𝐺被替换成了它的未破缺子群𝐻.

23.2 同伦群

在上一节, 对于那些保持哈密顿量或者其它泛函有限的场构形, 我们学习了如何按照相应同

伦群中的元素对其分类. 但是我们还没有解释同伦群在何种意义下是群, 也没有对群结构赋予任
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何物理含义. 我们将会看到, 同伦群中群元的乘法规则有一个自然定义, 根据这个定义, 𝑑维中构成

流形M的两个扩展场构形, 如果它们分属𝜋𝑑(M )的两个不同元素𝑐1和2, 那么它们连续融合所构成

的构形属于𝜋𝑑(M )的元素𝑐1 × 𝑐2.

我们从定义任意流形M的第一同伦群𝜋1(M )出发, 第一同伦群也称为流形的基本群. 正如

我们已经看到的, 对于某个陪集空间𝐺/𝐻, 存在不平庸的𝜋1(𝐺/𝐻)是三维中涡旋线拓扑稳定的条

件(或者两维中的单极). 在考察𝜋1(M )之后, 我们会转向更一般的同伦群.

对于连通流形M , 如果流形上存在着无法通过连续形变收缩至一个点的闭合曲线𝑝(𝑧), 其

中𝑝(𝑧)由单参量𝑧参数化, 0 ≤ 𝑧 ≤ 1且𝑝(0) = 𝑝(1), 那么我们就称这个流形是多连通的. 在连通流

形上, 我们总可以对这样的闭合曲线做连续形变使得曲线上的任意一点处在流形上的任意位置,

所以我们可以将考察只限制在𝑝(0) = 𝑝(1) = 𝑝0的曲线上, 其中𝑝0是流形上的任意固定点, 它被称

为基点. 任意两个这样的闭合曲线𝑝1(𝑧)和𝑝2(𝑧), 如果它们可以变形到彼此, 即, 如果存在连续函

数𝑝(𝑧, 𝑡), 其中0 ≤ 𝑡 ≤ 1, 使得

𝑝(𝑧, 0) = 𝑝1(𝑧) , 𝑝(𝑧, 1) = 𝑝2(𝑧) ,

𝑝(0, 𝑡) = 𝑝(1, 𝑡) = 𝑝0 ,

我们就称这两个曲线同伦等价. 同伦等价是等价关系, 也就是说满足对称性, 自反性和传递性, 所

以它将流形上的闭合曲线构成的空间划分成了等价类: 当且仅当两个闭合曲线同伦等价, 它们才

属于相同的等价类. 这些等价类的集合称为流形的第一同伦群, 𝜋1(M ).

为了定义𝜋M的乘法规则, 为𝜋1(M )中的每个等价类𝑐选择标准曲线𝑝[𝑧, 𝑐], 这样的标准曲线始

于基点𝑝0并终于基点𝑝0. 对于任意两个等价类𝑐1和𝑐2, 定义“乘积”𝑐1 × 𝑐2为包含曲线𝑝[𝑧, 𝑐1, 𝑐2]的等

价类, 其中曲线𝑝[𝑧, 𝑐1, 𝑐2]从𝑝0出发, 沿着𝑝[𝑧, 𝑐1]回到𝑝0, 然后沿着𝑝[𝑧, 𝑐2]再次回到𝑝0. 形式上, 我们

取

𝑝[𝑧, 𝑐1, 𝑐2] ≡
{︃

𝑝[2𝑧, 𝑐1]

𝑝[2𝑧 − 1, 𝑐2]

0 ≤ 𝑧 ≤ 1
2

1
2 ≤ 𝑧 ≤ 1

.

现在, 我们必须要证明以这种方式定义的乘法满足群的条件. 首先, 我们先来验证这个乘

法是结合的. 对于这个目的, 注意到等价类(𝑐1 × 𝑐2) × 𝑐3包含曲线𝑝[𝑧, 𝑐1 × 𝑐2, 𝑐3], 这个曲线从

基点出发沿着标准曲线𝑝[𝑧, 𝑐1 × 𝑐2]回到基点, 然后再沿着曲线𝑝[𝑧, 𝑐3]从基点回到基点, 而等价

类𝑐1 × (𝑐2 × 𝑐3)则包含曲线𝑝[𝑧, 𝑐1, 𝑐2 × 𝑐3], 这样的曲线先沿着标准曲线𝑝[𝑧, 𝑐1]从基点回到基点, 再

沿着标准曲线𝑝[𝑧, 𝑐2 × 𝑐3]从基点回到基点. 根据定义, 曲线𝑝[𝑧, 𝑐1 × 𝑐2]可以变形至先沿着标准曲

线𝑝[𝑧, 𝑐1]从基点回到基点, 再沿着标准曲线𝑝[𝑧, 𝑐2]从基点回到基点的曲线, 而曲线𝑝[𝑧, 𝑐2 × 𝑐3]可以

变形至先沿着标准曲线𝑝[𝑧, 𝑐2]从基点回到基点, 再沿着标准曲线𝑝[𝑧, 𝑐3]从基点回到基点的曲线. 因

此曲线𝑝[𝑧, 𝑐1 × 𝑐2, 𝑐3]和𝑝[𝑧, 𝑐1, 𝑐2 × 𝑐3]均可以变形成这样的曲线: 先沿着𝑝[𝑧, 𝑐1]从基点到基点, 再

沿着𝑝[𝑧, 𝑐2]从基点到基点, 最后沿着𝑝[𝑧, 𝑐3]从基点到基点. 因此, 这两个曲线可以变形至彼此, 证

明了

(𝑐1 × 𝑐2)× 𝑐3 = 𝑐1 × (𝑐2 × 𝑐3) .

𝜋1(M )的单位元𝑒定义为包含曲线𝑝[𝑧, 𝑒] = 𝑝0的等价类, 这样的曲线停留在基点上. 为了验

证𝑒× 𝑐 = 𝑐, 注意到

𝑝[𝑧, 𝑒, 𝑐] =

{︃
𝑝0

𝑝[2𝑧 − 1, 𝑐]

0 ≤ 𝑧 ≤ 1
2

1
2 ≤ 𝑧 ≤ 1

.
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然而, 通过取

𝑝(𝑧, 𝑡) =

{︃
𝑝0

𝑝[(2𝑧 − 𝑡)/(2− 𝑡), 𝑐]

0 ≤ 𝑧 ≤ 𝑡/2

𝑡/2 ≤ 𝑧 ≤ 1
,

由于𝑝(𝑧, 𝑡)在𝑡 = 1时与𝑝[𝑧, 𝑒, 𝑐]相同, 在𝑡 = 0时与𝑝[𝑧, 𝑐]相同, 我们发现这个曲线可以连续形变

至𝑝[𝑧, 𝑐]. 乘积𝑒 × 𝑐是包含𝑝[𝑧, 𝑒, 𝑐]的等价类, 我们现在看到它与包含𝑝[𝑧, 𝑐]的等价类是相同的, 而

这个等价类就是𝑐. 𝑐× 𝑒 = 𝑐的证明是类似的.

等价类𝑐的“逆”𝑐−1是包含曲线𝑝−1[𝑧, 𝑐]的等价类, 这样的曲线与标准曲线𝑝[𝑧, 𝑐]路径相同但方

向相反; 即,

𝑝−1[𝑧, 𝑐] ≡ 𝑝[1− 𝑧, 𝑐] .

这样的曲线不一定是“标准”曲线𝑝[𝑧, 𝑐−1], 但根据等价类𝑐−1的定义, 这两个曲线可以变形至彼此.

为了验证𝑐−1 × 𝑐 = 𝑒, 注意到, 通过将𝑝[𝑧, 𝑐−1]变形至𝑝−1[𝑧, 𝑐], 曲线𝑝[𝑧, 𝑐−1, 𝑐]可以变形成

𝑝[𝑧, 𝑐−1, 𝑐] →
{︃
𝑝[1− 2𝑧, 𝑐]

𝑝[2𝑧 − 1, 𝑐]

0 ≤ 𝑧 ≤ 1
2

1
2 ≤ 𝑧 ≤ 1

.

但是, 取

𝑝(𝑧, 𝑡) =

{︃
𝑝[1− 2𝑡𝑧, 𝑐]

𝑝[(2𝑡𝑧 + 1− 2𝑡, 𝑐]

0 ≤ 𝑧 ≤ 𝑡/2

𝑡/2 ≤ 𝑧 ≤ 1
,

由于这个𝑝(𝑧, 𝑡)在𝑡 = 1时等于𝑝[𝑧, 𝑐−1, 𝑐]而在𝑡 = 0时等于𝑝[𝑧, 𝑒], 所以曲线𝑝[𝑧, 𝑐−1, 𝑐]可以连续形

变至𝑝[𝑧, 𝑒] = 𝑝0. 乘积𝑐
−1 × 𝑐是包含𝑝[𝑧, 𝑐−1, 𝑐]的等价类, 这个等价类现在在我们看来就是包

含𝑝[𝑧, 𝑒]的等价类, 而这个等价类就是𝑒. 𝑐× 𝑐−1 = 𝑒的证明是类似的. 存在单位元和逆元表明这些

等价类构成群.

第一同伦群不平庸的流形M的经典例子是圆本身, M = 𝑆1. 这个流形可以通过角度𝜃参数化,

其中𝜃 = 0和𝜃 = 2𝑛π(𝑛是任意的整数)等价为同一点. 同伦群由0 ≤ 𝑧 ≤ 1的函数𝜃(𝑧)的类构成, 这

些函数始于某个基点𝜃(0) = 𝜃0, 并终于相同的基点𝜃(1) = 𝜃0 + 2𝑛π. 对于任意两个这样的函数, 当

且仅当它们的𝑛值相同, 它们才能连续形变至彼此, 所以𝜋1(𝑆1)由无限多个可列类𝑐𝑛构成, 标记这

些等价类的是任意整数𝑛. 更进一步, 对于那些构成两个类𝑐𝑛和𝑐𝑚的“乘积”的曲线, 它们从基点出

发绕圆𝑛圈回到基点, 再从基点出发绕圆𝑚圈回到基点, 所以这里的群乘法就是加法:

𝑐𝑛 × 𝑐𝑚 = 𝑐𝑛+𝑚 (23.2.1)

因此

𝜋1(𝑆1) = 𝑍 , (23.2.2)

其中𝑍是整数的加法群. 一个显然的物理应用是, 当规范群𝑆𝑂(2)完全自发破缺时, 陪集空间就

是𝑆𝑂(2)本身, 它的拓扑与圆相同, 所以在这个情况下, 存在无限多类拓扑稳定的涡旋线, 这些

涡旋线有整数𝑛表征. 例如, II型超导体中就是这样的情况, 我们在21.6节看到, 电磁规范不变性

的𝑈(1)自发破缺到离散子群𝑍2.

更一般地, 所有𝑑 > 1的球面𝑆𝑑都是单连通的, 这意味它们的第一同伦群是平庸的, 这种陈述

传统上表示成

𝜋1(𝑆𝑑) = 0 当𝑑 > 1时. (23.2.3)
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只有几个我们更加熟悉的Lie群是多连通的:

𝜋1(𝐺) =

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

𝑍

𝑍2

0

0

0

0

𝐺 = 𝑈(𝑘)

𝐺 = 𝑆𝑂(𝑘)

𝐺 = 𝑆𝑝𝑖𝑛(𝑘)

𝐺 = 𝑆𝑈(𝑘)

𝐺 = 𝑈𝑆𝑝(2𝑘)

𝐺 = 𝐺2, 𝐹4, 𝐸6, 𝐸7, 𝐸8

𝑘 ≥ 1

𝑘 ≥ 3

𝑘 ≥ 3

𝑘 ≥ 2

𝑘 ≥ 1

. (23.2.4)

这里𝑍2是只有两个群元1和−1的群, 它的群乘法就是普通的乘法, 𝑆𝑝𝑖𝑛(𝑛)是𝑆𝑂(𝑛)的单连通覆盖

群. (正如我们在2.7节看到的, 𝑆𝑝𝑖𝑛(3)与𝑆𝑈(2)相同.) 另外, 对于两个流形M和M ′的直积, 基本群

是

𝜋1(M × M ′) = 𝜋1(M )× 𝜋1(M
′) . (23.2.5)

通过提出这样的问题: 在三维中, 当两个相距甚远的平行涡旋线被带到一起时会发生什么?

我们可以领会出𝜋1(M )群结构的物理意义. 当涡旋线之间的距离足够远时, 它们的场不会相互作

用, 所以, 通过指定这两个涡旋线所属的𝜋1(𝐺/𝐻)的等价类𝑐′和𝑐′′, 我们就能描述这两个构形. 整个

构形所属的等价类𝑐由环绕两个涡旋线的大圆上的场的行为决定. 通过连续形变, 我们可以将这个

非常大的大圆拧成两个大圆, 这两个大圆分别环绕这两个涡旋线, 它们的相交点处在两个涡旋线

的中间. 当我们在二维空间中沿着这一闭合曲线运动时, 我们会描出𝐺/𝐻中的一条曲线, 其中我

们先描出的闭合曲线是等级类𝑐′中的一个闭合曲线, 后描出的是等价类𝑐′′中的一个闭合曲线, 它恰

好就是等价类乘积的定义中那样. 我们由此得出, 整个构形处在等价类𝑐 = 𝑐′ × 𝑐′′中, 所以这两个

涡旋线融合所产生的涡旋线只能属于这个等价类. 特别地, 当且仅当𝑐′′ = 𝑐′−1时, 它们才能湮灭.

例如, 当𝜋1(𝐺/𝐻) = 𝑍时(超导体中就是这样, 其中𝐺/𝐻 = 𝑆𝑂(2)/𝑍2), 三维中两个分属等价

类𝑐𝑛和𝑐𝑚的涡旋线可以融合形式等价类𝑐𝑛+𝑚的涡旋线, 所以仅当𝑛 = −𝑚时, 它们才能湮灭. 另一

方面, 当𝜋1(𝐺/𝐻) = 𝑍2时(例如𝐺是𝑁 ≥ 3的𝑆𝑂(𝑁), 𝐻是平庸群), 三维中只有一类涡旋线, 对应

与𝑍2中的元素−1, 而由于(−1)2 = 1, 任何两个涡旋线都可以湮灭.

我们现在来考察一般同伦群𝜋𝑘(M ). 这很像𝜋1(M ), 不同之处在于, 在这里我们不考察圆𝑆1到

流形M的映射, 而是从𝑘-球面𝑆𝑘((𝑘+ 1)维球体的表明)到M的映射, 并且像之前一样, 这些映射总

将𝑆𝑘的一个点映射到M的同一个“基点”𝑝0. 对于任意两个这样的映射, 如果它们可以连续变形到

彼此, 并且保持将𝑆𝑘的同一个点隐射到基点, 这两个映射就是等价的. 第𝑘同伦群𝜋𝑘(M )的元素就

由这些映射的等价类构成.

通常情况下, 一个很方便的处理是将𝑑-球面𝑆𝑑描述成𝑑维超立方体的内部, 而将超立方体边界

上的所有点都等同为一个点. 例如, 我们已经看到圆𝑆1可以视为端点𝜃 = 0和𝜃 = 2π等同为同一点

的线段0 ≤ 𝜃 ≤ 2π. 类似地, 我们可以像对地球表面那样给𝑆2做一个地图, 沿着南极点将𝑆2剪开,

然后将剪开后的曲面铺展在单位正方形0 ≤ 𝑧1 ≤ 1, 0 ≤ 𝑧2 ≤ 1上. 由于这个正方形边框上的所有

点都是同一个点, 即南极点, 所以这个正方形到M的连续映射必须将边界上的所有点都映到M上

的同一点. 一般而言, 对于两个从𝑆𝑑到M的映射𝑝(𝑧1, · · · 𝑧𝑑)和𝑝′(𝑧1, · · · 𝑧𝑑), 如果它们可以连续变
形到彼此, 与此同时它们保持超立方体边界上的𝑝等于基点𝑝0, 那么这两个映射就是同伦等价的.

像上面一样, 对于每个等价类𝑐, 我们选择标准映射𝑝(𝑧1, · · · 𝑧𝑑; 𝑐). 𝑐1和𝑐2的乘积定义成包含如
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下映射的等价类

𝑝(𝑧1, 𝑧2, · · · 𝑧𝑑; 𝑐1, 𝑐2) =
{︃
𝑝(2𝑧1, 𝑧2, · · · 𝑧𝑑; 𝑐1)
𝑝(2𝑧1 − 1, 𝑧2, · · · 𝑧𝑑; 𝑐2)

0 ≤ 𝑧1 ≤ 1
2

1
2 ≤ 𝑧1 ≤ 1

, (23.2.6)

单位元𝑒所定义的等价类包含对于所有𝑧, 𝑝 = 𝑝0的映射, 而𝑐的逆𝑐−1定义成包含映射

𝑝−1[𝑧1, 𝑧2, · · · 𝑧𝑑; 𝑐] = 𝑝[1− 𝑧1, 𝑧2, · · · 𝑧𝑑; 𝑐] (23.2.7)

的等价类. 利用处理𝜋1的方法, 可以证明这个乘法是结合的, 并且有𝑒 × 𝑐 = 𝑐 × 𝑒 = 𝑐和𝑐−1 × 𝑐 =

𝑐× 𝑐−1 = 𝑒. 所有𝑛 ≥ 2的𝜋𝑛(M )都是阿贝尔的. (存在𝜋1(M )非阿贝尔的流形M , 例如移去两个点

或多个点的平面.)

在任何𝜋𝑘(M ) = 𝑍的情况中, 必存在从𝑘-球面𝑆𝑘到M中的𝑘-球面𝑆′
𝑘的一一映射, 这个映射对

应𝑍中的元素“1”(不是单位元, 𝑍中的单位元是0). 𝑍中𝜈 = 2, 3, · · ·的元素𝜈所对应的映射依旧是
从𝑆𝑘到M中的同一球面𝑆′

𝑘, 不过这个映射是𝑆
′
𝑘的𝜈次覆盖, 变换𝑆𝑘 → 𝑆′

𝑘的雅克比行列式为正. 而

对于那些𝜈 = −1,−2, · · ·的元素𝜈, 它对应的𝑆𝑘 → 𝑆′
𝑘映射是𝑆

′
𝑘的|𝜈|次覆盖, 变换𝑆𝑘 → 𝑆′

𝑘的雅克

比行列式为负.

例如, 在上一节我们看出, 当单连通群𝐺自发破缺到电磁的𝑈(1)群时, 磁单极子就会出现. 在

这一情况下, 附录表明

𝜋2(𝐺/𝑈(1)) = 𝜋1(𝑈(1)) = 𝑍 , (23.2.8)

所以磁单极子携带整数值量子数𝜈, 而正如23.3节所证明的, 它正比于磁荷. 这个量子数给出的是,

当包裹磁单极子的半径很大的2-球面映射到Goldstone玻色场流形𝐺/𝑈(1)中的2-球面, 这个映射的

覆盖次数(若两个2-球面的相对定项相同, 则给出正的𝜈, 反之, 则给出负的𝜈), 因此𝜈被称为缠绕数.

群𝑍的结构表明这个量子数是守恒的, 也就是说, 量子数为𝜈的单极子和量子数为𝜈 ′的单极子融合

后形成的只能是量子数为𝜈 + 𝜈 ′的单极子.

如果未破缺子群是𝑛 ≥ 3的𝑆𝑂(𝑛), 那么根据本章的附录B

𝜋2(𝐺/𝑆𝑂(𝑛)) = 𝜋1(𝑆𝑂(𝑛)) = 𝑍2 . (23.2.9)

在这一情况下, 仅存在一类“单极子”, 这个单极子对应于𝑍2的元素−1, 它只能成对湮灭. 这个情况

要与𝑆𝑂(𝑛)被换成它的单连通覆盖群𝑆𝑝𝑖𝑛(𝑛)的情况区分开, 在𝑆𝑝𝑖𝑛(𝑛)的情况下, 单极子是不存在

的. 我们会在下一节的末尾回到这一点.

另外一个例子: 我们在上一节看到, 在带有𝑛个轻夸克的量子色动力学中, 斯格明子对

应𝜋3(𝑆𝑈(𝑛)), 而根据附录, 这个群是𝑍. 因此, 这些斯格明子会携带整数值的守恒量子数𝜈, 这

个量子数可能等价于重子数. 类似地, 回忆上一节, 在基于单纯规范群𝐺的规范理论中, 瞬子对

应𝜋3(𝐺)的元素, 而根据附录, 这个群是𝑍, 所以同斯格明子一样, 瞬子也会携带整数值守恒量子

数𝜈, 这个量子数也被称为缠绕数. 在23.5节, 我们将会看到如何将这个量子数表示成规范场的定

域泛函.

23.3 单极子

作为拓扑不平庸场构形的一个详细例子, 我们来考察’t Hooft和Polyakov的单极子,[2] 以及

它的推广. 在23.1节我们看到, 当单连通规范群𝐺自发破缺到电磁学的𝑈(1)群时, 我们可以按照
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群𝜋2(𝐺/𝑈(1)) = 𝜋1(𝑈(1)) = 𝑍中的元素对有限能量的场构形进行分类. (本节末尾将会考察单连

通Lie群以外的情况.) 根据23.2节所讨论的同伦群的物理解释, 这意味着这些构形拥有加性守恒量

子数. 但我们仍需证明这些稳定场构形中的任何一个确实存在, 并要给它们的拓扑量子数一个物

理解释.

作为一个范例, 我们来考察这样的理论(例如Georgi-Glashow电弱模型[12]), 它的规范群

是𝑆𝑈(2), 且这个规范群被标量场𝜑𝑛的𝑆𝑈(2)三重态的真空期望值自发破缺了. (在本节末尾我们

会解释为什么在这一情况下称规范群是𝑆𝑈(2)而不是𝑆𝑂(3).) 在闵可夫斯基时空中, 标量场和规

范场的拉格朗日密度取成

L = −1
4𝐹𝑛𝜇𝜈𝐹

𝜇𝜈
𝑛 − 1

2𝐷𝜇𝜑𝑛𝐷
𝜇𝜑𝑛 − 𝑉 (𝜑𝑛𝜑𝑛) , (23.3.1)

其中

𝐹𝑛𝜇𝜈 ≡ 𝜕𝜇𝐴𝑛𝜈 − 𝜕𝜈𝐴𝑛𝜇 + 𝑒 𝜖𝑛𝑚𝑙𝐴𝑚𝜇𝐴𝑙𝜈 , (23.3.2)

𝐷𝜇𝜑𝑛 ≡ 𝜕𝜇𝜑𝑛 + 𝑒 𝜖𝑛𝑚𝑙𝐴𝑚𝜇𝜑𝑙 , (23.3.3)

并且函数𝑉 (𝜑𝑛𝜑𝑛)假定是正定的, 它在
√
𝜑𝑛𝜑𝑛的一个非零值⟨𝜑⟩(取正值)处为零. (在关于单极子的

大部分工作中, 𝑉取成四次多项式𝜆(𝜑𝑛𝜑𝑛 − ⟨𝜑⟩2)2, 其中𝜆 > 0, 但是我们在这里不做这个假设.)

方程(23.3.1)描述的理论有一个𝐴𝑛𝜇 = 0的时空无关真空解, 在这个解中, 𝜑𝑛𝜑𝑛 = ⟨𝜑⟩2的真空期望
值𝜑𝑛将𝑆𝑈(2)破缺至它的𝑈(1)子群, 而这个𝑈(1)群可以视为电动力学的规范群. 然而, 在这里, 我

们要处在时性规范下, 即𝐴0
𝑛 = 0但𝐴𝑖𝑛 ̸= 0, 寻找那些与时间无关但拓扑不平庸的非齐次解. 在这

一情况下, 拉格朗日密度是负的势能密度H , 它是

H = 1
4𝐹

2
𝑛𝑖𝑗 +

1
2(𝐷𝑖𝜑𝑛)

2 + 𝑉 (𝜑) , (23.3.4)

其中平方包含对写出指标的收缩. 由于(23.3.4)中的每一项都是正定的, 在有限能量的场构形中,

每一个项的积分都必须分别收敛.

特别地, 为了使𝑉 (𝜑𝑛𝜑𝑛)的积分收敛, 矢量𝜑𝑛在无限远处必须有固定长度⟨𝜑⟩, 所以每个有
限能量的构形定义从2-球面S到𝜑𝑛的2-球面的光滑映射, 其中S是包裹单极子构形的大球面,

而𝜑𝑛的2-球面由𝜑𝑛𝜑𝑛 = ⟨𝜑⟩2给出. 随着x̂跑遍S , 𝜑𝑛有可能跑遍球面𝜑𝜑 = ⟨𝜑⟩2任意正整数次𝑁 ,

这时要么雅克比行列式Det(𝜕𝑥/𝜕𝜑)为正, 在这一情况下我们称缠绕数为𝑁 , 要么雅克比行列式为

负, 在这一情况下我们称缠绕数为−𝑁 .

为了看到缠绕数与磁单极矩有什么样的关系, 我们先来考察在这个理论中被看成“磁”场的是

什么. 无论场构形是什么, 在任何给定的有限区域内, 我们总可以引入一个规范使得标量场𝜑𝑛指

向某个确定的方向, 例如3-方向, 这使得这个区域中, 与𝑆𝑈(2)的未破缺U(1)子群相对应的规范场

是𝐴3𝑖. 在这一情况下, ’t Hooft[2]找到了会退化成通常的电磁场张量𝜕𝜇𝐴3𝜈 − 𝜕𝜈𝐴3𝜇的规范不变张

量F𝜇𝜈 :

F𝜇𝜈 ≡ 𝐹𝑛𝜇𝜈𝜑𝑛 −
1

𝑒
𝜖𝑛𝑚𝑙 𝜑𝑛𝐷𝜇𝜑𝑚𝐷𝜈𝜑𝑙 , (23.3.5)

其中𝜑𝑛 ≡ 𝜑𝑛/
√
𝜑𝑚𝜑𝑚. 为了验证F𝜇𝜈在𝜑𝑛为常数的规范下是普通的电磁场场强张量(并为了以后

的一些目的), 我们使用方程(23.3.2)和(23.3.3)以及恒等式𝜖𝑎𝑏𝑐𝜖𝑎𝑑𝑒 = 𝛿𝑏𝑑𝛿𝑐𝑒 − 𝛿𝑏𝑒𝛿𝑐𝑑 将F𝜇𝜈重写成

如下形式[13]

F𝜇𝜈 = 𝜕𝜇(𝜑𝑛𝐴𝑛𝜈)− 𝜕𝜈(𝜑𝑛𝐴𝑛𝜈)−
1

𝑒
𝜖𝑛𝑚𝑙 𝜑𝑛 𝜕𝜇𝜑𝑚 𝜕𝜈𝜑𝑙 . (23.3.6)
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因此, 在𝜑𝑛是3-方向上的单位矢量的规范中, 正如所承诺的, 我们有

F𝜇𝜈 = 𝜕𝜇𝐴3𝜈 − 𝜕𝜈𝐴3𝜇 .

任何定域场构形的磁单极矩𝑔定义成1/4π乘以流经包裹构形的大闭合曲面S的磁通量:

4π𝑔 ≡ 1

2
𝜖𝑖𝑗𝑘

∫︁
S

F𝑖𝑗 d
2𝑆𝑘 . (23.3.7)

对于F𝑖𝑗 , 方程(23.3.6)的前两项是导出, 因此对积分(23.3.7)无贡献, 这使得

𝑔 = − 1

8π𝑒
𝜖𝑖𝑗𝑘𝜖𝑛𝑚𝑙

∫︁
S
𝜑𝑛 𝜕𝑖𝜑𝑚 𝜕𝑗𝜑𝑙 d

2𝑆𝑘 . (23.3.8)

它有成为拓扑不变量的重要性质: 在必要的地方分部积分, 我们看到, 在𝜑𝑛的无限小变

分𝛿𝜑𝑛下, 𝑔的变换是

𝛿𝑔 = − 3

8π𝑒
𝜖𝑖𝑗𝑘𝜖𝑛𝑚𝑙

∫︁
S
𝛿𝜑𝑛 𝜕𝑖𝜑𝑚 𝜕𝑗𝜑𝑙 d

2𝑆𝑘 .

但是, 由于𝜑是单位矢量, 𝛿𝜑以及𝜕𝑖𝜑和𝜕𝑗𝜑都处在与𝜑垂直的平面中, 所以

𝜖𝑛𝑚𝑙 𝛿𝜑𝑛 𝜕𝑖𝜑𝑚 𝜕𝑗𝜑𝑙 = 0 ,

因此𝛿𝑔 = 0. (23.3.8)与称为克罗内克指标的拓扑不变量有关.

由于𝑔是面积分, 它是加性的: 对于任意两个相距甚远的定域构形, 用来计算𝑔的曲面S可以取

成一对球面, 每个球面包裹一个构形, 并通过一根细管连接, 所以整个系统的𝑔值就是单个定域构

形的𝑔1值和𝑔2值之和. 更进一步, 既然𝑔是拓扑不变量, 对于任何场构形, 如果它是两个磁单极矩分

别为𝑔1和𝑔2光滑融合形成的, 对于该场构形的磁单极矩𝑔, 我们就有𝑔 = 𝑔1 + 𝑔2. 由此得出𝑔必须正

比于缠绕数. Arafune, Freund和Goebel[13]利用一般缠绕数的公式(23.3.8)计算了𝑔以及比例系数.

这里, 我们仅通过研究’t Hooft-Polyakov单极子来计算系数,[2] 在这个情况下, 场的缠绕数为1.

正如我们在上一节所看的, 𝜋2(𝑆𝑈(2)/𝑈(1))的“等价”元(与单位元区分开), 即对应𝑍中的元

素“1”的那个元素, 组成它的构形将无穷远处的2-球面S映射到由𝜑𝑛所描述的球面, 并且只覆盖一

次(雅克比行列式为正). 作为这个同伦类的一个代表元, 我们可以取无穷远处的𝜑𝑛与x同方向的构

形. 为了构建这个构形, 我们在𝜑 = {𝜑1, 𝜑2, 𝜑3}和x的联合旋转下附加对称性, 并附加宇称守恒,

然后做出拟设:

𝜑𝑛 = �̂�𝑛⟨𝜑⟩𝐹 (𝑟) , (23.3.9)

𝐴𝑛𝑖 =
𝜖𝑛𝑖𝑙�̂�𝑙
𝑒𝑟

𝐺(𝑟) . (23.3.10)

这个场构形和超导体中涡旋项的场构形之间存在一个非常重要的相似性. 对于涡旋线中

的Goldstone玻色场, 21.6节中发现的解是𝜑 = ±ℓ𝜙/2𝑒, 这个解表明, 尽管规范不变性和旋转不变

性都自发破缺了, 但是在整体规范变换𝜑 → 𝜑+ Λ和刚性旋转𝜙 → 𝜙± 2𝑒Λ/ℓ的组合变换下, 涡旋

线的解是不变的. 类似地, 形式为(23.3.9)—(23.3.10)的磁单极子解在旋转变换或规范变换下不是

不变的, 但是在3维空间刚性旋转变换和与之相等的整体𝑆𝑂(3)规范变换的组合变换下, 这个解是

不变的.
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正如前面所提及的, 为了使𝑉 (𝜑𝑛𝜑𝑛)的积分收敛, 𝜑𝑛𝜑𝑛在𝑟 → ∞时必须趋于⟨𝜑⟩2, 所以在这一
极限下, 𝐹 (𝑟) → 1. 为了推导𝐺(𝑟)的极限行为, 注意到到标量场的协变导数是

𝐷𝑖𝜑𝑛 = ±⟨𝜑⟩
[︂(︁

1−𝐺(𝑟)
)︁(︁
𝛿𝑛𝑖 − �̂�𝑛�̂�𝑖

)︁𝐹 (𝑟)
𝑟

+ �̂�𝑛�̂�𝑖𝐹
′(𝑟)

]︂
, (23.3.11)

所以哈密顿密度中的标量项是

1
2(𝐷𝑖𝜑𝑛)

2 = ⟨𝜑⟩2
[︂
𝐹 2(1−𝐺)2

𝑟2
+
𝐹 ′2

2

]︂
. (23.3.12)

为使其积分有限, 在𝑟 → ∞时必须有𝐺(𝑟) → 1和𝐹 ′(𝑟) → 0. 最后, 场强(23.3.2)是

𝐹𝑛𝑖𝑗 =
𝜖𝑖𝑗𝑘
𝑒

[︂
−1

𝑟
𝐺′(𝑟)

(︁
𝛿𝑛𝑘 − �̂�𝑛�̂�𝑘

)︁
− 1

𝑟2

(︁
2𝐺(𝑟)−𝐺2(𝑟)

)︁
�̂�𝑛�̂�𝑘

]︂
, (23.3.13)

所以, 哈密顿量中的Yang-Mills项是

1
4(𝐹𝑛𝑖𝑗)

2 =
1

𝑒2

[︂
𝐺′2

𝑟2
+

(2𝐺−𝐺2)2

2𝑟4

]︂
. (23.3.14)

只要𝐺(𝑟)在𝑟 → ∞时以足够快的速率趋于零, 那么它在距离很远处的积分就是收敛的.

我们可以用这些结果计算这个构形的磁单极矩. 方程(23.3.13), 再加上极限𝐺(∞) =

1和𝐺′(∞) = 0, 表明在𝑟 → ∞时, 我们有

𝐹𝑛𝑖𝑗 → −𝜖𝑖𝑗𝑘�̂�𝑘�̂�𝑛
𝑒𝑟2

. (23.3.15)

既然𝐷𝑖𝜑𝑛在𝑟 → ∞时快速为零, 在𝑟 → ∞时, 场强张量的磁场部分有方程(23.3.5)的第一项给定,

所以在距离很大时, 磁场变成

𝐵𝑖 ≡ 1
2𝜖𝑖𝑗𝑘F𝑗𝑘 → 1

2𝜖𝑖𝑗𝑘𝜑𝑛𝐹𝑛𝑗𝑘 → − �̂�𝑖
𝑒𝑟2

. (23.3.16)

因此这个构形的磁单极矩是𝑔 = −1/𝑒. 根据前面的一般讨论, 缠绕数为𝜈的构形对应于𝑍中的元

素𝜈, 那么它的磁矩是

𝑔𝜈 = −𝜈/𝑒 . (23.3.17)

为了找到使得哈密顿密度(23.3.4)的积分极小的稳定场构形, 我们需要进行细致的数值计算.

然而在一个极限情况下, 解析计算也是可能的. 为了看到这点, 我们先来推导磁单极矩给定为𝑔的

单极子能量的普遍下界, 这个下界是Bogomol’nyi给出的.[10] 注意到(23.3.4)可以写成

H = 1
4

(︁
𝐹𝑛𝑖𝑗 ∓ 𝜖𝑖𝑗𝑘𝐷𝑘𝜑𝑛

)︁2
± 1

2𝜖𝑖𝑗𝑘𝐹𝑛𝑖𝑗𝐷𝑘𝜑𝑛 + 𝑉 (𝜑𝑛𝜑𝑛) . (23.3.18)

利用Bianchi恒等式(15.3.9), 第二项可以写成

±1
2𝜖𝑖𝑗𝑘𝐹𝑛𝑖𝑗𝐷𝑘𝜑𝑛 = ±1

2𝜖𝑖𝑗𝑘𝐷𝑘

(︁
𝐹𝑛𝑖𝑗𝜑𝑛

)︁
= ±1

2𝜖𝑖𝑗𝑘𝜕𝑘

(︁
𝐹𝑛𝑖𝑗𝜑𝑛

)︁
,

所以它的积分就由磁单极矩𝑔给定

±1
2𝜖𝑖𝑗𝑘

∫︁
d3𝑥𝐹𝑛𝑖𝑗𝐷𝑘𝜑𝑛 = ±⟨𝜑⟩

∫︁
B · dA = ±4π⟨𝜑⟩𝑔 .
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既然H中的其它项都是正的, 对于磁单极矩为𝑔的构形, 它的能量就有一个普遍下界

𝐸 =

∫︁
d3𝑥H ≥ 4π⟨𝜑⟩|𝑔| . (23.3.19)

当𝑔 = ±1/𝑒时, 这给出能量𝐸 ≥ 4π⟨𝜑⟩/𝑒, 而量子涨落所产生的修正最多是⟨𝜑⟩阶的, 所以当耦合常

数𝑒很小时, 它要远大于量子涨落给出的修正. 这是为什么我们可以严格地将这样的经典构形取做

微扰展开领头项的原因.

现在, 对于磁单极矩给定的情况, 为了能量最小, 一个很吸引人的做法是取方程(23.3.18)中的

第一项为零, 这使得

𝐹𝑛𝑖𝑗 = ±𝜖𝑖𝑗𝑘𝐷𝑘𝜑𝑛 , (23.3.20)

然而, 它一般不会给出能量稳定的场构形. 能量相对标量场的变分稳定的条件是场方程

𝐷𝑘𝐷𝑘𝜑𝑛 = 2𝜑𝑛𝑉
′(𝜑𝑛𝜑𝑛) , (23.3.21)

而方程(23.3.20)加上Bianchi恒等式(15.3.9)将会给出𝐷𝑘𝐷𝑘𝜑𝑛 = 0. 这个讨论表明, 在𝑉 (𝜑𝑛𝜑𝑛)非

常小的特殊情况下, 通过附加条件(23.3.20), 构形的能量有可能非常接近下界(23.3.19), 因而使

得磁单极矩给定的构形能量最小. (当𝑉是四次多项式𝜆(𝜑𝑛𝜑𝑛 − ⟨𝜑⟩2)2时, 𝑉非常小的假定意味

着𝜆 ≪ 𝑒2, I型超导体中就是这样.) Bogomol’nyi用这种方法研究了这样的稳定构形.[10] 比这更早,

Prasad和Sommerfeld[14]没有直接使用方程(23.3.20)而是用所谓的BPS单极子发现了这样的构形.

Bogomol’nyi条件(23.3.20)给出了𝐹 (𝑟)和𝐺(𝑟)的一阶微分方程, 与直接要求能量稳定而给出的

二阶微分方程相比, 解这两个方程要简单得多. 利用方程(23.3.11)和(23.3.13), 方程(23.3.20)中正

比于𝜖𝑖𝑗𝑘[𝛿𝑘𝑛 − �̂�𝑘�̂�𝑛]和𝜖𝑖𝑗𝑘�̂�𝑘�̂�𝑛的项分别给出微分方程

𝑒⟨𝜑⟩𝐹 (1−𝐺) = 𝐺′ , (23.3.22)

𝑒⟨𝜑⟩𝑟2𝐹 ′ = 𝐺(2−𝐺) . (23.3.23)

加上𝑟 → ∞时的边界条件𝐹 (𝑟) → 1和𝐺(𝑟) → 1, 这些方程有解

𝐹 = coth 𝜌− 1

𝜌
, 𝐺 = 1− 𝜌

sinh 𝜌
, (23.3.24)

其中𝜌 ≡ 𝑒⟨𝜑⟩𝑟. 特别地, 注意到方程(23.3.9)和(23.3.24)给出的场𝜑𝑛在𝑟 → 0时为零, 所以, 正

如23.1节中所评述的那样, 𝑆𝑈(2)对称性在单极子的中心恢复了.

现在我们回到势𝑉是任意强度的情况. 对于’t Hooft-Polyakov单极子, 由于不存在拓扑量子数

更小的构形, 它不能衰变, 所以这样的构形是稳定的. 磁单极矩高于’t Hooft-Polyakov单极子的

构形一般是不稳定的.[10] 还存在一些既有磁单极矩又有电荷的有趣构形, 这样的构形被称为双荷

子(dyons).[15]

有另外一种方法来理解’t Hooft-Polyakov磁单极矩的值1/𝑒, 这个方法要回到Dirac关于磁

单极子的原始工作中.[16] 正如之前所提及的, 我们可以做一个规范变换𝜑𝑛 → 𝑅𝑛𝑚(x)𝜑𝑚来旋

转𝜑𝑛, 让它指向一个固定方向v̂, 例如3-方向. 这样场强𝐵𝑛𝑘 ≡ 1
2𝜖𝑖𝑗𝑘𝐹𝑛𝑖𝑗就被变换到𝑅𝑛𝑚𝑅𝑚𝑘, 这

在𝑟 → ∞时趋于v̂𝑛�̂�𝑘/𝑒𝑟
2, 所以这里我们不必将其投影到定域未破缺对称性方向. 我们为这些便
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利所付出的代价是这个规范变换是奇异的; 将x̂方向的矢量旋转到某个固定方向v̂的𝑅是

𝑅(x̂; v̂) = 1−
(︁
1− v̂ · x̂

)︁
v̂v̂𝑇 + v̂

(︁
x̂− (x̂ · v̂)v̂

)︁𝑇
+
(︁
x̂− (x̂ · v̂)v̂

)︁
v̂𝑇

−

(︁
x̂− (x̂ · v̂)v̂

)︁(︁
x̂− (x̂ · v̂)v̂

)︁𝑇
1 + x̂ · v̂ (23.3.25)

它在x̂ = −v̂处是奇异的. 这个𝑅不是唯一的; 例如, 我们可以先做旋转𝑅(x̂,−v̂)把x̂转至−v̂方向,

再接上一个旋转轴垂直于v̂且角度为180∘的固定旋转, 但是它会在x̂ = +v̂处奇异. 为了避免这个

奇异性, 我们在不同的区域采用不同的规范; 例如, v̂处在3-方向时, 我们可以对0 < 𝜃 < 𝜃0使用

在𝜃 = π处奇异的规范, 而对𝜃0 < 𝜃 < π使用在𝜃 = 0处奇异的规范, 其中𝜃0是满足0 < 𝜃0 < π的任

意角度, 通常取成π/2. 除了𝜃 = 0和𝜃 = π, 所有其它地方的磁场在远距离处给定为𝐵 → 𝑔x̂/𝑟2,

其中𝑔是磁单极强度. 这可以写成一个矢势的旋度∇ × A, 而这个矢势的非零分量只有方位角

方向𝜙. 当0 < 𝜃 < 𝜃0时, 我们必须取𝐴𝜙 = 𝑔(1 − cos 𝜃)/𝑟 sin 𝜃, 它仅在𝜃 = π处是奇异的, 而

当𝜃0 < 𝜃 < π时, 我们必须取𝐴𝜙 = −𝑔(1 + cos 𝜃)/𝑟 sin 𝜃, 它仅在𝜃 = 0处是奇异的. 两个矢势的差

是一个梯度∇Λ而Λ = 2𝑔𝜙, 这个梯度显然不会影响0 < 𝜃 < π的磁场, 但是它能影响带荷场的动力

学. 对于电荷为𝑞的场, Λ = 2𝑔𝜙的规范变换将会让这个场变换因子exp(2i𝑞𝑔𝜙), 除非2𝑞𝑔是整数, 否

则这不是单值的. 这是Dirac的量子化条件; 任何单极矩为𝑔的磁单极子的存在将会要求所有电荷

是(2𝑔)−1的整数倍. 对于’t Hooft-Polyakov单极子, 由于在这里𝑔 = 1/𝑒，这个条件是自动满足的,

并且Georgi-Glashow模型中的所有电荷将是𝑒/2的整数倍.

由于中性流的发现, 就作为弱作用和电磁作用的理论而言, Georgi-Glashow模型被排除了, 但

是在其它理论中, 如果单连通群𝐺没有自发破缺到𝑈(1), 而是某个子群𝐻 ′ × 𝑈(1), 其中𝐻 ′单连通,

我们依旧会期待磁单极子的出现. (根据本章的附录B,对于单连通群𝐺, 我们有𝜋2(𝐺/𝐻) = 𝜋1(𝐻),

对于𝐻 = 𝐻 ′ × 𝑈(1), 这等于𝜋1(𝐻
′) × 𝜋1(𝑈(1)) = 𝜋1(𝑈(1)) = 𝑍.) 对于电弱理论, 由于规范

群𝑆𝑈(2) × 𝑈(1)不是单连通的, 所以在规范群的自发破缺中不会产生单极子. (关于这点, 下面

有更多的论述.) 然而, 对于强相互作用和电弱相互作用的统一理论, 当它的单连通规范群𝐺,

例如𝑆𝑈(4) × 𝑆𝑈(4)或𝑆𝑈(5)或𝑆𝑝𝑖𝑛(10), 破缺到标准模型的规范群𝑆𝑈(3) × 𝑆𝑈(2) × 𝑈(1)时, 我

们确实会发现单极子. (参看21.5节.) 在这一情况下, 与这个对称性破缺产生的矢量玻色子质

量𝑀 ≈ 1015-1016GeV相比, 单极子的质量预期要比𝑀大一个规范耦合常数因子的负二次方. 当宇

宙经历从𝐺自发破缺到𝑆𝑈(3)× 𝑆𝑈(2)× 𝑈(1)的相比时, 这时宇宙的温度𝑇是𝑀阶的, 这样的单极

子就会产生.

这给一些宇宙学模型提出了问题.[17] 由于初始奇点的存在, 光子传播有一个最大距离, 这称

为视界距离, 在相变之前, 距离大于视界距离的标量场之间必须是无关联的. 在标准宇宙学理

论[18]中, 早期时刻𝑡处的视界距离的量级是𝑡 ≈ (𝐺𝑁𝑇
4)−1/2 (其中𝐺𝑁 ≃ (1019GeV)−2是牛顿常

数), 所以这一时刻产生的单极子, 它的数密度在量级上是𝑡−3 ≈ (𝐺𝑁𝑀
4)3/2, 这比𝑇 ≈ 𝑀处的光

子密度𝑀3要小一个阶为(𝐺𝑁𝑀
2)3/2的因子. 当𝑀 ≈ 1015GeV时, 这个因子的量级是10−12. 如果

磁单极子找不到另一个来湮灭, 那么这个因子会粗略地保持到现在, 但是现在每个核子中至少

有109个微波背景光子, 这意味着每个核子中至少有10−3个单极子, 与我们观测到的完全不符. 这

个潜在的矛盾是提出暴涨宇宙模型的契机之一,[19] 在这个模型中, 宇宙存在一段指数暴涨的时期.

如果它在单极子产生之前就发生了, 这将极大地扩展视界, 如果它在单极子产生之后发生(但在再

热期之前), 这将极大地稀释单极子密度.

任何一类单极子的发现都将会为一些标志性现象的观测创造机会, 其中包含分数费米子数的
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费米子-单极子构形的存在,[20] 以及费米子-单极子散射中重子数守恒的破坏.[21]

* * *

在上面的讨论中, 我们仅考察了单连通规范群𝐺自发破缺附带的单极子. 这产生了一个问

题. 对于每个Lie群𝐺, 无论是否单连通, 总存在一个Lie代数与𝐺相同的单连通群𝐺, 这样的群被

称为𝐺的覆盖群. (关于例子, 可参看2.7节.) 相比于覆盖群, 任何非单连通群的表示要少一些(例

如, 双连通群𝑆𝑂(𝑛)只有标量表示, 矢量标量和张量标量, 而它们的覆盖群𝑆𝑝𝑖𝑛(𝑛)同时还有旋

量表示). 如何一个理论碰巧不包含属于覆盖群额外表示的场, 那么我们是否可以自由地决定

理论规范群是非单连通群𝐺还是它的覆盖群𝐺? 特别地, 可能单极子的选单是否依赖于理论是

只包含按照非单连通群𝐺的表示的变换的场, 还是只构成覆盖群表示的额外场? 例如, 在原始

的Georgi-Glshow模型中[12], 唯一的标量场属于𝑆𝑂(3)的一个表示, 3-矢, 但是那里还存在属于覆盖

群𝑆𝑝𝑖𝑛(3) = 𝑆𝑈(2)的旋量表示的费米子. 如果我们加入属于𝑆𝑈(2)旋量表示的标量场, 磁单极矩

的允许值是否会改变? 如果我们移去费米子, 它是否会改变?

答案是, 可能单极子的选单不会依赖于我们称规范群是非单连通群𝐺或是它的覆盖群𝐺, 因此,

当我们增加或者移去属于𝐺的表示但不属于𝐺的表示的场时, 可能单极子的选单不受影响. 正如我

们在23.1节看到的, 一般而言, 单极类的拓扑稳定构形是根据𝜋2(𝐺/𝐻)的元素进行分类的. 根据本

章附录B所引用的结果, 构成这个同伦群的元素是𝜋1(𝐻)中的一些元素, 这些元素在𝐻嵌入到𝐺中

时与𝜋1(𝐺)的平庸元相对应. 但是, 如果我们将𝐺换成它的覆盖群𝐺, 由于当𝐻嵌入到𝐺中时, 𝐻中

的一些圈不会回到基点, 所以我们还得将𝐻换成另一个子群𝐻 ′. 这些圈就是𝐻嵌入到𝐺中后不会

变的平庸的圈, 所以𝜋2(𝐺/𝐻) = 𝜋1(𝐻
′), 因此只要考察单极子, 我们就可以称规范群是𝐺而不是𝐺.

例如, 只要标量场被考虑在内, Georgi-Glashow模型的规范群就可以视为双连通𝑆𝑂(3)而非它

的单连通覆盖群𝑆𝑈(2). 这样, 未破缺子群就是𝑆𝑂(2), 其中我们视相差360∘旋转的两个变换是等

价的. 因此, 𝜋1((𝑆𝑂(2))中包含从单位元扩展到360∘旋转的圈, 当𝑆𝑂(3)嵌入到𝑆𝑈(2)中时, 这些不

是圈. 但是, 𝜋2(𝑆𝑂(3)/𝑆𝑂(2))并非与𝜋1(𝑆𝑂(2))相同, 而是要排除掉那些当𝑆𝑂(3)嵌入到𝑆𝑈(2)中

时同伦不平庸的圈, 而这正好是从单位元扩展到360∘旋转的圈, 所以𝜋2(𝑆𝑂(3)/𝑆𝑂(2))是𝑆𝑈(2)的

𝑈(1)子群, 这就好像我们在开头就将规范群取成𝑆𝑈(2).

总将携带任何半单规范代数的规范群𝐺视为单连通覆盖群将是方便的, 这使得我们可以使

用𝜋2(𝐺/𝐻) = 𝜋1(𝐻)的简单结果. 正如我们刚刚看到的, 𝐻的连通性被它在𝐺中的嵌入所决定, 或

者更精细些, 由𝐻的Lie代数在𝐺的Lie代数中的嵌入所决定. 例如, 𝑆𝑈(3)规范代数可以自发破缺

到𝑆𝑈(2)子代数, 这时𝑆𝑈(3)的定义表示按照一个二重态加一个单态那样变换, 也可以自发破缺

到𝑆𝑂(3)子代数, 这时𝑆𝑈(3)的定义表示按照3-矢变换. 在第一种情况下, 我们并没有将未破缺子

群视为𝑆𝑂(3)的选项; 由于𝜋1(𝑆𝑈(2)) = 0, 所以这里没有单极子. 在第二种情况下, 未破缺子群必

须视为𝑆𝑂(3)而不是𝑆𝑈(2), 所以理论中确实还有单极类的构成, 这些构形按照𝜋1(𝑆𝑂(3)) = 𝑍2中

的元素进行分类. 我们在拉格朗日量中引入各种各样的场可能会对未破缺代数𝐻的特性以及它在

规范代数𝐺中的嵌入造成动力学上的影响, 然而, 一旦𝐻的代数以及它在𝐺的代数中的嵌入确定了,

单极子的选单完全不受理论中所含的各种场的影响.

特别地, 给出Dirac量子化条件的讨论表明, 在任何理论中, 只要Lie代数𝐺自发破缺到包含电

荷算符的子代数, 在𝐺的覆盖群的表示中会出现最小电荷, 无论理论中是否真的存在携带这一电荷

的粒子, 允许的磁单极矩是这个电荷倒数的整数倍. 如果𝐺的代数自身包含一个𝑈(1)生成元, 那么

我们必须考察这个𝑈(1)的覆盖群, 这个覆盖群是沿着实轴平移的非紧群. 如果这个𝑈(1)生成元作
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为电荷算符中的一项而出现, 就像标准电弱理论中那样, 那么在覆盖群的表示中就不存在最小电

荷, 因此就没有单极子.

23.4 Cartan-Maurer积分不变量

在理解各种紧流形的拓扑时, 通常会存在可以写成流形上积分的拓扑不变量, 这会我们的理

解有很大帮助. 在下一节我们对瞬子的讨论中, 这是非常重要的, 并且在19.8节和22.7节, 它已经用

于Wess-Zumino-Witten项的研究.

考察奇数维𝑑的任意紧流形S到流形M的映射, 其中S上有坐标𝜃1, 𝜃2, · · · 𝜃𝑑, 而M是Det 𝑔 ̸=
0的矩阵𝑔(𝜃1, 𝜃2, · · · 𝜃𝑑)的流形. (对于我们这里所考察的应用, S通常是球面𝑆𝑑, 而𝑔是某个表示

下Lie群𝐺的元素.) 我们定义𝑔(𝜃)的泛函, 它通常称为Cartan-Maurer形式:

I [𝑔] =

∫︁
d𝜃1 d𝜃2 · · · d𝜃𝑑 𝜖𝑖1𝑖2···𝑖𝑑

× Tr

{︂
𝑔−1(𝜃)

𝜕𝑔(𝜃)

𝜕𝜃𝑖1
𝑔−1(𝜃)

𝜕𝑔(𝜃)

𝜕𝜃𝑖2
· · · 𝑔−1(𝜃)

𝜕𝑔(𝜃)

𝜕𝜃𝑖𝑑

}︂
, (23.4.1)

其中𝜖𝑖1𝑖2···𝑖𝑑是𝜖12···𝑑 = 1的全反对称量. 从𝜖𝑖1𝑖2···𝑖𝑑 = −(−1)𝑑𝜖𝑖2𝑖𝑑···𝑖1这个性质, 我们看到当S是偶

数维时, I [𝑔]为零, 所以我们在这里将自身限制在𝑑是奇数的情况. 这个量的作用来源于它的几个

显著性质.

首先, 这个积分独立于用来参数化流形S的坐标性. 从𝜖𝑖1𝑖2···𝑖𝑑是逆变张量密度, 即

𝜖𝑖1𝑖2···𝑖𝑑
𝜕𝜃′𝑗1

𝜕𝜃𝑖1
𝜕𝜃′𝑗2

𝜕𝜃𝑖2
· · · 𝜕𝜃

′𝑗𝑑

𝜕𝜃𝑖𝑑
= Det

(︂
𝜕𝜃′

𝜕𝜃

)︂
𝜖𝑗1𝑗2···𝑗𝑑 ,

我们可以很显然地看到这一点.

其次, 积分(23.4.1)在映射S ↦→ M的小形变下也是不变的. 利用迹的性质, 我们看到在函

数𝑔(𝜃)的无限小变分𝑔 → 𝑔+ 𝛿𝑔下, (23.4.1)的每个𝑔−1𝜕𝑔/𝜕𝜃𝑖因子的变分对I [𝑔]的变分有着相同的

贡献:

𝛿I [𝑔] = 𝑑

∫︁
d𝜃1 d𝜃2 · · · d𝜃𝑑 𝜖𝑖1𝑖2···𝑖𝑑

× Tr

{︂
𝑔−1(𝜃)

𝜕𝑔(𝜃)

𝜕𝜃𝑖1
𝑔−1(𝜃)

𝜕𝑔(𝜃)

𝜕𝜃𝑖2
· · · 𝛿

(︂
𝑔−1(𝜃)

𝜕𝑔(𝜃)

𝜕𝜃𝑖𝑑

)︂}︂
.

现在, 迹中的最后一个因子是

𝛿

(︂
𝑔−1(𝜃)

𝜕𝑔(𝜃)

𝜕𝜃𝑖𝑑

)︂
= −𝑔−1(𝜃) 𝛿𝑔(𝜃) 𝑔−1(𝜃)

𝜕𝑔(𝜃)

𝜕𝜃𝑖𝑑
+ 𝑔−1(𝜃)

𝜕𝛿𝑔(𝜃)

𝜕𝜃𝑖𝑑

= 𝑔−1(𝜃)
𝜕

𝜕𝜃𝑖𝑑

(︁
𝛿𝑔(𝜃)𝑔−1(𝜃)

)︁
𝑔(𝜃) .

当我们分部积分时, 由于𝜖𝑖1𝑖2···𝑖𝑑是全反对称的, 所以导数𝜕/𝜕𝜃𝑖𝑑作用在偏导数𝜕𝑔/𝜕𝜃𝑖𝑛上不给出贡

献. 𝜕/𝜕𝜃𝑖𝑑作用在𝑔−1(𝜃)上给出剩下的𝑑− 1个项, 这些项除了一个交替变化的符号外全都相等, 既

然它们的个数是偶数, 所以和为零.
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最后, 我们特定到S是球面𝑆𝑑的情况. 由于I [𝑔]在𝑔(𝜃)的微小变分下不变, I [𝑔]可以认为只

是𝑔(𝜃)所属同伦类𝑐的函数I (𝑐). 积分I (𝑐)(严格地讲, exp{I (𝑐)})构成了同伦群𝜋𝑑(M )的一个表

示, 也就是说

I (𝑐𝑎 × 𝑐𝑏) = I (𝑐𝑎) + I (𝑐𝑏) . (23.4.2)

(如果𝑔𝑎(𝜃)和𝑔𝑏(𝜃)分别是同伦类𝑐𝑎和𝑐𝑏中的元素, 那么构成同伦类𝑐𝑎 × 𝑐𝑏的映射就同伦等价于

𝑔𝑎𝑏(𝜃) =

{︃
𝑔𝑎(2𝜃1, 𝜃2 · · · 𝜃𝑑)
𝑔𝑏(2𝜃1 − 1, 𝜃2 · · · 𝜃𝑑)

0 ≤ 𝜃1 ≤ 1
2

1
2 ≤ 𝜃1 ≤ 1

.

I [𝑔𝑎𝑏]的积分在0 ≤ 𝜃1 ≤ 1/2的半球上的那部分和在1/2 ≤ 𝜃1 ≤ 1半球上的那部分可以分别通过做

变量代换𝜃′1 = 2𝜃1和𝜃
′
1 = 2𝜃1 − 1实现, 而这给出(23.4.2)中的I (𝑐𝑎)项和I (𝑐𝑏)项.)

特别地, 这告诉我们同伦论𝑒, 𝑐, 𝑐× 𝑐等,以及𝑐−1, 𝑐−1 × 𝑐−1等有

I (𝑐𝑛) = 𝑛I (𝑐) . (23.4.3)

如果对于某个𝑐, I (𝑐) ̸= 0, 那么这些不变量都是不同的, 所以同伦类𝑐𝑛都是不同的, 因而构成

了𝜋𝑑(M )的子群𝑍. 这进一步解释了为什么本章附录B中给出的偶数维同伦群大小和奇数维同

伦群大小之间有那么大的差异. 例如, 𝜋1(𝑈(1)) = 𝑍, 对于所有单Lie群𝐺, 𝜋3(𝐺) = 𝑍, 对于所有

的𝑛 ≥ 3, 𝜋5(𝑆𝑈(𝑛)) = 𝑍, 而对所有的Lie群𝐺, 𝜋2(𝐺) = 0且𝜋4(𝐺)是有限的.

作为一个I (𝑐) ̸= 0的简单例子, 考察同伦群𝜋1(𝑈(1)), 它与上一节开头用作例子的𝜋1(𝑆1)是相

同的. 任何𝑆1 ↦→ 𝑈(1)的映射可以由𝜈表征, 它是随着坐标𝜃在𝑆1上走一圈, 𝑈(1)元素的相位以顺时

针方向沿着𝑆1环绕的次数减去以相反方向沿着𝑆1环绕的次数, 当且仅当两个映射有相同的𝜈时, 它

们才是同伦等价的. 第𝜈等价类包含映射𝑔𝜈(𝜃) = exp(2i𝜈π𝜃), 其中0 ≤ 𝜃 ≤ 1, 对于这个映射

I [𝑔𝜈 ] =

∫︁ 1

0
d𝜃 exp(−2i𝜈π𝜃)

d

d𝜃
exp(2i𝜈π𝜃) = 2i𝜈π ,

因此证明了𝜋1(𝑈(1)) = 𝑍.

在不那么简单的情况中计算I (𝑔)时, 一个辅助手段是假定我们可以将流形M连续地变形到

维度为𝑑的Lie群𝐻. 先进行一个参量为𝜃的𝐻变换, 再进行一个参量为𝜙的𝐻变换, 其结果也是一

个𝐻变换, 设它的参量是𝜃′(𝜃, 𝜙). 按照𝑔(𝜃)的矩阵表示, 这写成

𝑔(𝜙)𝑔(𝜃) = 𝑔(𝜃′(𝜃, 𝜙)) .

固定𝜙对𝜃′微分, 然后左乘这个方程的逆, 这给出

𝜕𝜃𝑖

𝜕𝜃′𝑗
𝑔−1(𝜃)

𝜕𝑔(𝜃)

𝜕𝜃𝑖
= 𝑔−1(𝜃′)

𝜕𝑔(𝜃′)

𝜕𝜃′𝑗
.

因此, I [𝑔]在点𝜃′处的被积函数是

𝜖𝑗1𝑗2···𝑗𝑑 Tr

{︂
𝑔−1(𝜃′)

𝜕𝑔(𝜃′)

𝜕𝜃′𝑗1
𝑔−1(𝜃′)

𝜕𝑔(𝜃′)

𝜕𝜃′𝑗2
· · · 𝑔−1(𝜃′)

𝜕𝑔(𝜃′)

𝜕𝜃′𝑗𝑑

}︂
= Det

(︂
𝜕𝜃

𝜕𝜃′

)︂
𝜖𝑖1𝑖2···𝑖𝑑 Tr

{︂
𝑔−1(𝜃)

𝜕𝑔(𝜃)

𝜕𝜃𝑖1
𝑔−1(𝜃)

𝜕𝑔(𝜃)

𝜕𝜃𝑖2
· · · 𝑔−1(𝜃)

𝜕𝑔(𝜃)

𝜕𝜃𝑖𝑑

}︂
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现在, 每个Lie群𝐻有度规𝛾𝑖𝑗(𝜃)(不一定唯一), 它是形式不变的, 也就是说

𝛾𝑖𝑗(𝜃
′) ≡ 𝜕𝜃𝑘

𝜕𝜃′𝑖
𝜕𝜃ℓ

𝜕𝜃′𝑗
𝛾𝑘ℓ(𝜃) . (23.4.4)

例如, 我们可以取

𝛾𝑖𝑗(𝜃) = −1

2
Tr

{︂
𝑔−1(𝜃)

𝜕𝑔(𝜃)

𝜕𝜃𝑖
𝑔−1(𝜃)

𝜕𝑔(𝜃)

𝜕𝜃𝑗

}︂
. (23.4.5)

对于𝛾𝑖𝑗(𝜃)的每个选择, 方程(23.4.4)的行列式给出

Det

(︂
𝜕𝜃

𝜕𝜃′

)︂
=

√︃
Det 𝛾(𝜃′)

Det 𝛾(𝜃)
.

通过将方程(23.4.1)中的坐标𝜃换成𝜃′, 我们发现

I [𝑔] = 𝜖𝑖1𝑖2···𝑖𝑑 Tr

{︂
𝑔−1(𝜃)

𝜕𝑔(𝜃)

𝜕𝜃𝑖1
𝑔−1(𝜃)

𝜕𝑔(𝜃)

𝜕𝜃𝑖2
· · · 𝑔−1(𝜃)

𝜕𝑔(𝜃)

𝜕𝜃𝑖𝑑

}︂
× 1√︀

Det 𝛾(𝜃)

∫︁
d𝑑𝜃′

√︀
Det 𝛾(𝜃′) . (23.4.6)

既然第二个𝐻变换的参量𝜙是任意的, 我们可以认为𝜃和𝜃′是独立变量, 并在任意的𝜃值处计

算(23.4.6)的右边, 例如𝜃𝑖 = 0. 对生成元𝑡𝑖和坐标𝜃
𝑖归一化, 使得𝜃 → 0时,

𝑔(𝜃) → 1 + 2i𝜃𝑖𝑡𝑖 , (23.4.7)

这种归一化将会方便我们之后的讨论. 在这一情况下, 方程(23.4.6)写成

I [𝑔] = (2i)𝑑𝜖𝑖1𝑖2···𝑖𝑑 Tr {𝑡𝑖1 𝑡𝑖2 · · · 𝑡𝑖𝑑}
1√︀

Det 𝛾(0)

∫︁
d𝑑𝜃′

√︀
Det 𝛾(𝜃′) . (23.4.8)

我们特别感兴趣的是𝑑 = 3的情况. Bott[22]证明了, 对于任意单Lie群𝐺, 所有连续映射𝑆3 ↦→
𝐺可以连续变形到𝑆3到𝐺的一个“标准”𝑆𝑈(2)子群的映射. (当𝐺 = 𝑆𝑈(𝑛)时, 这个标准𝑆𝑈(2)子群

就是那个仅作用在𝑆𝑈(𝑛)定义表示的前两个分量上的𝑆𝑈(2)子群, 并非𝑆𝑈(𝑛)的所有𝑆𝑈(2)子群都

等于这一个𝑆𝑈(2)子群.) 正如2.7节中所评述的, 在2× 2表示中, 𝑆𝑈(2)的一般元素可以写成

𝑔(𝜃) =

(︃
𝜃4 + i𝜃3 𝜃2 + i𝜃1

−𝜃2 + i𝜃1 𝜃4 − i𝜃3

)︃
= 𝜃4 + 2i𝜃 · t , (23.4.9)

其中, 同往常一样,

𝑡1 =
1

2

(︃
0 1

1 0

)︃
, 𝑡2 =

1

2

(︃
0 −i

i 0

)︃
, 𝑡3 =

1

2

(︃
1 0

0 −1

)︃
,

而𝜃4和𝜃是实量, 且(𝜃4)
2 = 1− 𝜃2. (注意, 方程(23.4.9)与归一化条件(23.4.7)是一致的.) 直接的计

算表明度规(23.4.5)是

𝛾𝑖𝑗(𝜃) = 𝛿𝑖𝑗 +
𝜃𝑖𝜃𝑗

1− 𝜃2
, (23.4.10)

这使得

Det 𝛾(𝜃) =
1

1− 𝜃2
. (23.4.11)



· 326 · 第 23章 扩展场构形

因此方程(23.4.8)在这里变成

I [𝑔] = −8i𝜖𝑖𝑗𝑘 Tr {𝑡𝑖𝑡𝑗𝑡𝑘}
∫︁

d3𝜃√
1− 𝜃2

.

利用4𝑡𝑖𝑡𝑗 = 𝛿𝑖𝑗 + 2i𝜖𝑖𝑗𝑙𝑡ℓ和Tr{𝑡ℓ𝑡𝑘} = 1
2𝛿ℓ𝑘, 我们看到

8𝜖𝑖𝑗𝑘 Tr {𝑡𝑖𝑡𝑗𝑡𝑘} = 2i𝜖𝑖𝑗𝑘𝜖𝑖𝑗𝑘 = 12i .

另外, 对于“全同”映射𝑔1, 这个积分要在单位球的内部跑两次(因为𝜃4可正可负), 并给出∫︁
d3𝜃√
1− 𝜃2

= 2

∫︁ 1

0

4π 𝑟2 d𝑟√
1− 𝑟2

= 2π2 .

那么, 对于同伦于𝑔1的映射构成的等价类𝑐, 我们有

I (𝑐) = 24π2 (23.4.12)

因而

I (𝑐𝜈) = 24π2𝜈 . (23.4.13)

整数𝜈被称为缠绕数. 这个结果针对的表示和归一化确定是: 标准𝑆𝑈(2)子代数的生成元𝑡𝑖有结构

常数𝜖𝑖𝑗𝑘且Tr(𝑡𝑖𝑡𝑗) =
1
2𝛿𝑖𝑗 . 更一般地, 如果[𝑡𝑖, 𝑡𝑗 ] = i𝑔𝜖𝑖𝑗𝑘𝑡𝑘且Tr(𝑡𝑖𝑡𝑗) =

1
2𝑁𝑔

2𝛿𝑖𝑗 , 那么

I (𝑐𝜈) = 24π2𝑁𝜈 . (23.4.14)

结果(23.4.13)或(23.4.14)立刻指出, 对于每个单Lie群, 𝜋3(𝐺)包含𝑍. 正如本章附录B所列出

的, 对于所有单Lie群, 𝜋3(𝐺) = 𝑍. 因此, 对于任何单Lie群, 𝑔(𝜃)的同伦类完全由这个群变形到它

的标准𝑆𝑈(2)子群时的同伦类决定.

23.5 瞬子

正如我们在23.1节中所看到的, 在维数𝑑 = 4的欧几里得时空中, 对于规范群为单群𝐺的纯规

范理论, 它的拓扑不平庸解对应同伦群𝜋3(𝐺) = 𝑍中的元素. 它们是4维场构形, 称为瞬子, 在路

径积分中必须要考察这样的构形(原因会在下一节进行说明)以及它们附近的涨落. 在Belavin,

Polyakov, Schwartz和Tyupkin[1]例证了这些解的存在性后, ’t Hooft[23]证明了, 在将这些构形计入

路径积分后, 19.10节概述的𝑈(1)问题将得到解决. 在这里, 我们先讨论瞬子本身, 然后再考察它们

在路径积分中的角色.

根据方程(23.1.7), 为了使拓扑不平庸规范场的作用量是有限的, 规范场在𝑟 → ∞时必须趋于
一个纯规范(其中这里的𝑟 ≡ √

𝑥𝑖𝑥𝑖, 𝑖对1,2,3,4求和):

i𝐴𝑖(𝑥) → 𝑔−1(�̂�)𝜕𝑖𝑔(�̂�) , (23.5.1)

其中𝐴𝑖 ≡ 𝑡𝛼𝐴𝛼𝑖而𝑔(�̂�)是与方向相关的规范群群元. 因此, 上一节讨论的拓扑不变量可以写成规范

场渐进行为的形式

I [𝑔] ≡
∫︁

d𝜃1 d𝜃2 d𝜃3 𝜖𝑎𝑏𝑐

× Tr

{︂
𝑔−1(𝜃)

𝜕𝑔(𝜃)

𝜕𝜃𝑎
𝑔−1(𝜃)

𝜕𝑔(𝜃)

𝜕𝜃𝑏
𝑔−1(𝜃)

𝜕𝑔(𝜃)

𝜕𝜃𝑐

}︂
= −i lim𝑟→∞ 𝑟3

∫︁
d𝜃1 d𝜃2 d𝜃3 𝜖𝑎𝑏𝑐

𝜕�̂�𝑖
𝜕𝜃𝑎

𝜕�̂�𝑖
𝜕𝜃𝑏

𝜕�̂�𝑖
𝜕𝜃𝑐

Tr {𝐴𝑖𝐴𝑗𝐴𝑘} , (23.5.2)
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其中𝑎 = 1, 2, 3的𝜃𝑎是用来指定单位4-矢�̂�方向的3个参量. 这个积分可以用高斯定理计算出来. 类

似闵可夫斯基时空中的流(22.2.9), 我们可以定义欧几里得时空中的流

𝐺𝑙 ≡ 𝜖𝐸𝑙𝑖𝑗𝑘

[︁
𝐴𝛾𝑖𝐹𝛾𝑗𝑘 − 1

3𝐶𝛼𝛽𝛾 𝐴𝛼𝑖𝐴𝛽𝑗𝐴𝛾𝑘

]︁
, (23.5.3)

它的散度是

𝜕𝑙𝐺𝑙 =
1
2𝜖
𝐸
𝑖𝑗𝑘𝑙𝐹𝛼𝑖𝑗𝐹𝛼𝑘𝑙 . (23.5.4)

(这里是𝜖𝐸𝑖𝑗𝑘𝑙是全反对称张量且𝜖
𝐸
1234 ≡ 1.) 我们使用的是结构常数全反对称的规范群的表示, 这使

得

Tr{𝑡𝛼𝑡𝛽} = 1
2𝑁𝛿𝛼𝛽 , (23.5.5)

其中𝑁是一个常数, 它依赖于我们在计算方程(23.5.2)中的迹时所用的表示. 因此方程(23.5.3)可以

写成

𝐺𝑙 ≡ (2/𝑁)𝜖𝐸𝑙𝑖𝑗𝑘 Tr
[︁
𝐴𝑖𝐹𝑗𝑘 + (2i/3)𝐴𝑖𝐴𝑗𝐴𝑘

]︁
. (23.5.6)

当𝑟 → ∞时, 场强𝐹𝑘𝑙为零, 所以

𝐺𝑙 → (4i/3𝑁)𝜖𝐸𝑙𝑖𝑗𝑘 Tr
[︁
𝐴𝑖𝐴𝑗𝐴𝑘

]︁
. (23.5.7)

因此方程(23.5.2)给出

I [𝑔] = −(3𝑁/4)

∫︁
(d4𝑥)𝐸 𝜕𝑙𝐺𝑙 = −(3𝑁/8) 𝜖𝐸𝑖𝑗𝑘𝑙

∫︁
(d4𝑥)𝐸 𝐹𝛼𝑖𝑗𝐹𝛼𝑘𝑙 . (23.5.8)

因此, 为了例证拓扑不平庸场构形的存在性, 我们必须要证明存在使得Chern-Pontryagin密

度𝜖𝐸𝑖𝑗𝑘𝑙𝐹𝛼𝑖𝑗𝐹𝛼𝑘𝑙的积分不为零的场构形.

对于这个目的, 采用所谓的Bogomol’nyi不等式将是非常有帮助的.[10] 从如下的事实

0 ≤
∫︁ (︁

𝐹𝛼𝑖𝑗 ∓ 1
2𝜖
𝐸
𝑖𝑗𝑘𝑙𝐹𝛼𝑘𝑙

)︁2
(d4𝑥)𝐸

(其中平方代表对真指标收缩), 我们有

𝑆[𝐴] ≥ 1
8

⃒⃒⃒⃒
𝜖𝐸𝑖𝑗𝑘𝑙

∫︁
𝐹𝛼𝑖𝑗𝐹𝛼𝑘𝑙 (d

4𝑥)𝐸

⃒⃒⃒⃒
= |I [𝑔]|/3𝑁 , (23.5.9)

其中𝑆[𝐴]是(相差一个因子)欧几里得作用量

𝑆[𝐴] ≡ 1
4

∫︁
𝐹𝛼𝑖𝑗𝐹𝛼𝑖𝑗 (d

4𝑥)𝐸 . (23.5.10)

显然, 当其仅当规范场是自对偶或反自对偶时, 也就是说

𝐹𝛼𝑖𝑗 = ±1
2 𝜖

𝐸
𝑖𝑗𝑘𝑙 𝐹𝛼𝑘𝑙 , (23.5.11)

𝑆[𝐴]才会达到它的下界(23.5.9). 因此, 一阶方程(23.5.11)的任何解是缠绕数为1的规范场的𝑆[𝐴]的

极小值点, 因此也是二阶Yang-Mills场方程的解.

Belavin等人[1]发现了方程(23.5.11)如下形式的解

i𝐴𝑖(𝑥) =

(︂
𝑟2

𝑟2 +𝑅2

)︂
𝑔−1
1 (�̂�)𝜕𝑖𝑔1(�̂�) , (23.5.12)
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其中𝑅是任意的标度因子, 而𝑔1(�̂�)是规范群的𝑆𝑈(2)子群的一个群元, 具体形式是

𝑔1(�̂�) =

(︂
𝑥4 + 2ix · t

𝑟

)︂
, (23.5.13)

且

𝑡1 =
1

2

(︃
0 1

1 0

)︃
, 𝑡2 =

1

2

(︃
0 −i

i 0

)︃
, 𝑡3 =

1

2

(︃
1 0

0 −1

)︃
. (23.5.14)

显然, 这个解有渐进行为(23.5.1), 并且𝑔(�̂�)与“全同”映射(23.4.9)相同, 所以这个解属于全同

映射的同伦类, 因此, 正如我们在上一阶看到的, 它有缠绕数𝜈 = 1. 从方程(23.4.14)和(23.5.9)(它

在这里取等号), 我们就有

𝑆[𝐴] = 8π2 . (23.5.15)

从方程(23.5.10)和(23.5.11)(取正号), 我们还有

𝜖𝐸𝑖𝑗𝑘𝑙

∫︁
𝐹𝛼𝑖𝑗𝐹𝛼𝑘𝑙 (d

4𝑥)𝐸 = 64π2 . (23.5.16)

这个解不是唯一的, 因为它可以进行一个平移或者经历一个规范变换, 但是除却这些自由度之外,

场方程没有其它缠绕数为1的解.[24]

由于我们已经发现了𝜈 = 1的场构形, 我们知道还存在缠绕数为任意整数𝜈的场构形. 例如,

对于缠绕数𝜈为一个正整数N 的场构形, 我们可以通过将N 个𝜈 = 1的解叠加起来获得, 这N 个

场构形中心彼此之间的距离要足够远, 远到场方程的非线性性不再重要. 通过将方程(23.5.12)中

的𝑔1换成𝑔
−1
1 , 我们就获得𝜈 = −1的解, 而对于𝜈是任意负整数−N 的解, 我们可以将N 个相距甚

远的𝜈 = −1的解叠加起来获得. 对于一般的缠绕数, 方程(23.5.15)和(23.5.16)变成

𝑆[𝐴] = 8π2|𝜈| , (23.5.17)

𝜖𝐸𝑖𝑗𝑘𝑙

∫︁
𝐹𝛼𝑖𝑗𝐹𝛼𝑘𝑙 (d

4𝑥)𝐸 = 64π2𝜈 . (23.5.18)

这些结果针对的是按照方程(23.5.11)—(23.5.13)进行归一化的规范场. 有了这个归一化, 作用

量𝐼[𝐴]不是−𝑆[𝐴], 而是
𝐼[𝐴] = −𝑆[𝐴]/𝑔2 = −8π2|𝜈|/𝑔2 , (23.5.19)

其中𝑔是传统的耦合常数. 如果我们使用通常的约定, 在生成元和结构常数中加入因子𝑔, 那么作用

量𝐼[𝐴]就等于−𝑆[𝐴], 但是𝐴𝛼𝜇和𝐹𝛼𝜇𝜈就要携带一个1/𝑔因子, 那么我们就会有𝑆[𝐴] = 8π2/𝑔2而不

是方程(23.5.15), 所以, 在这一情况下作用量还是−8π2/𝑔2, 但是, 取代方程(23.5.18), 现在我们有

𝜖𝐸𝑖𝑗𝑘𝑙

∫︁
𝐹𝛼𝑖𝑗𝐹𝛼𝑘𝑙 (d

4𝑥)𝐸 = 64π2𝜈/𝑔2 . (23.5.20)

我们会在下一节看到, 在路径积分中, 我们必须要对所有缠绕数的瞬子给出的效应求

和. 缠绕数𝜈 ̸= 0的构形对欧几里得路径积分的贡献会被因子exp(𝐼[𝐴]) = exp(−8|𝜈|π2/𝑔2)压
低. 在23.7节, 我们会看到这个指数的系数是𝑔的−𝑛次方: 在量子色动力学中, 𝑛 = 12. 函

数𝑔−𝑛 exp(−8|𝜈|π2/𝑔2)以及它对𝑔的所有导数在𝑔 = 0处为零, 所以这样的贡献是非微扰的——它

们不会在微扰论中的任何一阶中出现.
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这并不意味着这些贡献一定很小. 正如我们在第18章中所看到的, 在量子色动力学中,

耦合𝑔不是固定的无量纲参量, 而是滑动能量标度的函数, 并且它在低能时会变得很大. 方

程(23.5.19)中的耦合所用的有效能量标度有量子涨落决定, 这是23.7节的课题, 但是从量纲进行分

析, 它不可能与方程(23.5.12)中的瞬子尺度𝑅的倒数1/𝑅相差过大. 这些瞬子尺度是不固定的, 但

是要加上合适的权重函数积掉, 权重函数的具体形式依赖于所考察的过程. 在量子色动力学中,

𝜇很大时的跑动耦合常数𝑔𝜇由方程(18.7.7)给出

𝑔2𝜇 =
8π2

𝛽0 ln(𝜇/Λ)
,

其中𝛽0 = 11 − 2𝑛𝑓/3而Λ ≈ 250MeV是量子色动力学标度因子. 因此, 对于小瞬子, 因

子exp(−8π2/𝑔21/𝑅)是

exp
(︁
−8π2/𝑔21/𝑅

)︁
=
(︁
𝑅Λ
)︁𝛽0

.

我们不能对𝑅Λ ≫ 1的大瞬子计算这个因子, 但很显然在这一情况下不存在对瞬子效应的压低.

尽管最初的希望是通过瞬子来帮助我们在量子色动力学中做定理计算, 但是发现瞬子并没有

使得我们做定量计算的能力有很大的提升. 而另一方面, 正如我们马上要看到的, 就我们对量子色

动力学和其它规范理论的理解而言, 瞬子的发现产生了惊人的定性变化.

场方程存在使得积分(23.5.15)不为零的解, 这个事实就足以为19.10节讨论的𝑈(1)问题提供一

个解决方案. 在整体𝑈(1)变换𝜓 → exp(i𝛾5𝛼)𝜓下, 夸克场的积分测度会经历一个变换, 这个变换由

方程(22.2.10)给出:

[d𝜓][d𝜓] → exp

{︂
i𝛼

∫︁
A (𝑥) (d4𝑥)𝐸

}︂
[d𝜓][d𝜓] , (23.5.21)

其中的反常函数A (𝑥)由方程(22.2.45)(这里取矩阵𝑡为单位阵)给出:

A (𝑥) =
1

16π2
𝜖𝐸𝑖𝑗𝑘𝑙 𝐹𝑖𝑗𝛼 𝐹𝑘𝑙𝛽 tr{𝑡𝛼𝑡𝛽} . (23.5.22)

存在这一反常本身并不会解决𝑈(1)问题, 这是因为(23.5.22)是一个全导数, 所以对于在无穷远处

快速为零的非奇异规范场, 它的积分为零. 而瞬子解只以1/𝑟的速率趋于零, 因而使得积分的值不

为零, 这个值由方程(23.5.22), (23.5.18)和(23.5.5)给定为∫︁
(d4𝑥)𝐸 A (𝑥) = 2𝑁𝜈 , (23.5.23)

这表明这个反常确实破坏了𝑈(1)手征对称性.

正如我们在22.4节所看到的, 重子数流和轻子数流也会包含反常, 而这个反常是有夸克和

轻子与标准模型的𝑆𝑈(2) × 𝑈(1)规范玻色场之间的相互作用引起的. 因此, 𝑆𝑈(2)规范场的瞬

子构形会造成重子数和轻子数的破坏.[25] 正如22.4节所评注的, 存在一些不会被反常或者其它

事情破坏的守恒流, 例如重子数减去轻子数, 以及电子轻子数, 𝜇子轻子数和𝜏子轻子数的差, 所

以它们在任何重子数不守恒或轻子数不守恒的过程中是守恒的. 例如, 质子或氘核的衰变是不

允许的, 但是He3 → 𝑒+ + 𝜇+ + 𝜈𝜏的衰变是允许的. 这些效应的振幅会像前面一样被同一个因

子exp(−8|𝜈|π2/𝑔2)压低, 但现在𝑔要换成𝑆𝑈(2)的耦合常数𝑒/ sin 𝜃, 并且计算𝑔时所处的标度不睡

滑动标度而是电弱过程的自然标度, 这个标度大约是𝑚𝑍阶的. 取𝑒2/4π = 1/129(参看18.2节)以

及sin2 𝜃 = 0.23, 对于|𝜈| = 1, 压低因子是exp(−373). 所以He3到三个反轻子的衰变不大可能观测

到.
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* * *

阐释瞬子性质有另外一种方法.[26] 在时性规范下, 𝐴𝛼4(x, 𝑥4) = 0, 在𝑥4 → ±∞时我们预期规
范场会趋于一个与时间无关的纯规范

iA(x, 𝑥4) ≡ i𝑡𝛼A𝛼(x, 𝑥4) → 𝑔−1
± (x)∇𝑔±(x) , (23.5.24)

其中𝑔±(x)是𝑡𝛼生成的表示下的群元. 假定A𝛼(x, 𝑥4)在x → ∞时为零, 群元𝑔±(x)必须要在x →
∞时趋于一个常数𝑔±, 所以𝑥4 → ∞处的3-空间可以视为3-球面, 而无穷处的一个点可以视为一个

普通点. 沿用给出方程(23.4.13)的讨论, 我们就有

𝜖𝑖𝑗𝑘

∫︁
d3𝑥 Tr

{︂
𝑔−1
± (x) 𝜕𝑖𝑔±(x) 𝑔

−1
± (x) 𝜕𝑗𝑔±(x) 𝑔

−1
± (x) 𝜕𝑘𝑔±(x)

}︂
= 24π2𝑛± , (23.5.25)

其中𝑛±是整数. 方程(23.5.2)中对4-空间的边界的积分可以视为对𝑥4 = +∞处的“平面”积分减去

对𝑥4 = −∞处的“平面”积分, 所以从(23.5.8)和(23.5.18)(其中𝑁 = 1), 我们有

𝜈 = 𝑛+ − 𝑛− . (23.5.26)

因此, 来自方程(ref23.5.19)的指数因子exp(−8|𝜈|π2/𝑔2)可以认为是从𝑥4 → −∞处空间缠绕数
为𝑛−的构形跃迁到𝑥4 → +∞处空间缠绕数为𝑛+的构形的振幅. 当𝜈 ̸= 0时, 这个因子的指数形式

反映了这是一个隧穿过程; 不存在一系列连续的纯规范场可以使得我们从一个构形变到另一个缠

绕数与它不同的构形.

将因子exp(−8|𝜈|π2/𝑔2)作为隧穿振幅的解释表明, 当温度高于1TeV时, 重子数不守恒或轻子

数不守恒的过程会急剧发生, 这时取代从势垒的一条边隧穿到另一边, 热涨落使得真空可以翻越

势垒.[27] 这个过程在宇宙学上或许是非常重要的, 但它仍服从上面所提及的选择定则: 热涨落不会

改变重子数减去轻子数的密度, 也不会改变三种轻子数密度的差.

23.6 𝜃角

我们已经看到存在缠绕数为任意整数的构形, 但是我们如何知道这些构形必须要纳入到路径

积分之中? 为了保持开放的头脑, 假定我们对每个缠绕数的场构形加一个任意权重因子𝑓(𝜈), 只保

留其中的一些或者绝大多数权重因子可以为零的可能性. 对于处在一个体积为Ω大欧几里得时空

中的定域可观测量𝒪, 它的期望值就是

⟨𝒪⟩Ω =

∑︀
𝜈 𝑓(𝜈)

∫︀
𝜈 [d𝜑] exp

(︁
𝐼Ω[𝜑]

)︁
𝒪[𝜑]∑︀

𝜈 𝑓(𝜈)
∫︀
𝜈 [d𝜑] exp

(︁
𝐼Ω[𝜑]

)︁ , (23.6.1)

其中𝜑代表理论中的所有场. 对𝜑的积分的下标𝜈是指我们只引入了缠绕数为𝜈的场构形; 而𝐼Ω[𝜑]是

拉格朗日密度在时空体积Ω上的积分. 现在, 假定将Ω分成两个很大的体积Ω1和Ω2, 而𝒪则落
在Ω1中. 对所有缠绕数为𝜈的场积分可以写成所有Ω1内缠绕数为𝜈1的场积分和对所有Ω2内缠绕数

为𝜈1的场积分, 其中𝜈1 + 𝜈2 = 𝜈, 所以在一个相当好的近似下, 方程(23.6.1)变成

⟨𝒪⟩Ω =

∑︀
𝜈1,𝜈2

𝑓(𝜈1 + 𝜈2)
∫︀
𝜈1
[d𝜑] exp

(︁
𝐼Ω1 [𝜑]

)︁
𝒪[𝜑]

∫︀
𝜈2
[d𝜑] exp

(︁
𝐼Ω2 [𝜑]

)︁
∑︀

𝜈1,𝜈2
𝑓(𝜈1 + 𝜈2)

∫︀
𝜈1
[d𝜑] exp

(︁
𝐼Ω1 [𝜑]

)︁ ∫︀
𝜈2
[d𝜑] exp

(︁
𝐼Ω2 [𝜑]

)︁ , (23.6.2)
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但是这样一来, 对于一般的权重因子, 现在取平均和我们在省略掉体积Ω2后去平均是不同的, 这与

我们对集团分解的一般概念矛盾. (参看第4章.) 为了使得包含体积Ω2的因子在这个比值中抵消,

我们必须取

𝑓(𝜈1 + 𝜈2) = 𝑓(𝜈1)𝑓(𝜈2) .

当且仅当𝑓(𝜈)是如下形式时

𝑓(𝜈) = exp(i𝜃𝜈) , (23.6.3)

这才是这样的情况, 其中𝜃是自由参量. 由此特别得出, 我们不能随意丢弃所有缠绕数非零的场

构形, 这是因为, 当一个区域中有缠绕数为𝜈的瞬子时, 我们需要在另外一个区域有一个缠绕数

为−𝜈的瞬子来平衡它, 这使得, 不考察在远离所要测量算符的地方发生什么, 就对期望值进行直

接计算是不可能的.

因子𝑓(𝜈)可以变成一个更加熟悉的形式. 根据方程(23.5.18), 当规范场的归一化使得标

准𝑆𝑈(2)子群的结构常数是𝜖𝑖𝑗𝑘时, 缠绕数可以写成一个积分:

𝜈 =
1

64π2

∫︁
(d4𝑥)𝐸 𝜖

𝐸
𝑖𝑗𝑘𝑙 𝐹𝛼𝑖𝑗𝐹𝛼𝑘𝑙 . (23.6.4)

这可以表示成闵可夫斯基路径积分; 由于(d4𝑥)𝐸 = i d4𝑥; 𝐹𝛼34 = −i𝐹𝛼30; 以及𝜖
1230 = −1, 方

程(23.6.4)可以写成

𝜈 = − 1

64π2

∫︁
d4𝑥 𝜖𝜅𝜆𝜌𝜎 𝐹𝛼𝜅𝜆𝐹𝛼𝜌𝜎 . (23.6.5)

因此引入权重因子(23.6.3)就相等于给拉格朗日密度加入如下的项

L𝜃 = − 𝜃

64π2
𝜖𝜅𝜆𝜌𝜎 𝐹𝛼𝜅𝜆𝐹𝛼𝜌𝜎 . (23.6.6)

但正如我们在15.2节的开头所提及的, 我们本就可以在任何非阿贝尔规范理论的拉格朗日中量加

入这样𝜃是任意实数的项.

在拉格朗日密度中引入(23.6.6)项会破坏P守恒和CP守恒. 我们当然可以简单地令𝜃 = 0, 但这

将使得18.7节中标出的量子色动力学的一个成功标志不再有效: 即使P守恒和CP守恒被弱相互作

用显然地破坏了, 它通过强相互作用使得P和CP是自动守恒的.

为了估计在拉格朗日量中引入(23.6.6)项的物理后果, 考察对所有费米场进行如下重定义产生

的效应

𝜓𝑓 → exp(i𝛾5𝛼𝑓 )𝜓𝑓 , (23.6.7)

其中𝑓是味指标, 𝛼𝑓是实相位. 根据方程(22.2.10)和(22.2.24), 在费米场路径积分测度上的效应是

[d𝜓][d𝜓] → exp

{︃
−i

32π2

∫︁
d4𝑥 𝜖𝜇𝜈𝜌𝜎 𝐹

𝜇𝜈
𝛼 𝐹 𝜌𝜎𝛼

∑︁
𝑓

𝛼𝑓

}︃
[d𝜓][d𝜓] . (23.6.8)

(我们使用的生成元归一化使得Tr(𝑡𝛼𝛽) = 𝛿𝛼𝛽/2.) 与方程(23.6.6)比较, 这相当于对𝜃做了一个偏

移.

𝜃 → 𝜃 + 2
∑︁
𝑓

𝛼𝑓 . (23.6.9)
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费米场的重定义同时还会改变拉格朗日密度中的质量项. 为了将包含𝛾5的质量项也包含在内, 我

们将拉格朗日量中的质量项写成

L𝑚 = −1
2

∑︁
𝑓

M𝑓𝜓𝑓 (1 + 𝛾5)𝜓𝑓 − 1
2

∑︁
𝑓

M *
𝑓 𝜓𝑓 (1− 𝛾5)𝜓𝑓 , (23.6.10)

其中M𝑓是质量参量, 如果它是复的, 那么它将破坏P守恒和CP守恒. 那么重定义(23.6.7)对这些参

量造成的变化是

M𝑓 → exp(2i𝛼𝑓 )M𝑓 . (23.6.11)

如果只有路径积分的积分变量发生变化是不能有任何物理效益的, 所以可观测量不能单独依赖

于𝜃或者质量参量M𝑓的相位, 而是要依赖于如下的组合

exp(−i𝜃)
∏︁
𝑓

M𝑓 . (23.6.12)

特别地, 我们总可以重定义费米场使得𝜃 = 0, 但付出的代价是可能会在质量项中引入P或CP破坏

相位.

这个讨论表明, 如果任何一个夸克的质量为零, 那么𝜃角就不会有作用, 因而量子色动力学

中也就没有P不守恒或者CP不守恒. 尽管在19.7节中对夸克质量比值的分析中引入𝑚𝑑的二阶项

有时会允许𝑚𝑢为零,[28] 但是一般情况下这个分析表明所有夸克的质量均不为零. 然而, 毫无

疑问𝑢夸克和𝑑夸克相当轻, 这会压低不为零的𝜃角的效应. 我们在19.4节看到, 𝑚𝑢和𝑚𝑑的量级大

约是𝑚2
𝜋/𝑚𝑁 (其中𝑚𝑁在这里用作量子色动力学特征质量标度), 所以我们可以预期𝜃角的效应会

被4个𝑚𝜋因子压低, 但这不是完全正确的. 当P和CP不守恒时, 𝜋0还有一个湮灭到真空中的振

幅, 这个振幅正比于𝑚4
𝜋, 但是这种𝜋介子线结束与这种真空跃迁顶角的“蝌蚪”图会从𝜋介子传播

子获得增幅因子𝑚−2
𝜋 , 这给出的净效应将正比于𝑚2

𝜋而不是𝑚
4
𝜋. 特别地, 如果我们定义费米场使

得所有M𝑓为实数, 那么不为零的𝜃角会产生P和T不守恒的中子电偶极矩𝑑𝑛, 这个电偶极矩正比

于|𝜃|和𝑚2
𝜋, 因此从量纲分析可以得出它的大概量级是

[29]

𝑑𝑛 ≈ |𝜃|𝑒𝑚2
𝜋/𝑚

3
𝑁 ≈ 10−16|𝜃| 𝑒 cm . (23.6.13)

已知中子电偶极矩要小于10−25 𝑒 cm, 所以|𝜃| < 10−9.

为了以一种自然的方式解释为什么𝜃这么小, Peccei和Quinn[30]提出了一个理论, 在这个理

论中, 𝜃不是参量而是动力学变量, 它可以放松至有效势的极小值点, 这时P和CP都是守恒的.

Wilczek和我接纳了这个想法,[31] 并注意到这会要求存在一个非常轻的无自旋粒子, 轴子. 原

始Peccei-Quinn模型中出现的轴子被实验排除了, 但存在更一般的可能性,[32] 这时轴子与普通物

质的耦合过弱以至于无法被探测到.

所有版本的轴子理论有一个共同的特征: 存在某个𝑈(1)对称性, 这个对称性在能量远高于量

子色动力学对应的那些能量标度时就自发破缺了, 并且它被一个包含胶子场的反常破坏了. 根据

第19章和第22章的一般形式理论, 低能有效场论将会包含Goldstone玻色场𝜑, 这使得, 在对称变换

𝜑→ 𝜑+ 𝐹𝜑𝜖 , (23.6.14)

有效拉格朗日量的变化是

𝛿Leff = − 𝜖𝐴

64π2
𝜖𝜇𝜈𝜌𝜎 𝐹

𝜇𝜈
𝛼 𝐹 𝜌𝜎𝛼 , (23.6.15)
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其中𝐴是量级为1的无量纲常数, 它用来表征反常, 而常数𝐹𝜑的量级是对称性自发破缺的能量标

度(𝜑的定义使得它是正则归一化的.) 这样, 有效作用量中包含𝜑的项就是

L𝜑 = −1

2
𝜕𝜇𝜑𝜕

𝜇𝜑− 1

64π2
𝜑

𝑀
𝜖𝜇𝜈𝜌𝜎 𝐹

𝜇𝜈
𝛼 𝐹 𝜌𝜎𝛼 + · · · , (23.6.16)

其中𝑀 ≡ 𝐹𝜑/𝐴而· · ·代表包含𝜑的导数的可能相互作用. 比较方程(23.6.16)和(23.6.6), 我们看到,

对于常数的𝜑, 所有可观测量不在单独是𝜑和𝜃的函数, 而是组合𝜃+ 𝜑/𝑀的函数(这里所有费米场的

定义要使得所有质量参量M𝑓是实数; 否则可观测量将会依赖于𝜃 −∑︀𝑓 ArgM𝑓 + 𝜑/𝑀). 如果理

论中除了𝜃项(23.6.6)以外的所有项以及方程(23.6.16)中的𝜑相互作用保持P守恒或CP守恒, 那么有

效势关于𝜃+𝜑/𝑀是偶函数, 所以它在𝜃+𝜑/𝑀 = 0处有一个稳定点, 在这一点, P守恒和CP守恒都

得到了保护. 在真实世界中, P和CP不是精确对称性, 但观测到的对称性破坏在弱相互作用中, 因

而只将𝜑的期望值从−𝑀𝜃处偏离了一点点.[33]

即使不指定底层理论, 通过使用有效场论技巧, 我们可以推测出很多轴子的一般性质. 现在轴

子场的拉格朗日量包含𝜃项以及与𝑢夸克和𝑑夸克直到1/𝑀阶的相互作用, 它的最一般形式是

L𝜑 = −1

2
𝜕𝜇𝜑𝜕

𝜇𝜑+
1

64π2

[︂
𝜑

𝑀
+ 𝜃

]︂
𝜖𝜇𝜈𝜌𝜎 𝐹

𝜇𝜈
𝛼 𝐹 𝜌𝜎𝛼

− i𝑓𝑢
𝑀

𝜕𝜇𝜑 �̄�𝛾5𝛾
𝜇 𝑢− i𝑓𝑑

𝑀
𝜕𝜇𝜑𝑑𝛾5𝛾

𝜇 𝑑 , (23.6.17)

其中𝑓𝑢和𝑓𝑑是无量纲耦合常数, 它们的量级预计是1. 正如方程(23.6.8)证明的, 夸克场的重定

义(23.6.7)的效应是对拉格朗日量(23.6.17)中的第二项做如下替换

𝜑(𝑥)

𝑀
+ 𝜃 → 𝜑(𝑥)

𝑀
+ 𝜃 + 2

[︁
𝛼𝑢(𝑥) + 𝛼𝑑(𝑥)

]︁
. (23.6.18)

通过选择𝛼𝑓 = −(𝜃 + 𝜑/𝑀)𝑐𝑓/2, 并令系数𝑐𝑓满足𝑐𝑢 + 𝑐𝑑 = 1, 我们消掉了拉格朗日量中包

含𝜖𝜇𝜈𝜌𝜎的项, 并将低能量子色动力学拉格朗日密度中的质量项变成

L𝑚 = −𝑚𝑢 �̄� exp
[︁
−i𝑐𝑢(𝜃 + 𝜑/𝑀)𝛾5

]︁
𝑢−𝑚𝑑 𝑑 exp

[︁
−i𝑐𝑑(𝜃 + 𝜑/𝑀)𝛾5

]︁
𝑑 . (23.6.19)

另外, 从夸克拉格朗日量的动能项部分中, 我们挑出导数相互作用项

1
2 i𝑐𝑢 (�̄�𝛾

𝜇𝛾5)𝑢 𝜕𝜇𝜑/𝑀 + 1
2 i𝑐𝑑 (𝑑𝛾

𝜇𝛾5)𝑑 𝜕𝜇𝜑/𝑀 , (23.6.20)

这使得方程(23.6.17)中的𝑓𝑢和𝑓𝑑被换成了𝑓
′
𝑢 = 𝑓𝑢 − 𝑐𝑢/2和𝑓

′
𝑑 = 𝑓𝑑 − 𝑐𝑑/2. 为了导出低能𝜋介子和

轴子的有效拉格朗日量, 我们沿用19.5节的处理(不过现在要把质子和中子换成𝑢夸克和𝑑夸克), 并

做替换:
�̄�𝑢→ 𝑣 cos(𝜋0/𝐹𝜋) ,

�̄�𝛾5𝑢→ i𝑣 sin(𝜋0/𝐹𝜋) ,

i�̄�𝛾𝜇𝛾5 → 1
2𝐹𝜋𝜕

𝜇𝜋0 + · · · ,

𝑑𝑑→ 𝑣 cos(𝜋0/𝐹𝜋) ,

𝑑𝛾5𝑑→ −i𝑣 sin(𝜋0/𝐹𝜋) ,

i𝑑𝛾𝜇𝛾5 → 1
2𝐹𝜋𝜕

𝜇𝜋0 + · · · ,
(23.6.21)

其中𝑣是常数𝑣 = ⟨�̄�𝑢⟩ = ⟨𝑑𝑑⟩,而“· · · ”代表那些没有单𝜋介子极点的项.从方程(23.6.19)和(23.6.20),

我们得到有效𝜋介子-轴子拉格朗日量

Leff = −1

2
𝜕𝜇𝜋

0𝜕𝜇𝜋0 − 1

2
𝜕𝜇𝜑

′𝜕𝜇𝜑′ −
(︂
𝑓 ′𝑢 − 𝑓 ′𝑑
2𝑀

)︂
𝐹𝜋𝜕𝜇𝜑

′𝜕𝜇𝜋0

−𝑚𝑢𝑣 cos

(︂
𝜋0

𝐹𝜋
− 𝑐𝑑𝜑

′

𝑀

)︂
−𝑚𝑑𝑣 cos

(︂
𝜋0

𝐹𝜋
+
𝑐𝑑𝜑

′

𝑀

)︂
, (23.6.22)
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其中𝜑′是轴子场和它期望值的差

𝜑′ ≡ 𝜑− ⟨𝜑⟩ = 𝜑+𝑀𝜃 . (23.6.23)

由于𝑐𝑢和𝑐𝑑除了要满足条件𝑐𝑢 + 𝑐𝑑 = 1外是任意的, 通过取𝑐𝑢 = 1
2 + 𝑓𝑢 − 𝑓𝑑和𝑐𝑑 =

1
2 + 𝑓𝑑 − 𝑓𝑢以

使得𝑓 ′𝑢 = 𝑓 ′𝑑. 拉格朗日量(23.6.22)中的二次项部分是

Lquad = −1

2
𝜕𝜇𝜋

0𝜕𝜇𝜋0 − 1

2
𝜕𝜇𝜑

′𝜕𝜇𝜑′ − 1

2

(︃
𝜋0

𝜑′

)︃𝑇
𝑀2

0

(︃
𝜋0

𝜑′

)︃
, (23.6.24)

其中

𝑀2
0 =

(︃
(𝑚𝑢 +𝑚𝑑)𝑣/𝐹

2
𝜋 (−𝑚𝑢𝑐𝑢 +𝑚𝑑𝑐𝑑)𝑐/𝐹𝜋𝑀

(−𝑚𝑢𝑐𝑢 +𝑚𝑑𝑐𝑑)𝑐/𝐹𝜋𝑀 (𝑚𝑢𝑐
2
𝑢 +𝑚𝑑𝑐

2
𝑑)𝑣/𝑀

2

)︃
. (23.6.25)

当𝑀 ≫ 𝐹𝜋时, 𝑀2
0的一个本征值是(𝑚𝑢 +𝑚𝑑)𝑣/𝐹

2
𝜋 , 根据方程(19.7.20), 这是𝜋0质量的平方. 那么,

另一个本征值就是轴子质量

𝑚2
𝑎 =

𝑣

𝑀2

𝑚𝑑𝑚𝑢

𝑚𝑑 +𝑚𝑢
=

𝐹 2
𝜋

𝑀2

𝑚𝑑𝑚𝑢

(𝑚𝑑 +𝑚𝑢)2
𝑚2
𝜋 . (23.6.26)

对于19.7节中导出的夸克质量比值, 这给出𝑚𝑎 = 13MeV/𝑀(GeV).

我们也可以用这个形式理论对轴子与强子的相互作用做一些讨论. 𝑀2
0的本征值为𝑚

2
𝑎的本

征矢, 它沿着原始𝜋0方向的分量等于(𝑚𝑢𝑐𝑢 −𝑚𝑑𝑐𝑑)𝐹𝜋/(𝑚𝑢 +𝑚𝑑)𝑀 . 正如前面所提及的, 由于

单𝜋介子极点, 这是主要的𝜋介子-强子耦合. 我们看到产生轴子的相互作用振幅和产生𝜋介子的相

互作用振幅之比通常是𝐹𝜋/𝑀阶的. 而在这种碰撞中没有观测到的轴子表明𝑀 > 3TeV, 在原始

论文中[30, 31], 期望让这一反常𝑈(1)对称性自发破缺就是破缺的𝑆𝑈(2) × 𝑈(1)对称性的那个标量

真空期望值, 它的量级是0.3TeV, 显然与实验矛盾. 通过将𝑀取成独立参量,[32] 并令其远大于电

弱破缺标度, 我们有希望解释为什么在反应堆实验或者加速器实验中没有发现轴子, 但是在天文

物理上还有限制. 对红巨星冷却速率的限制给出[34]𝑀 > 107GeV, 而对超新星SN1987A的观测表

明[35]𝑀 > 1010GeV.* 宇宙学上的讨论给出[36]了一个上界𝑀 < 1012GeV, 这为允许的轴子参量

留出了一个开发但狭窄的窗口.

23.7 扩展场构形附近的量子涨落

像瞬子这样的拓扑不平庸4维场构形只给路径积分提供了零阶修正. 现在我们必须考察这些

场附近的量子涨落产生的效应.

为了以一种非常普遍的方式出发, 考察一组场, 合起来记为𝜑(𝑥), 它的动力学有欧几里得作用

量𝐼[𝜑]描述, 并假定我们有一组场构形𝜑𝜈,𝑢使得𝐼[𝜑]在这些场构形上是稳定的, 其中𝜈用来标记构形

*当𝑀 > 107 GeV时, 轴子质量将小于1 eV, 这会使得恒星的温度不足以产生轴子. 轴子衰变到两个光子和𝜋介子衰

变到两个光子的衰变速率的比值在量级上预期是(𝐹𝜋/𝑀)2乘以相空间比值(𝑚𝑎/𝑚𝜋)
3, 或者

Γ(𝑎→ 𝛾 + 𝛾)

Γ(𝜋0 → 𝛾 + 𝛾)
=
(︁𝐹𝜋

𝑀

)︁2(︁𝑚𝑎

𝑚𝜋

)︁3
≈ (𝐹𝜋/𝑀)5 .

因此, 当𝑀 > 107 GeV时, 轴子寿命预计要长于1024 s, 这么长的时间甚至足以让轴子在衰变之前跨过一个宇宙学距离.
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的拓扑类型, 𝑢代表构形所依赖的一组连续参量. 例如对于瞬子, 𝜈是缠绕数, 这是一个整数, 而𝑢则

代表位置, 标度以及它在规范群中的“方向”. 这样, 欧几里得路径积分就可以写成∫︁
[d𝜑] exp

(︁
𝐼[𝜑]

)︁
𝒪 =

∑︁
𝜈

∫︁
d𝑢

∫︁
𝑢
[d𝜑′] exp

(︁
𝐼[𝜑𝜈,𝑢 + 𝜑′]

)︁
𝒪 , (23.7.1)

其中, 对涨落𝜑′的积分有一个下标, 这个下标是指我们只对不会导致集体参量发生变化的涨落进行

积分, 而𝒪代表场算符的定域函数的任意乘积. 由于𝐼[𝜑]在𝜑 = 𝜑𝜈,𝑢处是稳定的, 它关于涨落的二阶

展开取如下的形式

𝐼[𝜑𝜈,𝑢 + 𝜑′] ≃ 𝐼𝜈 − 1
2

∫︁
d4𝑥 d4𝑦 𝐾𝑥𝑙,𝑦𝑚(𝜈, 𝑢)𝜑

′
𝑙(𝑥)𝜑

′
𝑚(𝑦) , (23.7.2)

其中𝑙和𝑚代表自旋和种类指标, 而由于作用量假定在所有场构形𝜑𝜈,𝑢处是稳定的, 所以𝐼𝜈 ≡
𝐼[𝜑𝜈,𝑢]仅是𝜈的函数. 这样, 方程(23.7.1)中对涨落𝜑′的积分结果就是, 算符𝒪中的场进行收缩后
产生的项的和, 再乘以(对于实标量场)一个总因子[Det𝐾(𝜈, 𝑢)]−1/2, 它现在理解成𝐾只做用在

涨落中那些不导致集团参量𝑢产生变化的子空间上. 这个因子可以写成对“矩阵”𝐾(𝜈, 𝑢)的本征

值𝜆𝑛(𝜈, 𝑢)的乘积: (︁
Det𝐾(𝜈, 𝑢)

)︁−1/2
=

′∏︁
𝑛

𝜆−1/2
𝑛 (𝜈, 𝑢) , (23.7.3)

这里加撇代表我们排除了“零模”, 即𝐾的零本征值, 本征值为零的本征函数对应的是集体参量中

的变化.

在23.5节, 我们给出了不同缠绕数的瞬子贡献对耦合常数的依赖关系, 利用上面给出了一些性

质, 我们可以精炼这个结果. 假定我们定义理论中的场使得作用量采取形式𝐼[𝜑, 𝑔] = 𝑔−2𝐼1[𝜑], 其

中𝐼1[𝜑]与耦合无关. (例如, 就像15.2节末尾所讨论的那样, 在Yang-Mills理论中, 我们所用的规范

场是正则归一化规范场乘以因子𝑔.) 那么, 𝐾的所有本征值将正比于𝑔−2, 那么因子(23.7.3)将会正

比于𝑔的一个幂函数, 这个幂函数的幂次等于𝐾的非零本征值的数目. 这个幂次当然是无限大的,

但是它可以写成𝐾的所有本征值的数目减去零模的数目N (𝜈), 前者依旧是无限的但是独立于𝜈,

后者有限但依赖于𝜈. 由此我们得出结论, 除去那些不依赖于𝜈的因子, 对于拓扑类型为𝜈的构形,

它附近的涨落给出的贡献对耦合常数的依赖关系写成集体参量数目N (𝜈)的形式是

𝑔−N (𝜈) . (23.7.4)

这个估计基于近似(23.7.2), 而这对应于单圈近似, 所以当高阶项也考虑在内时, 因子(23.7.4)将会

乘以𝑔的幂级数, 这个幂级数的具体形式依赖于路径积分中的算符𝒪.

我们来看一下如何将这一结果应用于瞬子. 𝜈 = 0的构形显然没有集体参量, 所有它对路

径积分的贡献就是𝑔的幂级数. 在𝜈 = 1的构形中, 有4个集体参量给出了瞬子的时空位置, 有

一个集体参量给出了瞬子的标度, 有𝑁1个参量对应于不使得瞬子不变的旋转和/或整体规范

变换, 所以(现在包含方程(23.5.19)给出的因子exp(𝐼𝑛𝑢)), 𝜈 = 1的瞬子对耦合常数的依赖关系

是𝑔−5−𝑁1 exp(−8π2/𝑔2). 对于𝑆𝑈(2)Yang-Mills理论中𝜈 = 1的瞬子, 有3个独立的旋转和3个独

立的𝑆𝑈(2)变换, 但是由于瞬子在3个旋转和𝑆𝑈(2)变换的组合变换下不变, 我们有𝑁1 = 3, 所以

在𝜈 = 1的瞬子附近的涨落给出的耦合常数依赖关系是𝑔−8 exp(−8π2/𝑔2). 在𝑆𝑈(3)Yang-Mills理

论中, 我们有3个独立的旋转和8个独立的𝑆𝑈(3)变换, 但是这时瞬子依旧在3个独立的组合变换

下不变, 这些组合变换由旋转和标准𝑆𝑈(2)子群(例如, 作用在𝑆𝑈(3)定义表示的前两个分量上
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的𝑆𝑈(2)子群)中的𝑆𝑈(3)变换构成, 同时瞬子还在一个额外的𝑆𝑈(3)变换下不变, 这个𝑆𝑈(3)变

换(例如超荷)与标准𝑆𝑈(2)子群的所有生成元都对易. 因此𝑁1 = 3 + 8 − 3 − 1 = 7, 所以𝜈 = 1的

瞬子产生了一个正比于𝑔−12 exp(−8π2/𝑔2)的因子.

现在假定作用量𝐼还包含一项

−
∫︁

d4𝑥

∫︁
d4𝑦 𝜓𝑙(𝑥)K𝑙𝑥,𝑚𝑦(𝜈, 𝑢)𝜓𝑚(𝑦) ,

这项包含独立的费米场𝜓和𝜓. 如果这些场没有出现在𝒪中, 那么对这些场的积分产生因

子DetK (𝜈, 𝑢), 如果K (𝜈, 𝑢)有零模, 这就为零. 这一结果可以按照费米参量的积分规则简单

地理解. 通过将𝜓(𝑥)和𝜓(𝑥)展成K 的本征模, 我们可以将对𝜓(𝑥)和𝜓(𝑥)的积分写成对展开系数

的积分. 零模的系数不会出现在作用量的二次近似中, 所以对于每个这样的费米零模, 我们要

对一个不出现在被积函数中的费米参量进行积分, 而根据9.5节的一般规则, 这为零. 在对费米

变量的积分中, 唯一使得积分不为零的被积函数必须包含每个被积费米变量且每个费米变量的

个数只能为1. 因此, 当且仅当对于K 中每个零模, 𝒪都有一个费米场时, 方程(23.7.1)中对费米

场的积分才不会为零. 对于瞬子, 费米零模的数目和手征由指标定理控制, 例如22.2节中推导

的Atiyah-Singer指标定理, 所以对于给定的缠绕数, 只有特定的过程是允许的. 以此为基础, ’t

Hooft[25]证明了, 在标准电弱模型中, 𝜈 = 1的瞬子产生的重子不守恒和轻子不守恒有效相互作用

必须包含每个轻子味且每个轻子味只能有一个.

23.8 真空衰变

如果一个真空态的标量场期望值处在有效势的真正最小值处, 那么这个真空态是稳定的. 但

是如果标量场处在高于真正最小值的局域极小值处, 那么这个真空就是亚稳的. 通过一个势垒隧

穿过程, 对应局域极小值的亚稳“假”真空态将会衰变都对应真正最小值的稳定“真”真空, 这类似

于核𝛼衰变或自发核裂变. 这并不是我们可以在实验室中观测的过程, 但是在我们宇宙的历史中,

随着数个对称性的自发破缺, 它可能发生了数次, 所以能够计算这种假真空的衰变速率是非常重

要的. 我们将会看到, 这个计算将会涉及对另外一种场构形的考察.[6]

我们将注意力集中在标量场多重态中从真真空中获得真空期望值⟨𝜑⟩的分量𝜑上. 例如,

在19.5节讨论的手征对称性破缺的理论中, 𝜑是手征4-矢的第四个分量. 我们将会看到, 当势垒隧

穿被极大地压低时, 其它标量场(包括那些Goldstone玻色子)不会影响这个衰变速率中的主导压低

因子. 明确起见, 我们取如下形式的拉格朗日密度

L = −1
2𝜕𝜇𝜑𝜕

𝜇𝜑− 𝑉 (𝜑) . (23.8.1)

我们假定最低阶有效势𝑉 (𝜑)在𝜑 = ⟨𝜑⟩处拥有真正的真空, 而在𝜑 = 0处有局域极小值, 另外我们

调整拉格朗日密度中的一个附加常数使得𝑉 (0) = 0, 在这一情况下, 𝑉 (⟨𝜑⟩) < 0. 我们希望计算的

是标量期望值为零的假真空态到标量期望值为⟨𝜑⟩的真真空态的衰变速率.

本章附录A的结果(方程(23.A.6), (23.A.21)和(23.A.23))表明, 标量场期望值为零的假真空态

的能量𝐸0是

𝐸0 = − lim𝑇→∞
1

𝑇
ln

[︃∫︁
exp
(︁
−𝑆[𝜑;𝑇 ]

)︁∏︁
x,𝑡

d𝜑(x, 𝑡)

]︃
, (23.8.2)
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其中𝑆[𝜑;𝑇 ]是从方程(23.8.1)推导出的欧几里得作用量

𝑆[𝜑;𝑇 ] =

∫︁
d3𝑥

∫︁ +𝑇/2

−𝑇/2
d𝑡

[︃
1

2

(︂
𝜕𝜑

𝜕𝑡

)︂2

+
1

2
(∇𝜑)2 + 𝑉 (𝜑)

]︃
, (23.8.3)

而方程(23.8.2)要积掉的场𝜑(x, 𝑡)满足条件

𝜑(x, 𝑇/2) = 𝜑(x,−𝑇/2) = 0 . (23.8.4)

能量(23.8.2)是复数, 它的虚部会给出衰变速率.

为了计算方程(23.8.2)的泛函积分, 我们要找出欧几里得作用量𝑆[𝜑, 𝑇 ]的稳定“点”. 使

得(23.8.3)稳定的场满足场方程

0 =
𝛿𝑆

𝛿𝜑
= −𝜕

2𝜑

𝜕𝑡2
−∇2𝜑+

d𝑉 (𝜑)

d𝜑
, (23.8.5)

并服从边界条件(23.8.4). 由于这些边界条件, 这样的解被称为弹回(bounce)解.

我们将通过做拟设的方法寻找这些弹回解, 我们所做的拟设𝜑(x, 𝑡)在围绕点x0, 𝑡0的四维旋转

下不变:

𝜑(x, 𝑡) = 𝜑(𝜌) 其中 𝜌 ≡
√︀

(x− x0)2 − (𝑡− 𝑡0)2 . (23.8.6)

在四维存在一些不是旋转不变的解, 但是这些解有更高的𝑆值,[37] 因而在𝑇很大时可以忽略. 在方

程(23.8.5)中使用方程(23.8.6), 这给出常微分方程

d2𝜑

d𝜌2
+

3

𝜌

d𝜑

d𝜌
= 𝑉 ′(𝜑) . (23.8.7)

严格地将, 仅当𝑇远大于𝑉 (𝜌)所对应的特征时间时, 这个形式的解才与边界条件(23.8.4)是相

容的, 在这一情况下, 我们可以在方程(23.8.4)中取𝑇是无穷大, 那么它就变成条件𝜑(𝜌)必须

在𝜌 → ∞时为零. 另外, 在x = 0附近, 对于包含𝑡 = 𝑡0在内的所有𝑡, 𝜑(x, 𝑡)必须是x的解析函数,

所以𝜑(𝜌)在𝜌 → 0时必须是𝜌2的幂级数, 并且特别地, 在𝜌 = 0处d𝜑/d𝜌 = 0. 有了这些条件, 将𝜑视

为“位置”, 将𝜌视为“时间”, 方程(23.8.7)就是单位质量的粒子在势−𝑉 (𝜑)和黏滞力−(3/𝜌)d𝜑/d𝜌的

影响下的运动方程, 这个粒子从𝜑在𝜌 = 0的某个初始值𝜑0以零初速度出发, 然后在𝜌 → ∞时抵
达𝜑 = 0, 为了克服一路上的黏滞力失去了它的初“能量”−𝑉 (𝜑0) > 0. 这种解的欧几里得作用量是

𝐵 ≡
∫︁ ∞

0
2π2𝜌3 d𝜌

[︃
1

2

(︂
d𝜑

d𝜌

)︂2

+ 𝑉 (𝜑)

]︃
. (23.8.8)

定出𝐵的符号很关键. 对于这个目的,[38] 我们使用在23.1节中用来证明Derrick定理的那个推导, 考

察修正场𝜑𝑅(𝜌) ≡ 𝜑(𝜌/𝑅)的作用量(23.8.8). 通过缩放积分变量, 我们发现

𝑆[𝜑𝑅] =

∫︁ ∞

0
2π2𝜌3 d𝜌

[︃
𝑅2

2

(︂
d𝜑

d𝜌

)︂2

+𝑅4𝑉 (𝜑)

]︃
. (23.8.9)

如果𝜑(𝜌)是方程(23.8.7)的解, 那么作用量关于𝜑的任意变分都是稳定的, 这使得d𝑆[𝜑𝑅]/d𝑅在𝑅 =

1处必须为零, 因此 ∫︁ ∞

0
𝜌3 d𝜌

(︂
d𝜑

d𝜌

)︂2

= −4

∫︁ ∞

0
𝜌3 d𝜌 𝑉 (𝜑) . (23.8.10)
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由此得出

𝐵 =
π2

2

∫︁ ∞

0
𝜌3 d𝜌

(︂
d𝜑

d𝜌

)︂2

> 0 . (23.8.11)

稍后我们会回到𝜑(𝜌)的显式近似解, 但让我们先来考察任何使用这样的解.

在欧几里得作用量的稳定点, 我们不止有一个单弹回构形, 而是一系列连续的弹回构形, 这些

构形由集体坐标x0和𝑡0表征. 根据23.7节的结果, 我们必须对这些参量积分, 由于𝐵独立于x0和𝑡0,

这会产生空间体积为V的盒子内产生因子V和𝑇 . 到一圈阶, 所有单弹回构形对方程(23.8.2)中的

泛函积分的贡献是

V 𝑇𝐴 exp(−𝐵) . (23.8.12)

其中系数𝐴正比*于乘积
∏︀′
𝑛 𝜆

−1/2
𝑛 , 其中𝜆𝑛是核𝛿

2𝑆[𝜑]/𝛿𝜑(x, 𝑡)𝛿𝜑(x′, 𝑡′)的本征值, 加撇代表我们省

略了零本征值, 这些零本征值对应的是集体坐标x0和𝑡0中的变化. 利用方程(23.8.10), 我们可以

看到方程(23.8.9)对𝑅的二阶段在𝑅 = 1处小于零, 所以这里至少存在一个负本征值(实际上只有

一个[39]), 因此到这一阶, 𝐴是虚的. 我们不会在这里尝试计算𝐴, 而只注意到它的一个性质, 不

像exp(−𝐵), 𝐴对理论的参量并没有显著的依赖性, 这使得我们可以从量纲分析出发粗略地估出它

的量级i𝑀−4, 其中𝑀是理论的某个质量标度.

当𝑇和V很大时, 通过将𝑁个这样的弹回解叠加起来, 我们可以获得额外的稳定场构形, 它所

给出的贡献是(23.8.12)的𝑁次方, 而在对𝑁个x0和𝑡0积分时, 我们对那些只相差对这𝑁个全同弹回

的置换进行重复求和, 所以还要对这个贡献除以𝑁 !. 这样, 对𝑁求和就给出了(23.8.12)的指数, 所

以能量(23.8.2)就是(23.8.12)除以𝑇

𝐸0 = −V 𝐴 exp(−𝐵) . (23.8.13)

由于𝐴是i𝑀−4阶的, 因此, 单位体积假真空的衰变速率在量级上是

Γ/V ≈𝑀−4 exp(−𝐵) . (23.8.14)

注意到, 由于这个衰变并不会因为空间各处的标量场同时发生变化而发生, 而会因为真正真空在

假真空背景下出现真空泡沫而发生, 所以这是单位体积的衰变速率,

结果(23.8.14)主要在𝐵很大的情况下是有用的, 这使得势垒穿透被极大的抑制了, 并且我们可

以简单地将压低因子估计成exp(−𝐵). 幸运的是, 在𝐵很大的最自然情况中, 有可能以近似的方式

计算出𝐵. 当真正真空的能量𝑉 (⟨𝜑⟩) ≡ −𝜖只比假真空的零能量低一点, 并且𝑉 (𝜑)在𝜑 = 0和𝜑 =

⟨𝜑⟩之前取正值且不为小量时, 这就是这样的情况. 为了使得这一情况下的欧几里得作用量最小,

我们必须在一个半径为𝑅的4维大球体内将𝜑取在⟨𝜑⟩的附近, 而𝜑在穿越一个厚度为𝐿 ≈ 𝑀−1的壳

层后掉落至零, 在𝜖 → 0的极限下, 𝐿是势的一个特征长度.(这有时被称为“薄壁近似”, 但或许一个

更好的术语是大泡近似.) 作用量(23.8.3)在这一近似下是

𝑆(𝑅) ≃ −1
2π

2𝑅4𝜖+ 2π2𝑅3S , (23.8.15)

其中S是表面张力, 它等于单位面积壳层对作用量的贡献. 方程(23.8.7)左边的第二项在𝜌 ≈ 𝑅时

可以忽略, 所以现在这显然是一个一维问题. 因此, 我们可以从方程(23.1.4)中提取出表面张力, 它

*当连续群𝐺自发破缺到子群𝐻时, 还有额外的集体坐标来指定𝐻在𝐺内的方向. 对这些参量的积分会在𝐴中产生额

外的因子, 这个因子等于陪集空间𝐺/𝐻的体积.
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对于场方程的解取等号, 以现在的符号约定写成

S =

∫︁ ⟨𝜑⟩

0

√︀
2𝑉 (𝑓) d𝑓 . (23.8.16)

当半径

𝑅 ≃ 3S /𝜖 , (23.8.17)

作用量(23.8.15)是稳定的, 所以这个作用量在它的稳定点有值

𝐵 ≃ 27π2S 4

2𝜖3
. (23.8.18)

注意到当𝜖很小时𝐵很大, 所以在这一情况下假真空的衰变的速率被极大地压低了. 在势垒被渗透

后, 真正真空的气泡将以光速增长, 最终与其它气泡相撞, 直至整个空间都处在最低能态上.

附录A 欧几里得路径积分

在这个附录中我们将概述欧几里得路径积分在量子场论中的使用. 正如在9.1节中所提及的,

在4维欧几里得时空中构建出量子场论是可能的. 以这种方法计算𝑆-矩阵需要不平庸的解析延拓,

在这里我们不会研究这个解析延拓, 相反, 我们将会通过处理适合使用欧几里得路径积分的问题

来阐述它的用法.

我们考察一组哈密顿正则变量𝑄𝑎和𝑃𝑎, 并有对易关系

[𝑄𝑎, 𝑃𝑏] = i𝛿𝑎𝑏 , (23.A.1)

[𝑄𝑎, 𝑄𝑏] = [𝑃𝑎, 𝑃𝑏] = 0 . (23.A.2)

在量子场论中, 就像9.1节中那样, 指标𝑎被理解成由空间坐标x以及任何离散的Lorentz和种类指

标𝑚构成, 而方程(23.A.1)中的克罗内克𝛿理解成𝛿x𝑚,y𝑛 = 𝛿3(x− y)𝛿𝑚𝑛, 我们定义𝑄𝑎的本征态

𝑄𝑎|𝑞⟩ = 𝑞𝑎|𝑞⟩ , (23.A.3)

它的归一化使得

⟨𝑞′|𝑞⟩ = 𝛿(𝑞′ − 𝑞) ≡
∏︁
𝑎

𝛿(𝑞′𝑎 − 𝑞𝑎) , (23.A.4)

对𝑃𝑎的本征态|𝑝⟩类似.

我们所考察的问题是如何计算矩阵元

𝐹 (𝑞′, 𝑞;𝑇 ) ≡ ⟨𝑞′| exp
(︁
−𝐻[𝑄,𝑃 ]𝑇

)︁
|𝑞⟩ , (23.A.5)

其中𝐻是哈密顿量, 而𝑇是任意的正实常数. 一个应用是对基态能量的研究. 如果𝐻的最小本征值

是𝐸0, 相应的本征态是|0⟩, 那么当𝑇 → ∞时

𝐹 (𝑞′, 𝑞;𝑇 ) → ⟨𝑞′|0⟩⟨0|𝑞⟩ exp(−𝐸0𝑇 ) ,

所以

𝐸0 = − lim𝑇→∞

(︂
ln𝐹 (𝑞′, 𝑞;𝑇 )

𝑇

)︂
. (23.A.6)
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另外, 我们可以从迹中计算出统计力学的配分函数:

𝑍(𝛽) ≡ Tr exp(−𝛽𝐻) =

∫︁ [︂∏︁
𝑎

d𝑞𝑎

]︂
𝐹 (𝑞, 𝑞;𝛽) , (23.A.7)

其中1/𝛽是温度.

为了推导出𝐹 (𝑞′, 𝑞, 𝑡)的路径积分公式, 我们定义欧几里得时间相关算符

𝑄𝑎(𝑡) ≡ e𝐻𝑡𝑄𝑎e
−𝐻𝑡 , 𝑃𝑎(𝑡) ≡ e𝐻𝑡𝑃𝑎e

−𝐻𝑡 , (23.A.8)

以及相应的左本征态和右本征态

|𝑞, 𝑡⟩ ≡ exp(𝐻𝑡)|𝑞⟩ , ⟨𝑞, 𝑡| ≡ ⟨𝑞| exp(−𝐻𝑡) , (23.A.9)

|𝑝, 𝑡⟩ ≡ exp(𝐻𝑡)|𝑝⟩ , ⟨𝑝, 𝑡| ≡ ⟨𝑝| exp(−𝐻𝑡) , (23.A.10)

使得

𝑄𝑎(𝑡)|𝑞, 𝑡⟩ = 𝑞𝑎|𝑞, 𝑡⟩ , ⟨𝑞, 𝑡|𝑄𝑎(𝑡) = 𝑞𝑎⟨𝑞, 𝑡| , (23.A.11)

以及

𝑃𝑎(𝑡)|𝑝, 𝑡⟩ = 𝑝𝑎|𝑝, 𝑡⟩ , ⟨𝑝, 𝑡|𝑃𝑎(𝑡) = 𝑝𝑎⟨𝑝, 𝑡| . (23.A.12)

这个通常的闵可夫斯基形式理论的一个差别在于,算符的“时间”演化由非幺正相似变换(23.A.8)控

制, 所以, 除了𝑡 = 0, 𝑄(𝑡)的左本征态⟨𝑞, 𝑡|和右本征态|𝑞, 𝑡⟩的厄米共轭之间的关系不像以前那么简
单.

以这种语言, 𝐹 (𝑞′, 𝑞;𝑇 )的定义(23.A.5)可以重写成

𝐹 (𝑞′, 𝑞;𝑇 ) = ⟨𝑞′, 𝑇/2|𝑞,−𝑇/2⟩ . (23.A.13)

我们先对无限小的d𝑡计算⟨𝑞′, 𝑡 + d𝑡|𝑞, 𝑡⟩. 对𝐻(𝑄,𝑃 )采取所有Q都写在所有𝑃的左边的约定, 我们

有

⟨𝑞′, 𝑡+ d𝑡|𝑞, 𝑡⟩ = ⟨𝑞′, 𝑡| exp
(︁
−𝐻(𝑞′, 𝑃 )d𝑡

)︁
|𝑞, 𝑡⟩ .

我们将|𝑞, 𝑡⟩展至算符𝑃𝑎(𝑡)的本征态完备集上. 从(23.A.1), 我们同往常一样有

⟨𝑞, 𝑡|𝑝, 𝑡⟩ =
∏︁
𝑎

exp(i𝑝𝑎𝑞𝑎)√
2π

, ⟨𝑝, 𝑡|𝑞, 𝑡⟩ =
∏︁
𝑎

exp(−i𝑝𝑎𝑞𝑎)√
2π

,

所以

⟨𝑞′, 𝑡+ d𝑡|𝑞, 𝑡⟩ =
∫︁ (︃∏︁

𝑎

d𝑝𝑎
2π

)︃
exp

(︂
i
∑︁
𝑎

𝑝𝑎(𝑞
′
𝑎 − 𝑞𝑎)−𝐻(𝑞′, 𝑝)d𝑡

)︂
.

(这里不使用求和约定.)

和9.1节一样, 我们将从−𝑇/2到𝑇/2的时间间隔分成非常多的小间隔, 然后对每个间隔插入

对𝑄本征态的求和. 对每个间隔的𝑄本征值和𝑃本征值定义插值𝑞(𝑡)和𝑝(𝑡), 这样我们就获得了𝐹在

它最一般形式下的路径积分表达式

𝐹 (𝑞′, 𝑞;𝑇 ) =

∫︁
𝑞(−𝑇/2)=𝑞,𝑞(𝑇/2)=𝑞′

(︁∏︁
𝑎,𝑡

d𝑞𝑎(𝑡)
)︁∫︁ (︁∏︁

𝑎,𝑡

d𝑝𝑎(𝑡)

2π

)︁
× exp

(︃∫︁ 𝑇/2

−𝑇/2
d𝑡
[︁
i
∑︁
𝑎

𝑞𝑎(𝑡)𝑝𝑎(𝑡)−𝐻
(︁
𝑞(𝑡), 𝑝(𝑡)

)︁]︁)︃
. (23.A.14)
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为了计算配分函数(23.A.7), 我们要对𝑝和𝑞积分, 这些𝑝和𝑞只服从𝑞(𝑡)关于逆温度𝛽是周期的条件:

𝑍(𝛽) =

∫︁
𝑞(𝛽/2)=𝑞(−𝛽/2)

(︁∏︁
𝑎,𝑡

d𝑞𝑎(𝑡)
)︁∫︁ (︁∏︁

𝑎,𝑡

d𝑝𝑎(𝑡)

2π

)︁
× exp

(︃∫︁ 𝛽/2

−𝛽/2
d𝑡
[︁
i
∑︁
𝑎

𝑞𝑎(𝑡)𝑝𝑎(𝑡)−𝐻
(︁
𝑞(𝑡), 𝑝(𝑡)

)︁]︁)︃
. (23.A.15)

方程(23.A.14)和(23.A.15)看起来有一点古怪, 它的指数中有一项是实的而另一项却是虚的.

在做掉对𝑝𝑎(𝑡)的路径积分后, 这些公式变到我们更加熟悉的形式. 在一类重要的理论中, 这个路径

积分是平庸的, 这类重要理论的哈密顿量是𝑃的二次型:

𝐻(𝑞, 𝑝) =
1

2

∑︁
𝑎,𝑏

𝐴𝑎𝑏(𝑞)𝑝𝑎𝑝𝑏 +
∑︁
𝑎

𝐵𝑎(𝑞)𝑝𝑎 + 𝐶(𝑞) . (23.A.16)

正如我们在第9章附录中所证明的, 对方程(23.A.14)中的𝑝积分给出

𝐹 (𝑞′, 𝑞;𝑇 ) =

∫︁
𝑞(−𝑇/2)=𝑞,𝑞(𝑇/2)=𝑞′

(︁∏︁
𝑎,𝑡

d𝑞𝑎(𝑡)
)︁(︁

Det
[︁
2iπA (𝑞)

]︁)︁−1/2

× exp

(︃∫︁ 𝑇/2

−𝑇/2
d𝑡
[︁
i
∑︁
𝑎

𝑞𝑎(𝑡)𝑝𝑎(𝑡)−𝐻
(︁
𝑞(𝑡), 𝑝(𝑡)

)︁]︁)︃
. (23.A.17)

其中A (𝑞)是“矩阵”

A (𝑞)𝑎𝑡′,𝑏𝑡 = 𝛿(𝑡′ − 𝑡)𝐴𝑎𝑏(𝑞(𝑡)) , (23.A.18)

而𝑝(𝑡)是方程(23.A.17)中指数变量的稳定点——即, 如下方程的解

i𝑞𝑎(𝑡) =
𝛿𝐻
(︁
𝑞(𝑡), 𝑝

)︁
𝛿𝑝𝑎

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒
𝑝=𝑝(𝑡)

. (23.A.19)

这里出现因子i不应感到惊讶, 这是因为方程(23.A.19)和非厄米算符(23.A.8)所满足的方程相同:

i�̇�𝑎(𝑡) = i[𝐻,𝑄𝑎(𝑡)] =
𝛿𝐻
(︁
𝑄(𝑡), 𝑃 (𝑡)

)︁
𝛿𝑃𝑎(𝑡)

.

对于形式为一般二次型(23.A.16)的哈密顿量, 方程(23.A.19)的解是

𝑝𝑎 =
∑︁
𝑏

[︁
𝐴−1(𝑞)

]︁
𝑎𝑏

(︁
i𝑞𝑏 −𝐵𝑏(𝑞)

)︁
, (23.A.20)

因此方程(23.A.17)采取如下的形式

𝐹 (𝑞′, 𝑞;𝑇 ) =

∫︁
𝑞(−𝑇/2)=𝑞,𝑞(𝑇/2)=𝑞′

(︁∏︁
𝑎,𝑡

d𝑞𝑎(𝑡)
)︁

×
(︁
Det

[︁
2iπA (𝑞)

]︁)︁−1/2
exp
(︁
−𝑆[𝑞]

)︁
. (23.A.21)
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其中𝑆[𝑞]是作用量

𝑆[𝑞] ≡
∫︁ 𝑇/2

−𝑇/2
d𝑡

[︂
1

2

∑︁
𝑎𝑏

𝐴−1
𝑎𝑏 (𝑞)𝑞𝑎𝑞𝑏 + i

∑︁
𝑎𝑏

𝐴−1
𝑎𝑏 (𝑞)𝐵𝑎(𝑞)𝑞𝑏

− 1

2

∑︁
𝑎𝑏

𝐴−1
𝑎𝑏 (𝑞)𝐵𝑎(𝑞)𝐵𝑏(𝑞) + 𝐶(𝑞)

]︂
. (23.A.22)

在𝐵𝑎(𝑞) = 0的特殊情况(并不常见)下, 这简化成

𝑆[𝑞] ≡
∫︁ 𝑇/2

−𝑇/2
d𝑡

[︂
1

2

∑︁
𝑎𝑏

𝐴−1
𝑎𝑏 (𝑞)𝑞𝑎𝑞𝑏 + 𝐶(𝑞)

]︂
. (23.A.23)

因此在这一情况下,出现在这个路径积分中的“拉格朗日量”等同于将哈密顿量中的𝑝表示成𝑞和𝑞后

它在闵可夫斯基时空中的样子.

附录B 同伦群表

这个附录给出了各种流形的同伦群列表.[40]. 这里𝑍代表整数群, 它的群乘法定义为整数加法,

这使得零是它的单位元. 另外, 𝑍𝑛是整数模𝑛群. 只有0元构成的平庸群记为0. 流形直积的同伦群

可以通过对流形本身的同伦群做直积获得:

𝜋𝑛(M1 × M2) = 𝜋𝑛(M1)× 𝜋𝑛(M2) .

球球球面面面

𝜋𝑛(𝑆𝑚) = 0 对于 𝑛 < 𝑚

𝜋𝑛(𝑆𝑛) = 𝑍

𝜋𝑛+1(𝑆𝑛) = 𝑍2 例外 𝜋2(𝑆1) = 0; 𝜋3(𝑆2) = 𝑍

𝜋𝑛+2(𝑆𝑛) = 𝑍2 例外 𝜋3(𝑆1) = 0

𝜋𝑛+3(𝑆𝑛) = 𝑍24 例外 𝜋4(𝑆1) = 0; 𝜋5(𝑆2) = 𝑍2; 𝜋6(𝑆3) = 𝑍12;

𝜋7(𝑆4) = 𝑍 × 𝑍12

𝜋𝑛(𝑆1) = 0 例外 𝜋1(𝑆1) = 𝑍
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Lie群群群流流流形形形

𝜋1(𝐺) =

⎧⎪⎨⎪⎩
𝑍

𝑍2

0

𝐺 = 𝑈(1)

𝐺 = 𝑆𝑂(𝑛) (𝑛 ≥ 3)

其它紧致连通单Lie群

𝜋2(𝐺) = 0 𝐺为任意紧致连通Lie群

𝜋3(𝐺) = 𝑍 𝐺为任意紧致连通单Lie群

𝜋4(𝐺) =

⎧⎪⎨⎪⎩
𝑍2 × 𝑍2

𝑍2

0

𝐺 = 𝑆𝑂(4), 𝑆𝑝𝑖𝑛(4)

𝐺 = 𝑈𝑆𝑝(2𝑛), 𝑆𝑈(2), 𝑆𝑂(3), 𝑆𝑝𝑖𝑛(5), 𝑆𝑂(5)

𝐺 = 𝑆𝑈(𝑛) (𝑛 ≥ 3), 𝑆𝑂(𝑛) (𝑛 ≥ 6), 𝐺2, 𝐹4, 𝐸𝑛

𝜋4𝑛+2(𝑈𝑆𝑝(2𝑛)) =

{︃
𝑍(2𝑛+2)!

𝑍2(2𝑛+2)!

𝑛为偶数

𝑛为奇数
𝜋2𝑛(𝑆𝑈(𝑛)) = 𝑍𝑛!

Bott周周周期期期定定定理理理

当𝑛 ≥ (𝑘 − 1)/4, 𝑘 ≥ 2时,

𝜋𝑘(𝑈𝑆𝑝(2𝑛)) =

⎧⎪⎨⎪⎩
𝑍

𝑍2

0

𝑘 = 3, 7 (mod 8)

𝑘 = 4, 5 (mod 8)

𝑘 = 0, 1, 2, 6 (mod 8)

当𝑛 ≥ 𝑘 + 2, 𝑘 ≥ 2时,

𝜋𝑘(𝑆𝑂(𝑛)) =

⎧⎪⎨⎪⎩
𝑍

𝑍2

0

𝑘 = 3, 7 (mod 8)

𝑘 = 0, 1 (mod 8)

𝑘 = 2, 4, 5, 6 (mod 8)

当𝑛 ≥ (𝑘 + 1)2, 𝑘 ≥ 2时,

𝜋𝑘(𝑆𝑈(𝑛)) =

{︃
𝑍

0

𝑘为奇数

𝑘为偶数

陪陪陪集集集空空空间间间

对于任意的Lie群𝐺和Lie子群𝐻 ⊂ 𝐺,

𝜋2(𝐺/𝐻) = ker
{︁
𝜋1(𝐻) ↦→ 𝜋1(𝐺)

}︁
.

即, 当𝐻嵌入到𝐺中时, 𝜋2(𝐺/𝐻)是𝜋1(𝐻)中映射到𝜋1(𝐺)的平庸元的子群. 一个特殊情况是

𝜋2(𝐺/𝐻) = 𝜋1(𝐻) 对于 𝜋1(𝐺) = 0 .
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习题

1. 在4维欧几里得时空中, 为了使得Goldstone玻色场拥有让作用量稳定的拓扑不平庸场构形, 我

们需要给它的作用量加入哪类项?

2. 考察六维时空中的一个标量场论, 它的拉格朗日量有手征对称性𝑆𝑈(2) × 𝑆𝑈(2), 而这个对称

性又自发破缺到同位旋𝑆𝑈(2). 假定我们在拉格朗日量中加入足够的高阶导数项使得斯格明子

是稳定的. 这些斯格明子会服从哪类守恒律? (提示: 注意到, 我们在2.7节证明了𝑆𝑈(2)在拓扑上

与𝑆3相同.)

3. 证明, 当𝑛 > 1时, 任意流形M的𝜋𝑛(M )都是阿贝尔的.

4. 在𝑆𝑈(4)规范理论中, 缠绕数为1的瞬子贡献对耦合常数的依赖关系是什么?

5. 在𝑚𝑢, 𝑚𝑑和𝑚𝑠都很小的情况下, 推导出轴子的质量公式.

6. 考察实标量场𝜑的理论, 设它的拉格朗日密度是

L = −1
2𝜕𝜇𝜑𝜕

𝜇𝜑+ 1
2𝑚

2𝜑2 − 1
4𝜆𝜑

4 − 𝑔𝜑 ,

其中𝑚2和𝜆都是正数, 而𝑔很小. 计算亚稳真空态衰变速率中的指数压低因子exp(−𝐵), 并将其写

成𝑚2, 𝜆和𝑔的形式.
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